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分数阶Fourier变换在信号处理领域 

的研究进展*

陶  然 1**  邓  兵 1,2  王  越 1 

(1. 北京理工大学电子工程系, 北京 100081; 2. 海军航空工程学院电子工程系, 烟台 264001) 

摘要    分数阶 Fourier 变换是对经典 Fourier 变换的推广. 最早由 Namias 以数

学形式提出, 并很快在光学领域得到了广泛应用. 而其在信号处理领域的潜力直

到 20世纪 90年代中期才逐渐得到发掘. 尽管分数阶 Fourier变换的定义式直观上

看仅是 chirp 基分解, 而实质上分数阶 Fourier 变换更具有时频旋转的特性, 它是

一种统一的时频变换, 随着变换阶数从 0 连续增长到 1 而展示出信号从时域逐步

变化到频域的所有特征. 从信号处理的角度对分数阶 Fourier 变换的研究进展作

全面的总结和系统的归纳, 力图将分数阶 Fourier 变换从定义到应用的全程都清

晰地刻画出来, 既能为相关的专业研究人员提供参考, 又可以为感兴趣的读者提

供入门的阶梯.  

关键词    分数阶 Fourier 变换  信号处理  时频分析 

自从法国科学家 Fourier 在 1807 年为了得到热传导方程简便解法首次提出

Fourier 分析技术以来, Fourier 变换迅速得到了广泛应用, 在科学研究与工程技术

的几乎所有领域发挥着重要的作用. 但随着研究对象和研究范围的不断扩展, 也
逐步暴露了 Fourier 变换在研究某些问题的局限性. 这种局限性主要体现在: 它
是一种全局性变换, 得到的是信号的整体频谱, 因而无法表述信号的时频局部特

性, 而这种特性正是非平稳信号的最根本和最关键的性质. 为了分析和处理非平

稳信号, 人们提出并发展了一系列新的信号分析理论: 分数阶 Fourier 变换、短时

Fourier 变换、Wigner 分布、Gabor 变换、小波变换、循环统计量理论和调幅-调频

信号分析等. 而分数阶 Fourier 变换作为 Fourier 变换的广义形式, 由于其独有的

特点(本文后续部分将逐步展开阐述)而受到了众多科研人员的青睐, 近 10年来关
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于分数阶 Fourier 变换理论与应用的研究成果层出不穷, 掀起了一个不小的高潮.  
1980 年Namias从特征值和特征函数的角度, 以纯数学的方式提出了分数阶

Fourier变换(fractional Fourier transform, FRFT)的概念[1], 用于微分方程求解. 其
后, McBride等用积分形式为分数阶Fourier变换作出了更为严格的数学定义[2], 为
其后从光学角度提出分数阶Fourier变换的概念奠定了基础. 1993 年Mendlovic和
Ozaktas给出了分数阶Fourier变换的光学实现, 并将之应用于光学信息处理 [3,4]. 
由于分数阶Fourier变换采用光学设备容易实现, 所以在光学领域很快便得到了广

泛应用[5]. 尽管在信号处理领域分数阶Fourier变换具有潜在的用途, 但是由于缺

乏有效的物理解释和快速算法, 使得分数阶Fourier变换在信号处理领域迟迟未得

到应有的认识. 直到 1993 年Almeida指出分数阶Fourier变换可以理解为时频平面

的旋转, 1996 年Ozaktas等提出了一种计算量与FFT相当的离散算法后, 分数阶

Fourier变换才吸引了越来越多信号处理领域学者的注意, 并出现了大量的相关研

究文章. 国内开始分数阶Fourier变换的研究并不算晚, 但是从发表的论文数量和

质量来看, 尚处于起步阶段[6]. 尽管国内 1996 年便有过关于分数阶Fourier变换的

综述文章[7,8], 但是那时分数阶Fourier变换在信号处理领域的潜力才刚刚得到挖

掘. 而迄今国际上也未有从信号处理角度对分数阶Fourier变换的综述. 本文的目

的是总结近年来分数阶Fourier变换在信号处理领域的研究成果, 从基础、应用基

础、应用三个层面对分数阶Fourier变换的理论体系进行阐述, 供相关研究人员参

考. 
本文组织如下: 首先介绍了分数阶 Fourier 变换的定义及其含义: 第二部分

阐述了分数阶 Fourier 变换的基本性质及分数阶 Fourier 变换与传统时频分析工具

的关系, 认为分数阶Fourier域可以理解为一种统一的时频变换域, 并给出了其不

确定性原理; 第三部分对基于分数阶 Fourier 变换而定义的一些信号分析工具作

了系统归纳; 第四部分给出了基于分数阶 Fourier 变换的采样定理, 并总结了分

数阶 Fourier 变换的离散定义和算法; 有关分数阶 Fourier 变换在信号处理领域中

的应用放在第五部分进行阐述; 最后, 总结了全文. 

1  分数阶 Fourier 变换定义 

接下来给出分数阶 Fourier 变换的定义式:  
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其中 π 2,pα =  p 为分数阶 Fourier 变换的阶数, Fp 表示分数阶 Fourier 变换算子, 

本文后续部分将沿用这种表达. 可以发现分数阶 Fourier 变换以 4 为周期, 且当 p 

= 4n+1 (即 2 π π 2nα = + )时, 分数阶 Fourier变换便成了 Fourier变换. 经变量代换

/ 2πu u= 和 / 2π ,t t=  (1)式可以化为 
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由(3)式可以看出分数阶Fourier变换分解为如下三步[9]:  

1) 乘以 chirp 信号, ( )
2

j cot
2(1 jcot ) ( );
t

g t e
α

α= − x t   

2) Fourier 变换(自变量存在尺度转变), ( )( ) csc ,pX u G uα=  其中 G(u) = 

( ) j1 d ;
2π

utg t e t
+∞ −
−∞∫  

3) 乘以 chirp 信号, 
2

j cot
2( ) ( ).

u

p pX u e X u
α

=  

可以发现信号 ( )x t 存在分数阶Fourier变换与存在Fourier变换的条件是相同的. 也

就是说, 如果 ( )X ω 存在, 则 ( )pX u 也存在. 利用上述分解步骤, Zayed等得到了

分 数 阶 Fourier 域 的 带 限 信 号 采 样 定 理 [10]; Erseghe 等 基 于 chirp 周 期

(chirp-periodicity)信号将Fourier变换所具有的时、频域连续和离散的四种对应关

系推广到了时域、分数阶Fourier域连续和离散的四种对应关系, 也同样得到了分

数阶Fourier域的带限信号采样定理[11].  

分数阶Fourier变换也可以理解为chirp基分解[9], 因为分数阶Fourier变换的逆

变换如  
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可以发现 ( )x t 由一组权系数为 ( )pX u 的正交基函数 所表征, 这些基函数

是线性调频的复指数函数. 不同 u 值的基函数间存在着不同的时移和相位因子 
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2  分数阶 Fourier 变换的主要性质 

2.1  主要性质 

由于分数阶 Fourier变换是 Fourier 变换的推广形式, 所以 Fourier变换的大部

分性质在分数阶 Fourier 变换都具有相应的推广, 分数阶 Fourier 变换的基本性质

请参看附录 A. 注意到 Fourier变换中的一个重要性质——卷积定理并没有出现在

附录 A 中, 这是因为该性质并不能简单地推广过来, 感兴趣的读者可以参看文献

[12, 13]. 
接下来介绍一个十分重要的性质: 分数阶 Fourier 变换是角度为α 的时频面

旋转. 这个性质建立起分数阶Fourier变换与时频分布间的直接联系, 并且为分数

阶 Fourier 域理解为一种统一的时频变换域奠定了理论基础, 同时也为分数阶

Fourier 变换在信号处理领域中的应用提供了有利条件. 以 Wigner 分布为例, 令
Rφ 表征二维函数作角度为φ 的顺时针旋转算子, 即 

 [ ]( ) ( )cos sin sin cos ,R y t, y t , tφ ω φ ω φ φ ω φ= + − +
 

(6) 

那么存在如下关系:  

 ( ) [ ]( ) ,x uW t, R W t,αω ω=  (7) 
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分别表征j dτe τω− ( ),pX u  ( )x t 的Wigner分布. 类似的关系对于模糊函数、修正的

短时Fourier变换和谱图依然成立[9].  Lohmann将(7)式作了进一步推广, 得出分数

阶Fourier变换的模平方与Radon-Wigner变换间的关系[14]:  

 
[ ]( ) ( ) 2

,x pW u X uαℜ =
 

(8) 

其中 αℜ 为 Radon 变换算子, 表征二维函数对与 t 轴夹角为 π 2pα = 的坐标轴的

积分投影算子.  (8)式也可以理解为坐标旋转α 后的边缘积分, 即 

 
( ) ( ) 2

cos sin sin cos d ,    π 2.x pW u v ,u v v X uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α
+∞
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(9) 

既然分数阶 Fourier 变换与这些常用的时频表示存在上述关系, 那么是否存

在更具普遍意义的表达形式呢？令 

 ( ) ( ) ( )d d ,x xt, f t τ, f θ W ,
τ θ

ξ ψ τ θ= − −∫ ∫ τ θ
 

(10) 

其中 ( )t, fψ 为变换核, ( )xW ,τ θ 为 ( )x t 的Wigner分布, ( )x t, fξ 表征 ( )x t 的Cohen

类时频分布 . 那么只要变换核 ( )t, fψ 关于原点旋转对称 , 则 ( )x t, fξ 与分数阶

Fourier变换一样, 也满足上述时频旋转关系[15]. 需要留意的是(10)式与基于模糊
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函数的Cohen类时频分布定义(见(27)式)不尽相同.  
由上述分数阶Fourier变换与时频分布的关系可以看出, 分数阶Fourier变换提

供了信号从时域到频域全过程的综合描述, 随着阶数从 0 连续增长到 1, 分数阶

Fourier变换展示出信号从时域逐步变化到频域的所有变化特征(如图 1). 可见, 
分数阶Fourier变换实际上体现了一种统一的时频观, 是介于时域和频域之间的信

号时频分析方法, 可以为信号的时频分析提供更大的选择余地[6,16].  
 

 
 

图 1  矩形脉冲信号的分数阶 Fourier 变换 
 

2.2  不确定性原理 

既然分数阶Fourier域是一个统一的时频变换域[17], 那么时频域的不确定性

原理扩展到分数阶Fourier域会是什么呢？利用第 1节中分数阶Fourier变换的三步

分解法及传统时频域的不确定性原理 , 可以得到信号的两个不同阶数分数阶

Fourier变换间不确定性原理如下: 
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等在(11)式的基础上, 给出了更为严格的表示[18].  

分数阶 Fourier 域的不确定性原理. 设 ( )x t 为具有单位能量的实信号, 则 
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σ 为任取的实常数时, (12)式等号成立.  

3  分数阶算子及变换 

因为分数阶Fourier变换是一种统一的时频分析方法, 可以理解为角度α 的时

频面旋转, 因此依据分数阶Fourier变换可以定义一些有用的分数阶算子和变换
[19~32]. 

3.1  分数阶算子 

卷积和相关是常用的两种信号处理算子, 文献[19, 20]分别从时域和变换域

的角度定义了分数阶卷积和分数阶相关, 前者定义如(14)式所示[19], 适于信号检

测和参数估计, 后者定义如(15)式所示[20], 适于滤波器设计、波束形成、模式识

别.  

  
[ ]( ) ( ) ( )

[ ]( ) ( ) ( )

2

2

jπ cos sin j2π sin
conv

jπ cos sin j2π sin
corr

, cos d ,μ

μ, cos d ,
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x y e x μ y e
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∗ −

= −

= −

∫
∫

π 2,pα =  (14) 

 
[ ]

[ ]1 2 3
3 1 2

conv

, ,
corr

, ( ) ( ),
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p p P
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x y u F X Y u

Γ

Γ

−

∗

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦

 (15) 

在时频分析理论中, 酉算子和Hermite算子是比较重要的两类算子, 酉性是

设计变换算子时经常需要考虑的要素之一, 而不同的变换域表示往往能够通过

某种Hermite算子联系起来, 因此, 推导分数阶酉算子和Hermite算子也吸引了人

们的浓厚兴趣. 基于时移算子和频移算子的概念(这是两种基本的酉算子), Akay
定义了分数阶位移算子  即分数阶酉算子,,τTφ

[21], 如 

 [ ]( ) ( )
2jπ cos sin j2π sincos τ tτ

,τT x t x t e φ φ
φ τ φ − += − φ  (16) 

所示. 然后利用 Stone’s Theorem 可以得到分数阶 Hermite 算子, 如 

 [ ]( ) ( ) ( )j dcos sin
2π d

Z x t tx t x t
tφ φ φ −

= + ⋅  (17) 

所示. 
分数阶酉算子 ,τTφ 对信号的作用既有时移分量 cos ,τ φ  又有频移分量 sin ,τ φ  

它是将信号在时频平面上沿着角度为φ 的轴移动径向距离 ,τ  所以将之称为分数

阶位移算子. 它与分数阶 Fourier 变换的关系, 如(18)式所示, 可以看出信号范数

保持不变. 对比(14)和(16)式不难发现, (14)式所定义的分数阶卷积和分数阶相关

与算子 ,τTφ 的关系如(19)式所示, 这个关系将在第 5 节应用部分的一种无源雷达

动目标检测新算法中用到. 
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(19)式中符号 ,⋅ ⋅ 表示内积.  

3.2  分数阶变换 

本节所研究的分数阶变换是指基于分数阶 Fourier 变换而定义的一些信号分

析工具, 主要包含两大类, 一类是利用分数阶 Fourier 变换是 Fourier 变换的广义

形式, 而将原来基于 Fourier 变换的信号分析工具作了相应的推广; 另一类是利

用分数阶 Fourier 变换的时频旋转性质来设计新的时频分析工具. 接下来对主要

的分数阶变换做了总结, 阐述了其各自的特点和优势.  

3.2.1  基于 Fourier 变换的广义形式 

Hilbert变换是一种重要的信号处理工具, 已经在通信调制、图像边缘检测等

领域得到了广泛应用. 通过将Hilbert变换的频域传递函数推广到分数阶Fourier域, 
便得到了分数阶Hilbert变换[22]:  

 [ ]( )Hil ( ),p
p p Px t F X H tΓ − ⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦  (20) 

其中 为p阶分数阶Hilbert变换算子, Hil
pΓ

jπ 2

jπ 2

, 0 
( ) .

 , 0

p

P p

e u
H u

e u

−⎧⎪= ⎨
<⎪⎩

≥
 其实质仍然是

对负谱的抑制, 只是谱由频谱扩展为分数阶Fourier谱. 在此基础上, Pei利用分数

阶Fourier变换的特征分解型离散算法给出了分数阶Hilbert变换的一种离散表达

形式 [23], 并对数字图像的边缘检测做了仿真验证. 在文献[24]中 , 有关分数阶

Hilbert变换器的设计和应用问题得到了进一步的探讨, 提出了多种FIR和IIR分数

阶Hilbert变换器的设计方法, 并基于分数阶Hilbert变换对信号分数阶Fourier变换

负谱分量的抑制, 提出了一种单边带(SSB)通信系统, 利用分数阶Hilbert变换的

变换阶数作为解调密钥来实现安全通信.  
正弦变换、余弦变换和Hartley变换都属于酉变换, 已经在图像压缩和自适应

滤波方面得到了广泛应用, 利用它们与Fourier变换的关系, 我们可以得到分数阶

的正弦变换、余弦变换和Hartley变换[6,25]. 需要注意的是: 第一, 与分数阶Fourier
变换周期为 4 不同, 分数阶正弦变换、余弦变换和Hartley变换的周期都是 2; 第
二, 分数阶正弦变换没有偶特征函数, 而分数阶余弦变换没有奇特征函数, 因此, 
最好用分数阶正弦变换来处理奇函数, 而用分数阶余弦变换来处理偶函数.  
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 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )(
jπ
21 ,

2

p

p p pS x u e F x u F x u= − )−  (21) 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )(1 ,
2p p pC x u F x u F x u= + )−  (22) 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
jπ jπ
2 21 1 ,

2 2

p p

p p p
e eΨ x u F x u F x+ −

= + u−  (23) 

,pS ,pC pΨ 依次表示分数阶的正弦变换、余弦变换和 Hartley 变换算子.  

短时Fourier变换和模糊函数是比较常用的两种时频工具, 通过对定义式进

行直观的替换, 我们就得到了两种新的时频工具[26,27], 如(24)和(25)式所示, 本文

中称之为短时分数阶Fourier变换和分数阶模糊函数, 两者都适于处理多项式相位

信号. 其中, 分数阶模糊函数对三次相位信息十分敏感, 在某阶分数阶Fourier域
三次相位信息将形成一个冲激[27], 而短时分数阶Fourier变换是线性变换, 没有交

叉项, 且不会对原时频结构在解线调时产生压缩扭曲, 因此, 适于解析信号的时

频结构. 但前提条件是信号局部需要相似于chirp信号, 这个问题在一定程度上可

以通过选择合适的窗函数来解决.  

  
[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
S

I

,

d ,

p p

p

ST x t,u X t,u F x w t t,u

x t F X t,u w t t t,t t

σ σ∗

−

⎡ ⎤= = ⋅ −⎣ ⎦
′ ′ ′= ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦∫

( ) ( )S I d 1,w t w t t∗ =∫  (24) 

 [ ]( ) ( , )d ,
2 2p
τ τAF x u,τ px t x t K t u

+∞ ∗
−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ t  (25) 

(24)式给出了短时分数阶 Fourier 正变换和反变换及完全重构条件表达式, 表

示短时分数阶 Fourier变换算子. (25)式是分数阶模糊函数的定义式, 

pST

( , )pK t u 是分

数阶 Fourier 变换核.  

3.2.2  基于时频旋转性质 

Alieva等人利用分数阶Fourier变换的时频旋转性对传统二次型时频工具

(Cohen类时频分布和S法时频分布[28])的核函数作时频旋转来减少交叉项而极少

降低自项的聚集性[29,30]. 实质上他们所做的努力就是确定合适的分数阶Fourier域
使得信号的分数阶Fourier谱宽度最小, 再在该域上用传统的二次型时频工具进行

分析就能够在一定程度上减少交叉项而不怎么损失自项聚集性. 仿真结果来看, 
时频旋转S法时频分布[30]的效果要好于时频旋转Cohen类时频分布[29], 且都好于

相应的不旋转的结果. 但是, 如果信号没有明显的谱聚集分数阶Fourier域或存在

不止一个这样的分数阶Fourier域, 那么, 时频旋转所获得的好处将极为有限. 此
外 , 为了确定分数阶Fourier谱聚集域的阶数  他们提出了一种基于分数阶ˆ ,p
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Fourier变换二阶矩极值点的方法, 对分数阶Fourier变换二阶矩以阶数p求一次导

的零值来确定 p̂ [29]: 

 ( ) ( )0.5 0 1

0 1

2
ˆtan π ,

w w w
p

w w
− +

=
−

 (26) 

 [ ] ( )2 2 2 2
0 1 0

π π( ) d cos sin sin π ,
2 2p p
p pw F x u u u w w pμ

+∞

−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  (27) 

其中 表示 阶分数阶Fourier变换二阶矩, pw p pμ 表示 阶分数阶Fourier变换二阶

中心矩

p
[29]. 从(27)式不难看出 , 对 求一次导 , 并令其等于零 , 再将(27)式中

所得到的

pw

0.5p = ( )0 0.5 0 1 2w w wμ = − + 代入, 我们便得到了 如(26)式. 通过比

较 和

p̂

( )ˆcos πp 1 0μ μ− 的符号可以确定 阶分数阶Fourier域是谱聚集域还是谱发

散域

p̂
[30].  
利用(8)式所展示的分数阶Fourier变换与Radon-Wigner变换间的关系, 容易

想到 : 当Wigner分布不好直接求取时 , 通过对信号的分数阶Fourier变换做逆

Radon变换就可能成为分析信号时频结构的一种有效方法. Zhang等就对该问  题
作了仔细研究 , 提出了一种新的时频分析方法——TTFT(tomography time-fre- 
quency transform), 并通过分数阶Fourier域的自适应滤波来抑制交叉项[31].  

自适应信号扩展是把信号扩展到一组有限的、具有较好时频局部化的基函数

上. 该方法具有较好的时频分辨率, 且无窗效应、交叉项干扰. 文献[32]研究了以

Gauss 函数的分数阶 Fourier 变换为基函数的信号扩展方法, 之所以选择 Gauss 函
数, 是因为它可以满足时-频域不确定性原理的边界条件(时宽带宽积最小). 而分

数阶Fourier变换的介入, 可以通过阶数的变化使得基函数的选择更为灵活, 也就

能够更为准确地描述信号的时频特征.  
时频分布所希望的数学性质之一就是边缘特性, Xia 将(9)式定义为广义边缘

特性, 并推导了相应具有广义边缘特性的 Cohen 类时频分布(如(28)式所示)的充

要条件为: 任取实数τ, 均有 ( )sin cos 1.τ ,τψ ϕ ϕ− =  显而易见, 传统的时域、频域

边缘特性就成为了广义边缘特性 0,π 2ϕ = 的两个特例, 而 Wigner-Ville 分布满足

所有角度的广义边缘特性. 需要满足的广义边缘特性越多, 则对核函数的选择限

制越多, 极限情况下的核函数是 1, 所得到的分布就是 Wigner-Ville 分布. 依据上

述充要条件, 不难得到满足角度 , 1, 2, ,k k Nϕ = 的广义边缘特性的 Cohen 类时频

分布, 限于篇幅, 本文不再一一列出, 感兴趣的读者可以查阅文献[33]. 

 ( ) ( ) ( ) ( )j2π d d ,tν τf
x zν

t, f τ, A τ, e
τ

ξ ψ ν ν τ ν− += ∫ ∫  
(28) 

其中 (zA τ, )ν 表示模糊函数, ( )τ,ψ ν 为核函数.  



122 中国科学 E 辑 信息科学 第 36 卷 

 

 

SCIENCE IN CHINA Ser. E Information Sciences 

4  离散分数阶 Fourier 变换 

随着数字信号处理在工程应用中的蓬勃发展, 采样和离散算法已经成为了

分数阶 Fourier 变换应用于工程实践中一个难以回避的问题.  

4.1  分数阶Fourier域的采样定理[34]

设模拟信号 ( )x t 被一冲激脉冲串以采样周期 sT 均匀采样, 则 

 
( ) ( ) ( ),s s

n
x t x t t nTδ

+∞

=−∞
= −∑

 
(29) 

 

2 2cot cotj j
2 21 2πsin[ ]( ) ( ) ,

u u
p s p

sn
F x t e X u e u n

T T

α α αδ
+∞−

=−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= ∗ −⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ⎟

 

(30) 

其中 ∗ 表示卷积算子, π 2.pα =  由(30)式可以看到 , 在分数阶 Fourier 域上 , 

2cotj
2( )

u
pX u e

α
−

以周期
2π sin

sT
α

延拓. 如果信号 ( )x t 是分数阶 Fourier 域上的带限

信号, 即  且,l hΩ Ω∃ , h0 lΩ Ω<≤ 使得 

 
( ) 0,pX u =  hu Ω>  或 .lu Ω<  (31) 

那么就能在1 int h

l
N

Ω
Ω

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

≤ ≤ ⎟ 范围内选择到合适的 N, ( )int ⋅ 表示取整, 使得下式

成立:  

 

2π sin
2 ,h

s
N

T
α

Ω≥     ( )
2π sin

1 l
s

N
T

α
2 .Ω− ≤  (32) 

这样采样后信号的分数阶 Fourier 谱就不会发生混叠。 也就是说, 只要采样频率

2π
s

sT
Ω = 满足以下两式就能够保证信号的完美重构: 

 ( )
2 csc 2 csc

,       1,
1

h l
s N

N N
Ω α Ω α

Ω ≠
−

≤ ≤

 
(33) 

 

2 csc
,       1.h

s N
N

Ω α
Ω =≤

 
(34) 

这时就能够利用如下所示的理想带通滤波器来恢复原信号 ( ) :x t  

 
( )

,    ,
0,     

s l h
p

T u
H u

Ω Ω⎧⎪= ⎨
⎪⎩ 其他,

≤ ≤

 

(35) 

其信号重构公式如下:  
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( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

22
s

cot cotj j
2 2

sin csc sin csc
.

π
t nT s h s l s

s
sn

x t

T t nT t n
e x nT e

t nT

α α Ω α Ω α+∞−

=−∞

=

T⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
−∑

 
(36)

 

(33), (34)和(36)式就构成了分数阶 Fourier 域带限信号的均匀采样理论. 将  0,lΩ =

2 cscs hΩ Ω α= 代入(36)式, 就得到了文献[10]所述的分数阶 Fourier 域带限信号

的低通重构公式. 

4.2  离散分数阶 Fourier 变换(DFRFT)算法 

离散分数阶 Fourier 变换定义如下:  

 
[ ]( ) ( ) ( ) ( ),p p p

n
X m F x m m,n x nϑ= = ∑

 
(37) 

其中 pF 表示 DFRFT 算子, 为 DFRFT 核矩阵. 根据 的不同求法, 

近年来出现的主要离散算法可以分为如下三类:  

( )p m,nϑ (p m,nϑ )

1) 特征分解型[35~37], 通过求取离散Fourier变换(DFT)核矩阵的特征值和特

征向量来构造DFT核矩阵的分数幂, 并以之作为 来计算DFRFT. 该类方

法保持了连续分数阶Fourier变换的大部分性质, 但是计算复杂度高, 不利于实时

处理; 在DFT核矩阵的特征值和特征向量的匹配寻找过程中, 对Hermite-  Gauss
函数离散样本的求取算法不同, 该类方法又包括S方法, GS算法(gram- schmidt 
algorithm)

(p m,nϑ )

[35], OP算法(orthogonal procrustes algorithm)[35], 高阶近似[36]和直接离散
[37]等. 

2) 离散采样型[38~40], 通过对分数阶Fourier变换连续定义式中的输入输出信

号进行离散采样来获得DFRFT核矩阵. 其中直接离散采样法由于丧失了连续分

数阶Fourier变换的许多性质, 如可逆性和旋转相加性, 而很少得到使用. Ozaktas
等提出了两种改进的离散采样型算法[38], 一种算法利用 

( ) ( ) ( )22 2 2 2cot 2 csc cot cot csc csc cot csc .x xu u x x u uα α α α α α α− + = − + − + − α
 

(38) 

将本文第 1 节所述的分数阶Fourier变换三步分解变成了两次chirp信号乘和

一次chirp信号卷积[38], 这样便能够利用FFT算法来实现, 但是其中需要计算复杂的

Fresnel积分. 而第二种算法利用频域上带限信号的支撑区有限和Shannon重构公

式, 将输入信号的重构形式代入(3)式, 经过整理后得到了一种快速离散算法. 由
于该算法的计算复杂度低且精度高, 而成为了目前常用的主流算法之一, 文献

[39]对该算法做了进一步的改进, 降低了原算法对输入信号样本数的奇偶限制.  
Pei从保证变换核矩阵的酉性出发, 推导出了另一种离散算法[40], 尽管它与

Ozaktas等提出的算法一样不满足旋转相加性, 但是它严格满足可逆性及连续分
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数阶Fourier变换的其余大部分性质, 且精度高、计算量小、约束条件少, 便于DSP
实现. 

3) 线性组合型[41,42], 通过对某些特定阶数的DFRFT的线性组合来得到任意

阶数的DFRFT. 利用Taylor级数展开和Caylay-Hamilton定理, DFRFT可以表示为

恒等算子, DFT, 时间反转算子和IDFT的线性组合[41], 即阶数依次为 0, 1, 2, 3,的
DFRFT的线性组合. 该算法在现有的离散算法中计算量最小, 遗憾的是它的计算

精度也是最差的. 文献[42]提出了另一种线性组合型离散算法, 将线性组合的特

定阶数从前述的 0, 1, 2, 3 改为从 0 开始依次间隔 4/N的N个阶数, N为输入离散样

本数. 利用分数阶Fourier变换的旋转相加性, 该算法可以采用串行的方式实现, 
即前次变换结果作为后次变换的输入, 那么所需要的特定阶数离散变换结果数

目可以减少为 1 个, 该算法便于超大规模集成电路(VLSI)来实现, 但是它需要已

知至少 1 个特定阶数的变换结果, 且这些特定阶数依赖于输入信号的样本数目N. 
在目前已有的各种DFRFT算法中, Ozaktas等提出的算法及其改进算法[38,39], 

Pei等提出的离散采样型算法[40], 由于计算精度高、计算负担小而成为了主流算法. 
另外还有一些DFRFT算法由于受限较多[38], 而很少得到使用. 以上介绍的都是单

维算法, 有关高维算法可查阅文献[43].  
 

表 1  主要 DFRFT 算法的比较 
 特征分解[35] 离散采样[38] 离散采样[40] 线性组合[41] 

旋转相加性 √ Χ Χ √ 
可逆性 √ √ √ √ 
计算精度 √ √ √ Χ 
计算量 M2/2

 
Mlog2M+2M

 
(M/2)log2M+2M

 
(M/2)log2M 

闭式形式 Χ √ √ √ 
 

5  信号处理中的应用 

分数阶 Fourier 变换是传统 Fourier 变换的广义形式, 是在统一的时频域上处

理信号. 相较传统 Fourier 变换, 它的灵活性更强, 且适于处理非平稳信号, 具有

比较成熟的快速离散算法, 因此, 在信号处理领域已经得到了许多应用.  

5.1  信号检测和参数估计 

由于分数阶 Fourier 变换可以理解为 chirp 基分解, 因此分数阶 Fourier 变换

特别适合于处理 chirp 类信号. 利用线性调频(LFM)信号在不同阶数的分数阶

Fourier 域呈现出不同的能量聚集性的特性, 通过在分数阶 Fourier 域作峰值二维

搜索就可以实现对 LFM 信号的检测和参数估计. 文献[44]基于这一思想, 提出了

一种多分量 LFM 信号的检测和参数估计算法, 考虑到搜索的优化问题和多分量

信号间的相互影响, 可以采用拟 Newton 法和引入峰值遮隔的级联处理方式来提
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高算法效率和处理多分量, 误差分析和仿真结果都表明了该估计是渐进无偏和

渐进有效的.  

5.2  相位恢复及信号重构 

如果已知某信号两次不同阶数的分数阶Fourier变换模 ( ) ,pX uσ+ ( ) ,pX uσ−  

那么就可以重构出该信号, 而只会相差一个常数相位项(原因在于只相差一个常

数相位项的两个函数的同一阶数分数阶Fourier变换将具有相同的模). 目前主要

存在迭代和非迭代两种类型. 非迭代法利用分数阶Fourier变换与时频分布的关系, 
通过求相位的瞬时变化率来恢复相位信息、重构信号. 利用分数阶Fourier变换与

模糊函数的关系, ( )pX u 的瞬时相位变化率离散形式可以写成[45]

 ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

2 2

2

sgn
ˆ ,

π 2

p p n

p
p

X n X n n
f n

X n

σ σ

σ

+ −Δ ⋅ Δ − Δ ∗
Δ = −

⋅ Δ

Δ
 (39) 

其中*n 表示离散卷积算子, ( ) ( ) ( )2 2
2 ,p p pX n X n X nσ σ+ −Δ ≈ Δ + Δ

2
 这就需要σ

足够小. 当恢复出相位信息后就能够重构信号 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )ˆˆˆ exp j 2π .
n

p p p p p
m M

x t F X n F X n f m− −
=−

⎛ ⎞⎡ ⎤
= Δ = Δ ⋅ Δ⎜ ⎟Δ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

∑  (40) 

M 须满足 ( ) 0,pf nΔ =  .n M< −  迭代法主要有 Gerchberg-Saxton 算法, 该算法通

过多次迭代来得到 ( )ˆ
pX uσ+ 或 ( )ˆ :pX uσ−  首先给 ( )pX uσ− 赋予初始相位来构造

( ),1
ˆ ,pX uσ−  然后做2σ 阶分数阶Fourier变换得到 ( ),1

ˆ ,pX uσ+  再将 ( )pX uσ+ 代入

( ),1
ˆ

pX uσ+ 得到 ( ),2
ˆ ,pX uσ+  通过−2σ 阶分数阶 Fourier变换, 可以得到 ( ),2

ˆ ,pX uσ−  

这样不断迭代下去, 就得到了 ( ) ( ), ,
ˆ ˆ, , ,p n p nX u X uσ σ− + ( ),

ˆ
p n 当 X uσ− 满足下

式时, 则迭代终止, 得到估计值 ( ) ( ),
ˆ ˆ .p p nX u X uσ σ− −=   

 ( ) ( ),
ˆ ˆ ,       0,p N p e eX u X u m mσ σ− −− >≤  (41) 

其中me为预先确定的最大误差. 对估计值 ( )ˆ
pX uσ+ 或 ( )ˆ

pX uσ− 作相应的分数阶

Fourier反变换就可以重构原时域信号[46]. 该迭代法与前述的非迭代法不同的是, 
它恰恰适用于σ 较大的情况 , 尤其是两次分数阶Fourier变换“正交”时 (即 

0.5σ = ), 重构误差最小.  
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5.3  滤波 

将传统频域的乘性滤波器推广到分数阶 Fourier 域, 就得到了分数阶 Fourier
域乘性滤波器:  

 ( ) ( )out in( ) ( ) ,p p px t F F x t H u− ⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦  (42) 

其中 ( )pH u 为p阶分数阶Fourier域传递函数. 通过设计不同的 ( )pH u 可以得到不

同类型的滤波器, 文献[9]所提出的扫频滤波器就是分数阶Fourier域带通滤波器

的时域表现形式[47]. 乘性滤波具有较好效果的前提条件是信号与噪声变换到某

阶分数阶Fourier域后能够完全或大部分分离开. 如果一次变换不能达到目的, 那
么可以考虑级联多次不同阶数分数阶Fourier域乘性滤波来实现 [48]. 由分数阶

Fourier变换与时频分布的关系, 我们可以知道乘性滤波需要信号与噪声时频分布

无耦合或小部分耦合, 如果信号与噪声的时频分布不满足上述条件, 那么乘性滤

波的方法将得不到好的效果.  
文献[49]给出了最小均方误差准则下的分数阶Fourier域最优滤波算法, 该算

法具有更好的普适性. 假定已知: ① 期望信号 ( )s t 和加噪信号 ( ) ( ) ( )x t s t n t= +

间的互相关函数 ( , );sxr t σ  ② ( )s t 的自相关函数 ( , );ssr t σ  ③ ( )x t 的自相关函数

( , ).xxr t σ  那么最优滤波传递函数如下: 

 ( ) ( ) ( ) ,p sx xxH u R u R u=  (43) 

其中 

( ) ( ) ( )*( ) , , , d d ,sx p p sxR u K u t K u r t tσ σ σ
+∞ +∞

−∞ −∞

= ⋅ ⋅∫ ∫  

( ) ( ) ( )*( ) , , , d d .xx p p xxR u K u t K u r t tσ σ σ
+∞ +∞

−∞ −∞

= ⋅ ⋅∫ ∫  

函数 Kp 如(2)式所示. 具体步骤是: 首先给(43)式中的 p 赋初始值, 然后在最小均

方误差准则下利用迭代算法来确定最佳的 p 值 (计算均方误差时需要用到

( , )ssr t σ ), 再将其代入(43)式, 便得到了分数阶 Fourier 域最优滤波传递函数. 需

要注意的是: 建立在分数阶 Fourier域上的滤波器(估计算子)只是线性算子的一个

子集 , 所以所得到的分数阶 Fourier 域最优估计算子未必是相应滤波问题的

Wiener 解. 文献[50]针对白噪声背景下线性调频信号的滤波问题, 由线性最小均

方误差估计的正交条件出发, 证明了上述分数阶 Fourier 域最优滤波器是这种滤

波问题的等效 Wiener 滤波器, 并给出了这一滤波算子的离散实现算法.  
将分数阶Fourier域最优滤波算法用于阵列信号处理, 期望信号 ( )s t 设为需要

形成的波束信号, 加噪信号 ( )x t 设为传感器接收信号, 就能够得到基于分数阶
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Fourier变换的波束形成算法, 仿真结果显示该波束形成算法在目标加速运动情况

下效果远好于传统的频域最小均方误差波束形成算法[51].  

5.4  神经网络 

分数阶 Fourier变换比 Fourier变换多一个变换参数, 因此也就比 Fourier变换

具有更多的灵活性, 通过选择合适的变换阶数 p, 在相应的分数阶 Fourier 域设计

神经网络, 往往能够得到更好的效果. 文献[52, 53]探讨了这个问题, 分别提出了

各自的算法, 前者更类似于分数阶 Fourier 域滤波(图 2), 后者则是把分数阶

Fourier变换作为神经网络输入的预处理(图 3). 在最优变换阶数 p的选取上, 两者

都是将 p 在一定范围内( 0 )按某个步长进行步进尝试, 以选取效果最好的

p 值.  

1p≤ ≤

 

 
 

图 2  基于分数阶 Fourier 变换的神经网络 
 

 
 

图 3  基于分数阶 Fourier 变换预处理的神经网络 
 

5.5  声信号分析 

人或动物的声音信号可以建模成基波和它的各次谐波组成, 并且频率是时

变的, 这样, 传统的 Fourier 变换将不能很好地描述声音信号. 而分数阶 Fourier
变换适于处理时变信号, 且满足线性条件, 在加性噪声情况下能够不受交叉项影

响. 文献[54]提出了一种基于分数阶 Fourier 变换的语音信号描述方法, 定义了一
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个描述变量如下:  

 ( ) ( ) ( )2

1

2 πcos 0.5 ,
M

p p
m

iC i X m m
M M=

⎡ ⎛= ⎜⎢ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ⎤⎞− ⎟⎥  (44) 

其中 [ ]( ) ( ) ( ) ( ), 1, , ,p p p
n

X m F x m m,n x n n Mϑ= = =∑  ( )x n 为语音信号离散表示. 

文献[55]进一步假定声音信号是可以分段近似为恒包络的线性调频信号, 把分数

阶 Fourier 变换和动力学建模结合起来, 将原始声音信号映射成一个低维动力学

模型, 通过一组动力学模型参数来描述原信号, 在仿真分析中采用了实测海洋哺

乳动物的声音数据来验证该方法的有效性. 尽管上述声音分析方法在原文献的

仿真中都是用来做声音识别, 但是它们还可以用在声音增强、确认、合成等方面.  

5.6  图像处理 

分数阶Fourier变换在图像处理中的应用主要包括数字水印及加密. 通过把

待处理图像变换到某阶分数阶Fourier域, 然后将水印数据按照一定的规则嵌入选

定的变换系数上. 水印检测采用门限检测方式, 根据嵌入的水印数据确定相应的

检测门限[56]. 在选择嵌入水印的变换系数和检测门限时都需要进行折中, 前者的

选择需要折中考虑鲁棒性和不造成图像畸变, 而后者需要折中考虑虚检和漏检. 
利用分数阶Fourier变换做图像加密 , 简单来说就是对原始图像的二维分数阶

Fourier变换乘以相位密钥来完成加密, 解密过程与加密过程正好相反, 先乘以相

位密钥的共轭, 然后利用对应的二维分数阶Fourier反变换来恢复图像. 因为分数

阶Fourier变换比Fourier变换多一个变换参数, 因此基于分数阶Fourier变换的加密

算法比基于Fourier变换或余弦变换的加密算法具有更好的加密效果, 有关二维分

数阶Fourier变换可参考文献[6]第 4 章和文献[43]. 通过对上述基本加密过程进行

改动, 得到了许多不同的加密算法. 例如, 在二维分数阶Fourier变换中使用不同

变换阶数或不同相位密钥、级联多个二维分数阶Fourier变换等. 文献[57]采用两

路不同阶数的分数阶Fourier变换并行加密, 然后传送两路变换结果的模平方, 并
将 5.2 节所介绍的 1 维迭代相位恢复方法推广为 2 维, 利用该 2 维迭代方法来解

密. 与 1维迭代相位恢复方法一样, 该 2维迭代方法仍然需要两个阶数接近于“正

交”, 才能具有高的准确度.  

5.7  雷达、声纳、通信中的应用 

除了前面提到的分数阶Fourier域波束形成[51]、目标识别[53]外, 分数阶Fourier
变换在雷达、声纳和通信中还存在着其他的应用.  

随着阵列天线技术的不断应用, 基于分数阶 Fourier 变换的阵列信号处理算

法也吸引了人们的注意. 除了文献[51]所探讨的分数阶 Fourier域波束形成算法外, 
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文献[58]提出了一种基于分数阶 Fourier 变换的多分量宽带 LFM 信号波达方向估

计新算法, 利用 LFM 信号在分数阶 Fourier 域的能量聚集性, 在分数阶 Fourier 域
对多分量 LFM 信号进行分离和参数估计, 并构造出分数阶 Fourier 域的阵列信号

相关矩阵, 通过对该相关矩阵进行特征值分解来估计信号子空间和噪声子空间, 
最后利用 MUSIC 算法估计出各分量信号的波达方向. 该方法对宽带 LFM 信号的

波达方向估计精度高, 且鲁棒性好. 但是, 该方法针对的是非相干的宽带 LFM 信

号, 而相干宽带 LFM 信号的波达方向估计仍需要进一步研究.  
众所周知, 当发射信号波长与目标尺寸差不多时能够产生共振, 利用共振回

波可以检测和识别目标, 但是共振需要一定的时间才能激发. 当发射信号为宽带

脉冲信号(目标尺寸未知), 在激发共振之前, 目标回波信号近似为冲激信号, 文
献[59, 60]都研究了如何利用分数阶 Fourier 变换来分析这冲激类的回波信号. 所
不同的是, 文献[59]只利用了 p = 0.5 的分数阶 Fourier 域信息, 而文献[60]则利用

了−1 ≤ p ≤  1 的分数阶 Fourier 域信息, 两篇文献的仿真结果都显示了分数阶

Fourier 变换用于目标回波检测和识别的良好性能.  
对机载SAR来说, 地面运动目标的回波近似为LFM信号, 因此可以利用分数

阶Fourier变换来检测动目标[61,62]. 目前相参体制的外辐射源雷达是以直达波与目

标反射信号进行微弱目标相干检测来对目标进行定位和跟踪. 常用的相干检测

是采用时延-频移二维相关(或称为“互模糊函数”, 如(45)式所示)来检测目标. 文
献[63]利用分数阶相关与二维相关函数的关系, 将分数阶相关引入极坐标表示的

二维相关函数的计算中, 从而提出了一种基于分数阶相关的无源雷达动目标检

测新算法: 

 ( ) ( ) ( ) j2π2 2 dst
xy .r,s x t r y t r e t∗ −= + −∫  (45) M

从(18)和(19)式可以看出, 既然分数阶位移算子 ,τTφ 是将信号在时频平面上沿着

某个径向轴移动, 因此基于 ,τTφ 的分数阶相关必然与时延-频移二维相关存在某

种对应关系. 经过变量代换和整理, 我们可以得到(46)式, 该式说明了两个信号

的 p 阶分数阶相关就等于它们的二维相关函数在φ 角射线方向的径向切片(图 4). 
利用这个关系, 我们便得到了一种新的相参体制外辐射源雷达的目标检测算法, 
而且可以根据先验知识预先确定需要计算的φ 角范围, 只扫描该环形扇区而不必

像(45)式那样计算整个时延-频移平面, 这样可以大大减小运算量.  

 [ ]( ) ( )corr , cos sinp
xyx y M , ,Γ η η φ η φ=     π 2.pφ =  (46) 

匹配滤波器以及与其等价的拷贝相关器是在 Gauss 白噪声背景下检测确知

信号的最佳检测器. 但是, 水声环境具有其自身的特殊性, 如界面多途、介质非

均匀等. 当采用 LFM 信号时, 由于受 Doppler 失配的影响, 在输出信噪比“最大” 
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图 4  分数阶相关与时延-频移二维相关的关系 
 

的位置由于相位不一致而不再最大, 导致匹配滤波器性能恶化. 而分数阶 Fourier
变换却适于处理 chirp类信号. 因此, 文献[64]对基于分数阶Fourier变换的目标检

测算法与传统匹配滤波器在 Gauss 白噪声背景下 LFM 信号的检测性能作了仿真

比较, 结果表明分数阶 Fourier 变换良好的抗 Doppler 性能有利于微弱信号检测. 
为了提高阵列声纳的最大作用距离, 最直接的办法是提高发射强度. 但是阵列中

各换能器间的相互影响往往限制了发射效率的提高, 文献[65]提出了一种基于分

数阶 Fourier 变换的传感器阵辐射特性预测算法, 通过预测各传感器的辐射特性

来进行实时调整, 以提高声纳阵的发射效率.  
直接序列扩频(DSSS)技术很强的抗干扰能力使得其日益受到重视(当然还有

别的优点, 如大容量、低截获等), 而近年来宽带的非平稳干扰对扩频系统的影响

也引起了人们越来越多的注意, 其中常用的一种信号就是宽带 LFM 信号, 文献

[66]就研究了如何在 DSSS 通信系统中利用分数阶 Fourier 变换来抑制扫频干扰, 
主要思想是基于分数阶 Fourier 域的乘性滤波器, 通过对 LFM 信号的参数估计来

设计滤波器, 并考虑了滤波对解调的影响而设计了分数阶 Fourier 域的相关接收

机, 将之与时域相关接收机作了性能比较, 证明了该线扫频干扰抑制方法能够有

效改善DSSS接收机性能, 且分数阶 Fourier域的相关接收机性能又优于时域相关

接收机. 随着通信技术的发展, 移动条件下的大容量通信已经开始进入人们的普

通生活, 但是随之而来的技术问题也日益突出, 其中快衰落信道就是高速移动通

信所不可避免的问题之一. 文献[67, 68]基于分数阶 Fourier 变换提出了各自对时

变信道的见解 . 文献[67]基于时变信道的参数模型 , 提出了一种利用分数阶

Fourier 变换实现的时变信道参数估计方法, 该法运算量小, 估计精度高(逼近于

Cramér-Rao 下界). 其主要思想是通过发射多分量的 LFM 信号作为导频(或训练序
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列)信号, 并在接收端应用分数阶 Fourier 变换对接收到的导频(或训练序列)信号

进行参数估计, 从而建立起快衰落信道的参数化模型. 正交频分多路技术(OFDM)
是在频域内将给定信道分成许多正交子信道, 在每个子信道上使用一个子载波

进行调制, 各子载波并行传输. 对于频率选择性信道, 这将大大消除信号波形间

的干扰. 然而, 对于快衰落信道, 普通OFDM系统中子载波的正交性易受到破坏, 
文献[68]提出用 chirp 信号基来匹配快衰落信道, 在实现上用分数阶 Fourier 变换

来代替 FFT, 仿真结果显示该方案能够较好地适应时变信道 . 文献[69]对该

FRFT-OFDM 系统的峰均比进行了分析, 发现在子载波数目较少时, 该方案优于

传统 OFDM系统, 而在子载波数目较多时, 两者的区别不大, 并将传统 OFDM系

统中抑制峰均比的 SLM(selective mapping)方法推广到了 FRFT-OFDM 系统.  

6  结束语 

本文对近年来分数阶 Fourier 变换在信号处理领域的研究成果从基础、应用

基础、应用三个层面进行了总结, 对分数阶Fourier变换的理论体系做了系统阐述. 
从分数阶 Fourier 域与时、频域间的关系可以看出分数阶 Fourier 变换实质上是一

种统一的时频变换, 同时反映了信号在时、频域的信息, 与常用二次型时频分布

不同的是它用单一变量来表示时频信息, 且没有交叉项困扰, 与传统Fourier变换

(其实是分数阶 Fourier 变换的一个特例)相比, 它适于处理非平稳信号, 尤其是

chirp 类信号, 且多了一个自由参量(变换阶数 p). 因此分数阶 Fourier 变换在某些

条件下往往能够得到传统时频分布或 Fourier 变换所得不到的效果, 而且由于它

具有比较成熟的快速离散算法, 因此在得到更好效果的同时并不需要付出太多

的计算代价. 从第 3 和 5 节的内容来看, 目前信号处理领域对分数阶 Fourier 变换

的应用有如下 6 种方式, 其实这也正好体现了分数阶 Fourier 变换的 6 大优势:  
1) 分数阶Fourier变换是一种统一的时频变换, 随着阶数从 0 连续增长到 1, 

分数阶Fourier变换展示出信号从时域逐步变化到频域的所有变化特征, 可以为信

号的时频分析提供更大的选择余地; 最直接的利用方式就是将传统时、频域的应

用推广到分数阶Fourier域以获得某些性能上的改善, 如分数阶Fourier域的滤波
[47~49]等. 

2) 分数阶Fourier变换可以理解为chirp基分解, 因此, 它十分适合处理chirp
类信号, 而chirp类信号在雷达、通信、声纳以及自然界中经常遇到, 这些应用前

面都已经提到过[44,55,59,60,64,66]. 
3) 分数阶Fourier变换是对时频平面的旋转, 利用这一点可以建立起分数阶

Fourier变换与时频分析工具的关系, 既可以用来估计瞬时频率、恢复相位信息[45], 
又可以用来设计新的时频分析工具, 如TTFT[31]以Gauss函数的分数阶Fourier变换

为基函数的信号扩展方法[32]等. 
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4) 相较Fourier变换, 分数阶Fourier变换多一个自由参数, 因此在某些应用

场合能够得到更好的效果, 如数字水印[56]和图像加密[57]. 
5) 分数阶 Fourier 变换是线性变换, 没有交叉项干扰, 在具有加性噪声的多

分量情况下更具优势. 
6) 具有比较成熟的快速离散算法, 这既保证了分数阶 Fourier 变换能够进入

数字信号处理的工程实用阶段, 而且基于它可以为其他的分数阶算子或变换提

供快速离散算法, 如分数阶卷积、相关及分数阶 Hartley 变换等.  
至今为止, 有关分数阶Fourier变换的研究已经取得了丰硕成果, 但是仍然存

在许多理论上的问题需要解决. 例如, 4.1 节所阐述的分数阶Fourier域采样定理仅

仅是在均匀采样情况下, 而非均匀采样在实际情况下往往是不可避免的; 再比如, 
在众多的分数阶Fourier变换应用中都需要确定最优的变换阶数, 而目前大多数情

况下都是采用步进选择, 缺乏比较行之有效的阶数选择方法, 基于分数阶Fourier
变换二阶矩的方法并不具有普适性. 因此, 在如下几个方面仍然需要进一步的研

究: ①现有研究成果的完善, 如最优阶数的选择, 更为理想的快速离散算法, 短
时分数阶Fourier变换的窗效应分析, 进一步探索分数阶Fourier变换的应用等; ②
将分数阶Fourier变换与多抽样率数字信号处理理论相结合, 建立起分数阶Fourier
域的多抽样率理论体系, 该理论体系能够进一步增强分数阶Fourier变换的优势, 
文献[70]就利用了多抽样率理论中的多相结构与等效变换来提高分数阶Fourier变
换离散算法的计算效率, 而基于分数阶Fourier变换的非均匀采样、采样率转换等

问题也将在该理论体系中找到答案; ③将分数阶Fourier变换的理论体系推广到

线性正则变换, 正如分数阶Fourier变换是Fourier变换的广义形式一样, 线性正则

变换是分数阶Fourier变换的广义形式[71]. 线性正则变换具有 3 个自由参数, 相较

于分数阶Fourier变换的 1 个自由参数和Fourier变换的零个自由参数, 线性正则变

换具有更强的灵活性. 
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表 A2  常见信号的分数阶 Fourier 变换 
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