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旋转二级倒立摆摆起倒立混合控制

但远宏１，２　徐鹏，２　谭智１，２　李祖枢１，２

（１．重庆大学智能自动化研究所，重庆 ４０００４４；２．重庆理工大学人工智能系统研究所，重庆 ４０００５４）

摘　要：参考仿人智能控制思想，提出一种混合控制策略，实现了旋转二级倒立摆摆起倒立控制。将旋转二级倒立
摆的摆起倒立稳定过程分为能量累积、姿态调整以及稳定控制三个阶段。基于无源系统理论的分析方法设计出摆

杆的能量累积策略，以动力学分析方法设计出摆杆的姿态调整策略，以局部线性化方法进行摆杆的倒立稳定控制。

仿真和实时实验结果证明了算法的有效性。
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１　引言

倒立摆是经典的欠驱动复杂难控制对象，众多

控制界研究者以此为研究平台进行控制理论与方法

的创新与验证工作。倒立摆的现有研究工作集中

在：倒立平衡点的稳定控制和从悬垂位置到倒立位

置的摆起倒立稳定控制两方面。目前已经实现了从

一级倒立摆到四级倒立摆的稳定控制［１６］，所用控

制方法有滑模控制［１］、基于反馈线性化的混合控

制［２］、模糊神经网络控制［３］、拟人智能控制［４］、变论

域自适应模糊控制［５］、云控制［６］等。对于摆起倒立

稳定控制，仅有二级倒立摆以下的实时控制报道与

三级倒立摆以下的仿真控制报道，采用的控制方法

有：能量控制［７］、基于无源系统理论的控制［８，９］、基

于逆系统理论的控制［１０，１１］、仿人智能控制［１２１４］等。

其中最值得关注的是，文献［９］采用基于无源
系统的设计思想结合反馈线性化的方法，将二级倒

立摆系统分解成两个闭环反馈的无源子系统，以系

统能量作为存储函数（ＳｔｏｒａｇｅＦｕｎｃｔｉｏｎ），实现了直
线二级倒立摆的摆起倒立仿真控制；文献［１０］将二
级倒立摆摆起倒立过程的初状态与末状态作为动力

学微分方程组的已知边值条件，将摆起倒立过程作

为已知两点边值微分方程进行求解，得到理想轨迹

和前馈控制量，然后再沿理想轨迹线性化得到反馈

补偿控制量，实现了小车二级倒立摆的实时控制。

文献［１１］采用同样方法实现了小车三级倒立摆的
摆起倒立仿真控制。文献［１２］运用仿人智能控制
思想结合图式理论，设计出正负反馈结合、开闭环结

合的多模态控制器，实现了倾斜轨道上二级倒立摆

的摆起倒立实时控制。基于同样的思路，文献［１３］
实现了小车三级倒立摆摆起倒立的仿真控制，文献

［１４］系统地提出了倒立摆平衡态之间的任意转换
控制问题及其解决思路。

总的来说，文献［９］所述方法能实现能量单调
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收敛到目标能量状态，以及输入能量的高效利用，但

无法兼顾摆杆姿态。文献［１０，１１］实现了运动轨迹
的自动生成，基于参考轨迹的反馈控制能有效提高

系统的鲁棒性，但对模型的精确性要求较高。文献

［１２１４］将任务分解，设计出合理的多模态控制器结
构，较好地兼顾了摆杆间的相对姿态，但对人的经验

要求较高。本文参考文献［１２］的设计思路，将旋转
二级倒立摆的摆起倒立过程划分为能量累积、姿态

调整以及稳定控制三个阶段。参考文献［９］中所采
用的无源系统设计方法并进行适当改进，得到兼顾

摆杆姿态的能量累积策略；以动力学分析加局部线

性化的方法实现了“姿态调整”与“稳定控制”的控

制律设计。

２　数学模型

旋转二级倒立摆结构如图１所示，θ０ ～θ２依次

为旋臂、内杆、外杆角度。定义广义坐标 Θ ＝［θ０，
θ１，θ２］

Ｔ，采用旋臂的角加速度（θ̈０）作为控制量，应
用拉格朗日建模方法推导出如式（１）所示的动力学
模型。

图１　旋转二级倒立摆

ＭΘ̈＋ＮΘ ＝Ｇ （１）
其中，
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Ｍ３ ＝ｍ２ｌ２Ｌ０ｃｏｓ（θ１－θ２）
Ｎ１ ＝（ｍ２ｌ２Ｌ１ｓｉｎθ２－Ｍ２ｓｉｎθ１）θ０ｃｏｓθ１
Ｎ２ ＝ｍ２ｌ２Ｌ１θ２ｓｉｎ（θ１－θ２）－ｃ２
Ｎ３ ＝（ｍ２ｌ２Ｌ１ｓｉｎθ１－（Ｊ２＋ｍ２ｌ

２
２）ｓｉｎθ２）θ０ｃｏｓθ２

Ｎ４ ＝－ｍ２ｌ２Ｌ１θ１ｓｉｎ（θ１－θ２）－ｃ２
Ｇ１ ＝（ｍ１ｌ１＋ｍ２Ｌ１＋ｍｂＬ１）ｇｓｉｎθ１
各物理参数含义如表１所示。

表１　物理参数

参数符号 参数含义

ｍ１ 内杆质量

ｍ２ 外杆质量

ｍｂ 编码器质量

Ｊ１ 内杆转动惯量

Ｊ２ 外杆转动惯量

Ｌ０ 旋臂长度

Ｌ１ 内杆长度

ｌ１ 内杆质心－轴心距
ｌ２ 外杆质心－轴心距
ｃ１ 旋臂－内杆转轴摩擦系数
ｃ２ 内杆－外杆转轴摩擦系数

ｇ 重力加速度

３　控制器设计

旋转二级倒立摆从垂直向下位置摆起到垂直向

上位置的运动过程，需要精确实现能量的迁移控制

以及摆杆的姿态控制，采用单一的控制方法很难实

现。一般将该运动过程分为从垂直向下位置运动到

垂直向上的摆起控制、在垂直向上位置附近的稳定

控制。而受限于实际设备的控制力矩，摆起过程被

细分为：１）以增加摆杆能量为目的，使摆杆从水平
线下方运动到水平线上方的能量累积阶段；２）以调
节内杆与外杆间能量分布与相对姿态为目的的姿态

调整阶段；３）将内杆与外杆稳定在倒立平衡点附近
的稳定控制阶段。摆起倒立稳定控制的控制阶段划

分如图２所示。

图２　摆起倒立稳定控制的阶段划分
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３．１　能量累积阶段
本阶段的控制目标是向两摆杆注入足够的能

量，使两摆杆从悬垂点运动到水平线上方，同时保持

两摆杆相对姿态的基本一致。受限于电机的控制力

矩以及摆杆在水平线上下动力学特性的迥异，拟将

能量积累过程分为两步：１）采用较小控制量，通过
摆杆来回振荡，逐步增加摆杆能量。２）在摆杆角度
接近水平线附近时，采用较大控制量，一次性注入足

够能量，使摆杆能够靠惯性运动到水平线上方。

本阶段先采用基于无源系统理论［１５］的分析方

法得到摆杆的能量控制策略，但由于能量是标量，从

而无法兼顾摆杆的相对姿态，因此对能量控制策略

做出适当改进，以牺牲某些时刻摆杆能量的严格递

增来实现两摆杆运动趋势的基本一致。具体分析与

设计过程如下。

将式（１）所示系统等效为线性子系统 Σ１与非
线性子系统Σ２：

Σ１：Ｘ１ ＝Ａ１Ｘ１＋Ｂ１ｕ

Σ２：Ｘ２ ＝Ａ２＋Ｂ２ｕ
（２）

其中，

Ｘ１ ＝ θ０ θ[ ]０
Ｔ，Ｘ２ ＝ θ１ θ２ θ１ θ[ ]２

Ｔ

Ａ１ ＝
１ ０[ ]０ ０

，Ｂ１ ＝[ ]０１ ，
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θ２
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
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０
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２

，Ｍ１２＝
－Ｍ１
－ｍ２ｌ２Ｌ０ｃｏｓθ[ ]

２

Ｎ１１ ＝
Ｇ１

ｍ２ｌ２ｇｓｉｎθ[ ]
２

－
ｃ１＋ｃ２ Ｎ２
Ｎ４ ｃ[ ]

２

θ１
θ[ ]
２

－
Ｎ１
Ｎ[ ]
３

θ０

非线性系统Σ２的总能量（即内杆与外杆的动能
与势能之和）为

Ｅ（Ｘ２）＝
１
２（Ｊ２＋ｍ２ｌ

２
２）θ

２
２＋ｍ２ｌ２Ｌ１θ１θ２ｃｏｓ（θ１θ２）

＋１２Ｍ２
θ２１＋（ｍ１ｌ１＋ｍ２Ｌ１＋ｍｂＬ１）ｇｃｏｓθ１

　 ＋ｍ２ｌ２ｇｃｏｓθ２ （３）
考虑能量的变化率，有

　 Ｅ（Ｘ２）＝
Ｅ（Ｘ２）
Ｘ２

Ｘ２ ＝
Ｅ（Ｘ２）
Ｘ２

（Ａ２＋Ｂ２ｕ）（４）

在任意初始条件下（Ｘ２０∈Ｒ
４），由于转动摩擦系数

ｃ１、ｃ２的存在，根据能量守恒定律，系统Σ２零输入响
应的能量必然单调递减，即

Ｅ（Ｘ２０）＝
Ｅ（Ｘ２０）
Ｘ２０

Ａ２（Ｘ２０）＜０

由于初始条件Ｘ２０的任意性，根据式（４）可得

Ｅ（Ｘ２）＜ｋ１·
Ｅ（Ｘ２）
Ｘ２

Ｂ２ｕ，（ｋ１≥１） （５）

以Ｅ（Ｘ２）为存储函数，ｕ为输入，则相对于输出 ｙ２
（见式６），非线性子系统Σ２是无源系统

［１６］。

ｙ２ ＝ｋ１
Ｅ（Ｘ２）
Ｘ２

Ｂ２

＝ｋ１（ｍ１ｌ１＋ｍ２Ｌ１＋ｍｂＬ１）Ｌ０θ１ｃｏｓθ１
＋ｍ２ｌ２Ｌ０θ２ｃｏｓθ２ （６）

　　选取 ｕＸ１＝－Ｋ·Ｘ２作为线性子系统 Σ１的输
入，只要使得 Ｋ（ｓＩ－Ａ１）

－１Ｂ正定，则相对于输出 ｙ１
＝Ｋ·Ｘ１，系统Σ１也是无源的。根据无源系统的串
联设计理论［１６］，将Σ１与Σ２进行如图３所示的反馈
连接，则采用控制律

ｕＸ ＝ｕＸ１－ｙ２ （７）
可实现式（１）所示倒立摆系统的稳定以及存储函数
（即摆杆能量）向目标状态的单调收敛。其中，ｕＸ１
保证旋臂的角度和角速度收敛到零点，ｙ１则实现摆
杆能量的递增。

图３　无源系统的反馈串联

实时控制中，受限于编码器精度，摆杆角度存在

一定的测量误差，摆杆角速度通过角度差分得到，进

一步将误差放大，导致 ｙ２（ｔｉ） 的数值存在干扰，
ｙ２（ｔｉ）的正负符号也可能频繁跳变，不利于保持两
摆杆姿态的一致性。因此将ｙ２（ｔｉ）作如下简化。

ｙ２（ｔｉ）＝ ｙ２（ｔｉ）·ｓｇｎ（ｙ２（ｔｉ））

≈Ｕ·λ（ｔｉ） （８）
其中，Ｕ为 ｙ２（ｔｉ） 的ｂａｎｇｂａｎｇ等效值，ｋ１越大则
Ｕ越大，摆杆能量增加越快。λ（ｔｉ）为 ｓｇｎ（ｙ２（ｔｉ））
的简化，即以符号保持策略（λ（ｔｉ）＝λ（ｔｉ－１））代替
了两摆杆运动趋势不一致（θ１·θ２≤ ０）情况下
ｙ２（ｔｉ）的符号，以避免频繁的切换扰动。

　λ（ｔｉ）＝
１ ，θ１（ｔｉ）＜０∪ θ２（ｔｉ）＜０

－１ ，θ１（ｔｉ）＞０∪ θ２（ｔｉ）＞０

λ（ｔｉ－１） ，θ１（ｔｉ）·θ２（ｔｉ）≤
{

０　 　
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　　在此，仅定性说明上述等效简化的合理性，不做
严格证明。在能量累积阶段，两摆杆的角度位于水

平线以下，即： θ１ ，θ２ ∈（π／２，π］，得ｃｏｓ（θ１），
ｃｏｓ（θ２）＜０。因此，ｙ２（ｔｉ）的正负主要取决于 θ１，
θ２，且在长度与质量相等以及摆杆振幅较小的情况
下，内杆与外杆的自由运动趋势基本一致（θ１（ｔｉ）·
θ１（ｔｉ）＞０），运动趋势不一致的情况（θ１（ｔｉ）·
θ１（ｔｉ）≤ ０）持 续 时 间 较 短，以 λ（ｔｉ）代 替
ｓｉｇｎ（ｙ２（ｔｉ））不会从根本上影响摆杆能量的递增，
但有利于保持两摆杆姿态的一致性。

在能量积累阶段，不需要旋臂角度和角速度收

敛到零点，只需保证旋臂的角度和角速度在一定范

围内即可（即Σ１不发散）。因此可将分量ｕＸ１去掉，
通过构造分段的 Ｕ值来保证旋臂在一定范围内来
回摆动（即Σ１不发散）。通过简化等效后的能量累
积阶段的控制律为

ｕ１ ＝
Ｕ１

－Ｕλ（ｔｉ）

，θｍ１ ＜θｃ１
，θｍ１ ≥θｃ

{
１

（９）

Ｕ＝

２Ｕ１ ，θｍ１ ∈［θｃ１，θｃ２］　　　　　

Ｕ２ ，θｍ１ ＞θｃ２∪θＤ１∈［θｃ３，θｃ２］

Ｕ３ ，θｍ１ ＞θｃ２∪θＤ１∈［θｃ４，θｃ３
{

）

式中，θｍ１，θＤ１∈［－π，＋π］是内杆以悬垂点为零
点的角度振幅和角度，顺时针为正方向。刚启动控

制时，施加Ｕ１控制量打破摆杆的平衡状态，然后以
２Ｕ１的控制量使摆杆来回振荡，当内杆振幅大于给
定值时施加较大的控制量 Ｕ３，一次性注入足够能
量，使摆杆能够靠惯性运动到水平线以上。在施加

Ｕ３之前先以较小的控制量 Ｕ２维持摆杆的运动趋
势，以等待合适的摆杆姿态。能量累积阶段的控制

律与摆杆姿态对应关系如图４所示。

图４　能量累积阶段控制模态划分

３．２　姿态调整阶段
经过能量累积阶段，摆杆获得足够能量，然而能

量在摆杆间的分布、摆杆间的相对姿态以及相对运

动趋势还没有实现精确控制。本阶段通过动力学分

析，设计出摆杆姿态调节方法，使两根摆杆以接近一

条直线的姿态进入稳定控制阶段，进而提高控制的

成功率。

图５　姿态调整

能量调整示意图如图５所示。当内杆位于水平
线下方区域时（θＤ１∈ ［θｃ５，θｃ４）），若向旋臂施加逆
时针控制力矩，则内杆获得顺时针力矩，经过内杆传

递外杆获得逆时针力矩，达到抑制内杆摆起加速外

杆摆起的目的，实现能量从内杆向外杆的转移。当

内杆经过水平线上方区域时（θＤ１∈ ［θｃ６，θｃ５）），若
向旋臂施加逆时针控制力矩，由于水平线上下动力

学特性的变化，内杆获得逆时针力矩，经过内杆传递

外杆获得顺时针力矩，达到加速内杆摆起抑制外杆

摆起的目的，实现能量从外杆向内杆的转移。因此，

可在水平线上下区域分别施加适当的控制力矩

（Ｕ４，Ｕ５），即可达到调整内杆与外杆相对姿态的目
的。当内杆接近稳定控制区域时（图 ５中 ［θｃ７，
θｃ６］），根据系统在该区域的线性化模型设计针对状
态变量的ＰＤ控制律，实现摆杆姿态的精确调节，以
接近直线的相对姿态进入稳定控制阶段。因此，姿

态调整阶段的控制律如式（１０）所示，对应的控制模
态划分如图６所示。

ｕ２ ＝
Ｕ４ ，θＤ１∈［θｃ５，θｃ４）

Ｕ５ ，θＤ１∈［θｃ６，θｃ５）

Ｋ１·ｅＸ ，θＤ１∈［θｃ７，θｃ６
{

）

（１０）

式中，Ｕ４、Ｕ５为 ｂａｎｇｂａｎｇ常量；Ｋ１为行向量，其分
量为ＰＤ控制器比例和微分系数；ｅＸ为列向量，其分
量为旋臂与摆杆的角度及角速度误差。

３．３　稳定控制阶段
取状态变量 Ｘ＝［θ０ θ１ θ２ θ０ θ１ θ２］Ｔ，

通过式（１）推导出对应的线性化数学模型为
Ｘ＝ＡＸ＋Ｂｕ （１１）

其中，

Ａ＝
Ｘ
Ｘ
＝

θ０
θ０

…
θ０
θ２

  

̈θ２
θ０

…
̈θ２
θ














２



研究论文 　世界科技研究与发展 ２０１５年１０月

第５５４　　 页 ｗｗｗ．ｇｌｏｂｅｓｃｉ．ｃｏｍ

Ｂ＝
Ｘ
ｕ
＝［０ ０ ０

̈θ０
ｕ

̈θ１
ｕ

̈θ２
ｕ
］Ｔ

将θ０＝θ１＝θ２＝θ０＝θ１＝θ２＝０代入式（１１），得
系统在倒立平衡点的线性化模型，以式（１２）最小化
为目标，解 Ｒｉｃｃａｔｉ方程得两摆杆稳定控制律如式
（１３）所示。

Ｊ＝１２∫
∞

０
（ＸＴＱＸ＋ｕＴＲｕ）ｄｔ （１２）

ｕ３＝Ｋ２·ｅＸ （１３）

４　仿真实验

根据式（１）的动力学模型以及表１所示的物理
参数，在Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件上构建旋转二级摆仿
真实验平台。结合旋转二级倒立摆设备实际物理参

数值，可得系统物理参数的值如表２所示。图６显
示了在相同初始条件下仿真模型与实际设备的零输

入响应曲线。从图６可以看出，仿真曲线与实时曲
线的变化趋势基本一致，但在振荡周期与谐波频谱

方面存在明显差异，表明仿真模型结构与实际设备

基本一致，但各物理参数与实际设备存在一定差异，

特别是摩擦系数、质心位置以及转动惯量。

表２　物理参数值

物理参数 估计值

内杆质量（ｍ１） ０．１０（ｋｇ）
外杆质量（ｍ２） ０．１０（ｋｇ）
编码器质量（ｍｂ） ０．２１（ｋｇ）
内杆转动惯量（Ｊ１） ０．００１３３（ｋｇ·ｍ２）
外杆转动惯量（Ｊ２） ０．００１３３（ｋｇ·ｍ２）
旋臂长度（Ｌ０） ０．３７５（ｍ）
内杆长度（Ｌ１） ０．４０（ｍ）

内杆质心－轴心距（ｌ１） ０．２０（ｍ）
外杆质心－轴心距（ｌ２） ０．２０（ｍ）

旋臂－内杆转轴摩擦系数（ｃ１） ０．００３０
内杆－外杆转轴摩擦系数（ｃ２） ０．００１５

在验证被控对象仿真模型基础上，结合式（９）、
（１０）及（１３）分别对能量累积、姿态调整及稳定控制
阶段进行控制器设计，通过式（１４）进行选择控制，

ｕ＝
ｕ１，ｓｔｅｐ＝１

ｕ２，ｓｔｅｐ＝２

ｕ３，ｓｔｅｐ＝
{

３

（１４）

用于实现三个控制阶段之间的严格时序运行，式中

的ｓｔｅｐ为控制阶段标志变量，控制器参数经过多次
分阶段及综合试凑实验整定得到。内杆、外杆以及

悬臂杆的运行状态如图７～９所示，图１０为系统控

图６　仿真模型与实际设备的零输入响应

制输出，即悬臂杆角加速度。由图７～１０所示仿真
结果可知，采用基于 ＨＳＩＣ的混合控制算法，旋转二
级倒立摆摆起倒立控制得以实现。

图７　内杠运动响应

５　实时实验

实时实验采用固高科技有限公司生产的旋转二

级倒立摆，伺服驱动电机为松下的交流伺服电机，额

定功率为０．２ｋｗ，额定转速３０００ｒ／ｍｉｎ，编码器为
６００线光电编码器（４倍频），结合仿真实验中的控
制器及其相关参数设置，实现旋转二级倒立摆摆起

倒立控制，系统响应如图１１，视频截图如图１２，实时
实验结果同样验证了该控制算法的有效性。

６　结论

本文结合仿人智能控制理论，对旋转二级倒立
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图８　外杠运动响应

图９　旋臂杆运动响应

图１０　控制量（旋臂杆角加速度）

图１１　实时控制下系统响应

图１２　摆起倒立过程视频时序截图

摆摆起倒立过程进行控制阶段划分，以无源系统理

论设计出能量累积策略，根据动力学分析和局部线

性化方法进行摆杆姿态调整和稳定控制，实现了旋

转二级倒立摆的摆起倒立稳定控制，仿真和实时控

制结果验证了该控制算法的有效性。
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