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摘要 本文给出一个充分必要条件, 来保证 Poisson 方程的解在边界附近零延拓后得到的函数仍然是

相对应的延拓问题的解. 本文分别在古典解、强解和弱解的框架下证明这个结果.
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1 引言

当考虑椭圆型方程的边值问题, 尤其是解在边界附近的正则性时, 一种典型做法是将一般的边值

问题约化为零边值问题.为了研究一个边界附近的边值问题,通常考虑解与一个截断函数的乘积,将问

题局部化. 这样, 一个边值问题就简化为一个带零边值的局部边值问题.

设 Ω 是 Rn 上的光滑区域, x0 是其边界上的一个点. 不失一般性, 假设 x0 是原点. 设 r 是一

个很小的正数, Br 表示球心为原点、半径为 r 的球. 记 Ωr = Ω ∩ Br, 其边界 ∂Ωr = Γ0 ∪ Γ1, 其中

Γ0 = ∂Ω ∩ B̄r 和 Γ1 = ∂Br ∩ Ω̄. 记 Γ2 = ∂Br ∩ (Rn \ Ω), 则 ∂Br = Γ1 ∪ Γ2 (参见图 1).

设 L 是一个二阶椭圆型偏微分方程算子. 当考虑 Dirichlet 问题Lu = f(x), x ∈ Ωr,

u = 0, x ∈ ∂Ωr

(1.1)

时, 一个很有诱惑性的想法是, 通过零延拓将解 u 和函数 f 从 Ωr 延拓到 Br, 将上面的问题约化成下

列问题: Lv = f̃(x), x ∈ Br,

v = 0, x ∈ ∂Br,
(1.2)
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图 1 相关区域

其中

f̃(x) =

f(x), x ∈ Ωr,

0, x ∈ Br \ Ωr.
(1.3)

由于球体是 RN 上很好的几何区域, 求解问题 (1.2) 比求解问题 (1.1) 容易得多. 一些人想当然地

认为零延拓后的函数

ũ(x) =

u(x), x ∈ Ω̄r,

0, x ∈ B̄r \ Ω̄r

(1.4)

是问题 (1.2) 的解. 不幸的是, 即使对于最简单的椭圆算子 −∆, 同时假设 f 是光滑函数, 这个论断一

般也不正确.

设 u 是 Dirichlet 问题 −∆u = f, x ∈ Ωr,

u = 0, x ∈ ∂Ωr

(1.5)

的一个解, 零延拓函数 ũ 和 f̃ 分别由 (1.4) 和 (1.3) 定义.

一个自然而有趣的问题是,当函数 f(x)满足什么条件时, u(x)的零延拓函数 ũ(x)仍然是 Dirichlet

问题 −∆v = f̃ , x ∈ Br,

v = 0, x ∈ ∂Br

(1.6)

的解; 如果 u(x) 的零延拓函数 ũ(x) 是 Dirichlet 问题 (1.6) 的一个解, 函数 f(x) 必须满足什么条件.

本文将对于此问题给出全面的解答. 对于函数 f(x), 我们给出一个充分必要条件, 来保证 Poisson

方程的解在边界附近零延拓后得到的函数仍然是相对应的延拓问题的解. 本文处理的边界延拓问题可

以看作是文献 [1] 中内部延拓问题的继续和深化.

为保证问题 (1.5) 存在古典解 u(x) 和零延拓可行, 我们先假设函数 f 在 Ω̄r 上 Hölder 连续, 且在

部分边界 Γ0 上 f = 0.
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定理 1.1 假设 f ∈ Cα(Ω̄r) (0 < α < 1) 且 f |Γ0 = 0. 设 u ∈ C2,α(Ω̄r) 是问题 (1.5) 的唯一的古

典解, 零延拓函数 ũ 和 f̃ 分别由 (1.4) 和 (1.3) 定义, 则 ũ 是问题 (1.6) 的古典解当且仅当 f 与任意

一个满足 g |Γ1 = 0 的调和函数 g ∈ C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r) 正交, 即对于任意一个满足 g |Γ1 = 0 的调和函数

g ∈ C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r), 条件 ∫
Ωr

f(x)g(x) dx = 0 (1.7)

成立.

注 1.1 若 f ∈ ∆C∞
0 (Ωr), 即存在 w ∈ C∞

0 (Ωr) 使得 f = ∆w, 则 f 与任意调和函数 g ∈ C2(Ωr)

∩C(Ω̄r) 正交.

接着假设 f 属于 Lebesgue 空间以保证问题 (1.5) 有强解.

定理 1.2 假设 f ∈ Lp(Ωr) (1 < p < +∞). 设 u ∈ W 2,p(Ωr) ∩W 1,p
0 (Ωr) 是问题 (1.5) 的唯一强

解, 零延拓函数 ũ和 f̃ 分别由 (1.4)和 (1.3)定义,则 ũ 是问题 (1.6)的强解当且仅当 f 与任意一个满

足 g |Γ1 = 0 的调和函数 g ∈ C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r) 正交.

注 1.2 如果 f ∈ ∆W 2,p
0 (Ωr), 即存在 w ∈ W 2,p

0 (Ωr) 使得 f = ∆w, 那么 f 与任意调和函数 g

∈ C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r) 正交.

假设 f ∈ H−1(Ωr)是一个 L2 向量函数的散度.在这种情形,问题 (1.5)存在唯一弱解 u ∈ H1
0 (Ωr).

定理 1.3 假设 f = −div F , 其中 F = (f1, . . . , fn) ∈ L2(Ωr;Rn). 设 u ∈ H1
0 (Ωr) 是问题 (1.5)

的唯一弱解. 零延拓函数 ũ 和 f̃i (i = 1, 2, . . . , n) 分别由 (1.4) 和 (1.3) 定义. 记 F̃ = (f̃1, . . . , f̃n),

f̃ = −div F̃ ,则 ũ是问题 (1.6)的弱解当且仅当对于任意一个满足 φ |Γ1 = 0的调和函数 φ ∈ C2(Ωr)∩
C1(Ω̄r), 条件 ∫

Ωr

F (x) · ∇φ(x) dx = 0 (1.8)

成立.

注 1.3 当 F ∈ Lp(Ωr;Rn) (1 < p < +∞)时,可以得到类似定理 1.3的结论.此情形下,问题 (1.5)

的可解性可参见文献 [2].

本文余下内容安排如下. 第 2 节将在古典解、强解和弱解的框架下证明上述结论. 第 3 节将对于

非线性的 p-Laplace 方程给出一个结果. 这个结果将说明线性问题与非线性问题有显著差别.

2 主要结果的证明

本节将分别证明定理 1.1–1.3.

记 Laplace 方程的基本解

Γ(x) =


− 1

2π
ln |x|, n = 2,

1

n(n− 2)α(n)
|x|2−n, n > 3,

(2.1)

其中 α(n) 是 Rn 上单位球的体积 (参见文献 [3, 第 2.2 小节] 或 [4, 第 4 章]).
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2.1 古典解

定理 1.1 的证明 必要性 由于 f ∈ Cα(Ω̄r) 且 f |Γ0 = 0, 我们知 f̃ ∈ Cα(B̄r). 于是, 问题 (1.6)

存在唯一的解 v ∈ C2,α(B̄r) (参见文献 [5, 第 2 章] 或 [6, 第 6 章]).

如果 ũ 是问题 (1.6) 的古典解, 则 ũ = v ∈ C2(B̄r). 这蕴含着 u |Γ0 = 0, ∂u
∂n |Γ0 = 0, 其中 n 是 Γ0

上的单位外法向量.

首先, 假设 g ∈ C2(Ω̄r) 是 Ωr 上的调和函数, 且满足 g |Γ1 = 0. 由 Green 第二等式, 有∫
Ωr

[u∆g − g∆u] dx =

∫
∂Ωr

(
u
∂g

∂n
− g

∂u

∂n

)
dS(x)

=

∫
Γ0

(
u
∂g

∂n
− g

∂u

∂n

)
dS(x) +

∫
Γ1

(
u
∂g

∂n
− g

∂u

∂n

)
dS(x).

这蕴含着 ∫
Ωr

f(x)g(x) dx = −
∫
Γ1

g
∂u

∂n
dS(x) = 0.

接下来,如果 g ∈ C2(Ωr)∩C(Ω̄r)是 Ωr 上的调和函数,且满足 g |Γ1 = 0,我们用一列光滑函数 φn

逼近 g |∂Ωr 使得

max
∂Ωr

|g(x)− φn(x)| <
1

n
,

并构造一列调和函数 gn ∈ C2(Ω̄r) 使得∆gn = 0, x ∈ Ωr,

gn = φn, x ∈ ∂Ωr.

由极值原理, 得

max
Ω̄r

|g(x)− gn(x)| 6 max
∂Ωr

|g(x)− φn(x)| <
1

n
,

即 gn 在 Ω̄r 上一致收敛到 g.

从前面的计算得∣∣∣∣ ∫
Ωr

f(x)gn(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− ∫
Γ1

φn
∂u

∂n
dS(x)

∣∣∣∣ 6 1

n

∫
Γ1

∣∣∣∣ ∂u∂n
∣∣∣∣ dS(x).

令 n→ ∞, 则 ∫
Ωr

f(x)g(x) dx = 0.

于是, 条件 (1.7) 成立.

充分性 假设条件 (1.7) 成立, 即 f 正交与 Ωr 上任意一个限制在 Γ1 为 0 的调和函数.

记 Gr(x, y) 和 G(x, y) 分别是 −∆ 在 Ωr 上和在 Br 上的 Green 函数. 我们知

Gr(x, y) = Γ(y − x)− ϕxr (y), G(x, y) = Γ(y − x)− ϕx(y), (2.2)

其中 Γ(y−x)是基本解, ϕxr (y)是在 ∂Ωr 以 Γ(y−x)为边值的调和函数, ϕx(y)在 ∂Br 以 Γ(y−x)为边值
的调和函数 (参见文献 [4,第 4章]、[7,第 2.2小节],或 [3,第 2.3小节]). 于是有 ϕxr (y) ∈ C2(Ωr)∩C(Ω̄r),

ϕx(y) ∈ C2(B̄r). 对于问题 (1.5) 和 (1.6), 其解可表示为

u(x) =

∫
Ωr

Gr(x, y)f(y) dy =

∫
Ωr

[Γ(x− y)− ϕxr (y)]f(y) dy, ∀x ∈ Ωr (2.3)
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和

v(x) =

∫
Br

G(x, y)f̃(y) dy =

∫
Ωr

[Γ(x− y)− ϕx(y)]f(y) dy, ∀x ∈ Br. (2.4)

情形 1 x ∈ Ω̄r.

当 x ∈ Ωr 时,

∆(ϕxr (y)− ϕx(y)) = 0, y ∈ Ωr

且

[ϕxr (y)− ϕx(y)] |Γ1 = [Γ(x− y)− Γ(x− y)] |Γ1 = 0.

这蕴含着 ∫
Ωr

f(y)(ϕxr (y)− ϕx(y)) dy = 0.

从 (2.3) 和 (2.4) 得

v(x) = u(x), ∀x ∈ Ωr.

由于 u(x) 和 v(x) 在 ∂Ωr 上的连续性, 于是, 在 Ω̄r 上, u(x) = v(x).

情形 2 x ∈ B̄r \ Ω̄r.

当 x ∈ Br \ Ω̄r 时, 我们知 G(x, y) ∈ C2(Ω̄r) 是 Ωr 上的调和函数, 且满足 G(x, y) |Γ1 = 0. 由表达

式 (2.4) 和 (1.7) 得

v(x) = 0, ∀x ∈ Br \ Ω̄r.

又由于 v(x) ∈ C(B̄r), 则 v(x) = 0, ∀x ∈ B̄r \ Ωr. 综合上述两种情形, 我们得到

ũ(x) = v(x), x ∈ B̄r,

即 ũ(x) 是问题 (1.6) 的古典解.

从而完成定理 (1.1) 的证明.

2.2 强解

接下来利用逼近方法证明定理 1.2.

定理 1.2 的证明 现在 f ∈ Lp(Ωr). 于是, f̃ ∈ Lp(Br). 由 Calderón-Zygmund 理论, 对于问

题 (1.5) 和 (1.6), 存在唯一强解 u ∈ W 2,p(Ωr) ∩W 1,p
0 (Ωr) 和 v ∈ W 2,p(Br) ∩W 1,p

0 (Br) (参见文献 [5,

第 3 章] 和 [6, 第 9 章]).

必要性 假设 ũ(x) 是问题 (1.6) 的强解, 则 ũ(x) = v(x) ∈W 2,p(Br) ∩W 1,p
0 (Br).

设 {fn} ⊂ C∞
0 (Ωr) 是一个序列满足

lim
n→∞

∥fn − f∥Lp(Ωr) = 0.

定义

f̃n(x) =

fn(x), x ∈ Ωr,

0, x ∈ B̄r \ Ωr,
(2.5)
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则有 f̃n(x) ∈ C∞
0 (Br) 且

lim
n→∞

∥f̃n − f̃∥Lp(Br) = 0.

设 vn ∈ C∞(B̄r) (n = 1, . . .) 是 Dirichlet 问题−∆vn = f̃n(x), x ∈ Br,

vn = 0, x ∈ ∂Br

(2.6)

的古典解. 显然, vn ∈W 2,p(Br) ∩W 1,p
0 (Br). 由 Calderón-Zygmund 理论得

∥vn − ũ∥W 2,p(Br) 6 C∥f̃n − f̃∥Lp(Br), n = 1, 2, . . .

这蕴含着 {vn} 是 W 2,p(Br) ∩W 1,p
0 (Br) 中的 Cauchy 列.

首先, 假设 g ∈ C2(Ω̄r) 是 Ωr 上的调和函数, 且满足 g |Γ1 = 0. 由 Green 第二等式, 有∫
Ωr

[vn∆g − g∆vn] dx =

∫
∂Ωr

(
vn
∂g

∂n
− g

∂vn
∂n

)
dS(x)

=

∫
Γ0

(
vn
∂g

∂n
− g

∂vn
∂n

)
dS(x) +

∫
Γ1

(
vn
∂g

∂n
− g

∂vn
∂n

)
dS(x),

从而, ∫
Ωr

fn(x)g(x) dx =

∫
Γ0

(
vn
∂g

∂n
− g

∂vn
∂n

)
dS(x) +

∫
Γ1

vn
∂g

∂n
dS(x). (2.7)

利用迹定理 (参见文献 [8, 第 5.34–5.36 小节]), 得到

∥vn − ũ∥Lp(Γ1) 6 C∥vn − ũ∥W 1,p(Ωr) → 0

和

∥vn − ũ∥Lp(Γ0) +

∥∥∥∥∂vn∂n
− ∂ũ

∂n

∥∥∥∥
Lp(Γ0)

6 C∥vn − ũ∥W 2,p(Ωr) → 0.

由于 ũ = v ∈W 2,p(Br) ∩W 1,p
0 (Br), 则在 Lp 意义下, ũ |Γ0∪Γ1 = 0, ∂ũ

∂n |Γ0 = 0. 因此,

∥vn∥Lp(Γ0) + ∥vn∥Lp(Γ1) +

∥∥∥∥∂vn∂n

∥∥∥∥
Lp(Γ0)

→ 0.

在 (2.7) 中, 令 n→ ∞, 得 ∫
Ωr

f(x)g(x) dx = 0.

接下来假设 g ∈ C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r) 是 Ωr 上的调和函数, 且满足 g |Γ1 = 0. 我们用一列光滑函数 φn

逼近 g |∂Ωr 使得

max
Γ0

|g(x)− φn(x)| <
1

n
, φn |Γ1 = 0,

并构造一列调和函数 gn ∈ C2(Ω̄r) 使得∆gn = 0, x ∈ Ωr,

gn = φn, x ∈ ∂Ωr.
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由极值原理有

max
Ω̄r

|g(x)− gn(x)| 6 max
∂Ωr

|g(x)− φn(x)| <
1

n
,

即 gn 在 Ω̄r 上一致收敛到 g. 注意到 ∫
Ωr

f(x)gn(x) dx = 0,

令 n→ ∞, 则 ∫
Ωr

f(x)g(x) dx = 0.

于是, 条件 (1.7) 成立.

充分性 假设条件 (1.7) 成立, 即 f ∈ Lp(Ωr) 正交于任意一个满足 g |Γ1 = 0 的调和函数 g ∈
C2(Ωr) ∩ C(Ω̄r).

设 {fn} ⊂ C∞
0 (Ωr) 是满足

lim
n→∞

∥fn − f∥Lp(Ωr) = 0

的一个函数列. f̃n(x) 由 (2.5) 定义. 显然, f̃n(x) ∈ C∞
0 (Br) 且

lim
n→∞

∥f̃n − f̃∥Lp(Br) = 0.

记 un 和 vn 是 Dirichlet 问题−∆un = fn(x), x ∈ Ωr,

un = 0, x ∈ ∂Ωr,

−∆vn = f̃n(x), x ∈ Br,

vn = 0, x ∈ ∂Br

(2.8)

的古典解. 显然, un ∈W 2,p(Ωr)∩W 1,p
0 (Ωr)和 vn ∈W 2,p(Br)∩W 1,p

0 (Br). 由 Calderón-Zygmund理论,

对于 n = 1, 2, . . . , 有

∥un − u∥W 2,p(Ωr) 6 C∥fn − f∥Lp(Ωr),

∥vn − v∥W 2,p(Br) 6 C∥f̃n − f̃∥Lp(Br),

其中 u ∈ W 2,p(Ωr) ∩W 1,p
0 (Ωr) 是问题 (1.5) 的唯一强解, v ∈ W 2,p(Br) ∩W 1,p

0 (Br) 是问题 (1.6) 的唯

一强解. 因此, 我们可抽一个子序列 {unk
} ⊂ {un}, 使得其在 Ωr 上几乎处处收敛, 以及一个子序列

{vnk
} ⊂ {vn} 使得其在 Br 上几乎处处收敛, 即当 k → ∞ 时,

unk
(x) → u(x), x ∈ Ωr \ E1,

vnk
(x) → v(x), x ∈ Br \ E2,

其中 E1 ⊂ Ωr 满足 measE1 = 0, E2 ⊂ Br 满足 measE2 = 0.

由于 unk
和 vnk

是问题 (2.6) 的古典解, 我们有表达式

unk
(x) =

∫
Ωr

Gr(x, y)fnk
(y) dy, ∀x ∈ Ωr

和

vnk
(x) =

∫
Br

G(x, y)f̃nk
(y) dy =

∫
Ωr

G(x, y)fnk
(y) dy, ∀x ∈ Br,
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其中 Gr(x, y) 和 G(x, y) 分别为 −∆ 在 Ωr 和 Br 上的 Green 函数, 如 (2.2) 定义.

因此, 对于每一个点 x ∈ Ωr, 我们得到

vnk
(x)− unk

(x) =

∫
Ωr

[ϕxr (y)− ϕx(y)]fnk
(y) dy

=

∫
Ωr

[ϕxr (y)− ϕx(y)][fnk
(y)− f(y)] dy,

因为 ∆[ϕxr (y)− ϕx(y)] = 0, y ∈ Ωr,

ϕxr (y)− ϕx(y) = 0, y ∈ Γ1.

从而, 对于每一个点 x ∈ Ωr, 不等式

|vnk
(x)− unk

(x)| 6Mx

∫
Ωr

|fnk
(y)− f(y)| dy

成立, 其中 Mx = maxy∈Γ0 |ϕxr (y)− ϕx(y)|. 这是因为调和函数 ϕxr (y)− ϕx(y) 在 Ω̄r 上的最大值和最小

值总是在边界 ∂Ωr = Γ0 ∪ Γ1 达到.

固定点 x ∈ Ωr \ (E1 ∪E2), 则

lim
k→∞

|vnk
(x)− unk

(x)| = 0.

从而,

v(x) = u(x), ∀x ∈ Ωr \ (E1 ∪E2).

当 x ∈ Br \ Ω̄r 时,

vnk
(x) =

∫
Ωr

G(x, y)fnk
(y) dy =

∫
Ωr

G(x, y)[fnk
(y)− f(y)] dy,

因为 ∆G(x, y) = 0, y ∈ Ωr,

G(x, y) = 0, y ∈ Γ1.

于是, 对于 x ∈ Br \ Ω̄r, 我们得到

|vnk
(x)| 6 M̃x

∫
Ωr

|fnk
(y)− f(y)| dy,

其中 M̃x = maxy∈Γ0 G(x, y).

固定 x ∈ Br \ (Ω̄r ∪ E2), 令 k → ∞ 得

v(x) = lim
k→∞

vnk
(x) = 0,

即

v(x) = 0, ∀x ∈ Br \ (Ω̄r ∪E2).

综上, 我们发现

ũ(x) = v(x), a.e. x ∈ Br.

这表明 ũ(x) 是问题 (1.6) 的唯一强解.

从而完成定理 (1.2) 的证明.
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2.3 弱解

定理 1.3 的证明 由于 F ∈ L2(Ωr,Rn), 则 F̃ ∈ L2(Br,Rn). 由 Lax-Milgram 定理, 问题∆u = divF , x ∈ Ωr,

u = 0, x ∈ ∂Ωr

(2.9)

存在唯一弱解 u ∈ H1
0 (Ωr); 问题 ∆v = divF̃ , x ∈ Br,

v = 0, x ∈ ∂Br

(2.10)

也存在唯一弱解 v ∈ H1
0 (Br) (参见文献 [5, 第 1 章]、[6, 第 8 章] 或 [7, 第 6 章]). 这意味着∫

Ωr

∇u · ∇ϕdx =

∫
Ωr

F · ∇ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ωr) (2.11)

和 ∫
Br

∇v · ∇ψ dx =

∫
Br

F̃ · ∇ψ dx, ∀ψ ∈ H1
0 (Br). (2.12)

又因为 u ∈ H1
0 (Ωr), 由 (1.4) 得 ũ ∈ H1

0 (Br).

必要性 假设 ũ(x) ∈ H1
0 (Br) 是问题 (1.6) 的弱解, 则 ũ(x) = v(x) ∈ H1

0 (Br) 是问题 (2.10) 的唯一

弱解.

首先设 φ ∈ C2(Ω̄r) 是 Ωr 的调和函数, 且满足 φ |Γ1 = 0. 由 Whitney 定理 [9, 10], 可将 φ 从 Ω̄r 延

拓到 B̄r 上, 得到 φ̃ ∈ C2(B̄r) 且 φ̃ |∂Br = 0. 于是, φ̃ 是问题 (2.12) 的一个合格的实验函数. 因此, 我

们推出 ∫
Br

∇ũ · ∇φ̃ dx =

∫
Br

F̃ · ∇φ̃ dx.

这蕴含着 ∫
Ωr

∇u · ∇φdx =

∫
Ωr

F · ∇φdx.

由于 u ∈ H1
0 (Ωr), 我们知 ∫

Ωr

∇u · ∇φdx = −
∫
Ωr

u∆φdx = 0.

于是, ∫
Ωr

F · ∇φdx = 0.

接下来假设 φ ∈ C2(Ωr) ∩ C1(Ω̄r) 是 Ωr 的调和函数, 且满足 φ |Γ1 = 0. 我们利用一列满足

φn |Γ1 = 0 的光滑函数 φn ∈ C∞(Ω̄r) 逼近 φ 使得

max
∂Ωr

|φ(x)− φn(x)|+max
∂Ωr

|∇φ(x)−∇φn(x)| <
1

n
,

然后构造一列调和函数 ϕn ∈ C3(Ω̄r) 使得∆ϕn = 0, x ∈ Ωr,

ϕn = φn, x ∈ ∂Ωr.
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我们知 ∂ϕ
∂xk

(k = 1, . . . , n) 在 Ωr 是调和函数. 由极值原理有

max
Ω̄r

|∇φ(x)−∇ϕn(x)| 6 max
∂Ωr

|∇φ(x)−∇φn(x)| <
1

n
.

这意味着 ∇ϕn(x) 在 Ω̄r 上一致收敛到 ∇φ(x). 注意到∫
Ωr

F · ∇ϕn dx = 0,

并令 n→ ∞, 我们得到 ∫
Ωr

F · ∇φdx = 0,

即条件 (1.8).

充分性 现在假设条件 (1.8) 成立.

对于 ψ ∈ C∞
0 (Br), 构造 Ωr 上的一个调和函数 ϕ 使得其边值与 ψ 相同, 即∆ϕ = 0, x ∈ Ωr,

ϕ = ψ, x ∈ ∂Ωr.

于是, ϕ ∈ C2(Ω̄r) 且 ψ − ϕ ∈ H1
0 (Ωr).

由 (2.11) 得 ∫
Ωr

∇u · ∇(ψ − ϕ) dx =

∫
Ωr

F · ∇(ψ − ϕ) dx.

这意味着 ∫
Ωr

∇u · ∇ψ dx−
∫
Ωr

∇u · ∇ϕdx =

∫
Ωr

F · ∇ψ dx−
∫
Ωr

F · ∇ϕdx.

由于 u ∈ H1
0 (Ωr), 我们得 ∫

Ωr

∇u · ∇ϕdx = −
∫
Ωr

u∆ϕdx = 0.

注意到 ϕ |Γ1 = ψ |Γ1 = 0 和条件 (1.8), 我们有∫
Ω

F · ∇ϕdx = 0.

因此, ∫
Ωr

∇u · ∇ψ dx =

∫
Ωr

F · ∇ψ dx, ∀ψ ∈ C∞
0 (Br). (2.13)

又由于 u ∈ H1
0 (Ωr), 由 (1.4) 得 ũ ∈ H1

0 (Br). 显然,

∇ũ =

∇u, a.e. x ∈ Ωr,

0, a.e. x ∈ Br \ Ωr.

于是, 从 (2.13) 得到 ∫
Br

∇ũ · ∇ψ dx =

∫
Br

F̃ · ∇ψ dx, ∀ψ ∈ C∞
0 (Br).

这蕴含着 ∫
Br

∇ũ · ∇ψ dx =

∫
Br

F̃ · ∇ψ dx, ∀ψ ∈ H1
0 (Br).

于是, ũ ∈ H1
0 (Br) 是问题 (2.10) 的弱解.

这就完成定理 (1.3) 的证明.
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3 推广

设 L = − ∂
∂xj

(aij ∂
∂xj

) 是一个一致椭圆算子, 对于 Dirichlet 问题Lu = f, x ∈ Ωr,

u = 0, x ∈ ∂Ωr

的零延拓问题,我们也能利用同样的方法证明类似定理 1.3的结论.一个更为有趣的问题是, 如何把定

理 1.3 推广到非线性方程, 如 p-Laplace 方程.

设 p ∈ (1,+∞), q = p
p−1 , F ∈ Lq(Ωr,Rn), 则 Dirichlet 问题∆pu = divF , x ∈ Ωr,

u = 0, x ∈ ∂Ωr

(3.1)

存在唯一弱解 u ∈W 1,p
0 (Ωr), 即等式∫

Ωr

|∇u|p−2∇u · ∇φdx =

∫
Ωr

F · ∇φdx, ∀φ ∈W 1,p
0 (Ωr)

成立. 设 ũ, f̃1, . . . , f̃n 如 (1.4) 和 (1.3) 定义, 记 F̃ = (f̃1, . . . , f̃n), 则 ũ ∈ W 1,p
0 (Br) 且 F̃ ∈ Lq(Br,Rn).

一个更为有趣的问题是, 当 F 满足什么条件时, ũ 是问题∆pv = div F̃ , x ∈ Br,

v = 0, x ∈ ∂Br

(3.2)

的弱解.

仔细检查定理 1.3 的证明, 我们得到这样的结论.

命题 3.1 设 F = (f1, . . . , fn) ∈ Lq(Ωr;Rn), u ∈ W 1,p
0 (Ωr) 是问题 (3.1) 的弱解, ũ, f̃1, . . . , f̃n

如 (1.4) 和 (1.3) 定义, 则 ũ 是问题 (3.2) 的弱解当且仅当对于满足 φ |Γ1 = 0 的任意函数 φ ∈ C1(Ω̄r),

等式 ∫
Ωr

(|∇u|p−2∇u− F ) · ∇φdx = 0 (3.3)

成立.

然而, 由 F 决定的弱解 u 出现在条件 (3.3) 中, 从而使得条件 (3.3) 难以验证. 因此, 更有意义的

问题是, 给出一个仅与 F 有关的条件. 但是由于 p-Laplace 算子的非线性, 这个问题变得异常困难.
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