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摘 要

本文从描写非线性斜压 Ros s b y 波的准地转两层模式的方程组 出发
,

利用分合

( ibf ur ca t io n
) 理论

,

建立了斜压 R o s s b y 波稳定性的简单模型
,

找到了它的控制参数
,

并对经典的斜压 R os s b y 波的稳定性的某些结论作出评价
.

一 己 ! 生
.

、 J l ` 二 l

早在 19 4 6 年
,

我国气象学家赵九章
〔1] 就提出了斜压不稳定问题

.

随后
, C ha r

ne y 2[] ( 19 4 7 )

和 aE dy〔31
( 19 4 9 ) 作了更为明确的论述

,

他们都认为中纬度大气中出现的波动
,

是纬向气流

斜压不稳定的结果
.

1 9 5 4 年 P ih ll iP s闪 考虑了 口的作用
,

应用简单的斜压两层模式
,

讨论了

R os s b y 波斜压不稳定问题
.

研究指出
: R os s b y 波斜压不稳定的必要条件是 ;

反
,

< 2产
, ,

( l )

充分条件为
:

二 、 二 _ 夕矿
“ `

/ 脚 一 了尸下芯不于= = 开
,

尺
,

丫 4产
,

一 弋
,

( 2 )

而且不稳定波高层流场的振幅比低层大
,

但位相较低层落后
,

而在中层温度场位相落后于流

场
.

这种不稳定波的结构有利于有效位能的释放
,

也较符合实际
.

不过
,

这些研究都是线性

的
, ’

它只能描写扰动演变的初始阶段
.

随着时间的推移
,

伴随振幅的增加
,

必须要考虑非线性

的作用
.

自 19 7。 年开始
,

eP d l os k y l ,一 B]
用多尺度方法论述了非线性 R os : b y 波的稳定度问题

.

他指出
,

非线性作用不改变高低层的结构
,

但限制了振幅的无限增长
,

并最终导致振幅停止增

长
.

本文在我们早先工作 9[, 10J 的基础上
,

研究斜压 R os s b y 波的稳定性
.

它既包含了线性斜压

R二 sb y 波稳定性的某些结论
,

又反映了有限振幅 R os s b y 波的某些特色
.

二
、

基 本 方 程 组

应用描写斜压大气运动最简洁的准地转两层模式
,

方程组可以表为 :

本文 2 95斗年 2 月 2 5 日收到
, 1 9 85年 , 月呼旧 收到修改稿

.
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这里未考虑李李 项
.

且准地转涡度仅取了
.

粤
.

o x a y o x -

如取为 V
Z
价

,

则以下结果的 砂用 护十 尸

来代替
.

在 ( 3 )式中 f
。 ,

夕分别为 c or iol i s
参数和 R os s b y 参数

,

均取为常数 ; ` 。

为重力内波的

特征连度
,

也取为常数
.

△P ~ 2 50 m b
,
沙为准地转流函数

, 功为垂直 p 速度
.

下标 1 , 2 , 3 分

别表示 2 5 0 m b
,

5 0 0m b
, 7 5 om b 等压面上的特征

.

( 3) 式中第三式分别与第一式
、

第二式联立
,

消去 ot Z
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其中

0j一臼
一一产

`
`

是斜压 R os s b y 变形半径
.

令 ( 4 )式的解为
:

价
;

~ 一丽口 + 梦 、

( 8 )
,

价
,

一 一万夕 + 梦 ;

( 8 ) ( 0 一 左
x

+ l夕一 。 , )
,

( 6 )

其中风
,
石

3

分别为 2 50 m b
,

7 50 m b 等压面上的基本西风
,

取为常数
.

友
, l 分别是

x , y 方向上

的波数
, 。 为圆频率

.

将 ( 6 )式代人 ( 4 )式
,

得到

、产、了
、

、尹向/Ooq
矛了、r

、

f
ù

,,

八”nU+ U ,

一 `
) (夜

ZU ;
,
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(云
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一 c
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’
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~

一纯一弘
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L

其中
“ ’ ”

表示对 8 的导数
,

且

而

U :

二 一 l梦 ;
, U 3 兰 一 l梦二

,

口一互三

表
二
方向的波速

.

在 风 十 u ,

一 钾 。 ,
万

3
+ 矶 一 ` 钾 。 的条件下

,

(乃式可改写为
:
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夔簇稿令箫
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,
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其中 F (U, , U 3

)
, G ( U 工 , U 二

) 是 〔 j , , U 、

的非线性函数
.

使 乙̀ ;
’ ,

U ;
’

为零的平衡点为 ( U : , U :

) 一 ( o , o )
.

将 F , ` 在平衡点附近作 T a y l o r 展开
,

有
: ( u l , u :

)
一

。 Z u :

一 ;
、

` :
+ ` 兰 - v 早+ 了 2

— 一
一一 口 t U 3 ~针

( 1 1 )

G ( v : , v 3

) ~ 一尹 U
,
一 b , U 。

+ 下 U , U 。
+ 瓦

夕
一一 U呈

一

于

一
`

沪

lwe才、eeeet

其中

一尸砂
一一了

龟于.

c̀一̀

月一 产,

(丽
,

一 c
) 夕

一
护(玩 一 c) 一 双不二乃

一 夕一 声(瓦一 c) 一 旦

—左
,

(石
3

一 c
) 夜

,

(而
,

一 c
)

一 尹
·

一 尹
·

祥 1

—
杯 1

一
那 3

一

( 12 )

对 ( 1 1) 式取一次项
,

代人 ( 10) 式就是我们讨论线性斜压 R os s b y 波的基本方程
.

( 1 1) 式取

到二次项
,

代人 ( 1 0) 式就是我们讨论非线性有限振幅 R os s b y 波的基本方程
.

三
、

线 性 稳 定 度

( 1 1) 式的右端只取线性部分
,

分别代替 F 和 G ,

则 ( 1 0) 式化为 :

U ;
`

+
a ZU I

一 一尹 U 3 ,

v ;
,

+ b , u 3

一 一尹 U
, .

( 1 3 )

( 13 )式类似于力学中两个 自由度的 自由振动微分方程组 l1[]
.

尹 反映高低层的相互作用
.

当

层结非常稳定
,

以致 尹一 O ,

则 ( 13 )式退化为高低层没有关系的振动方程
,
尹 可称为藕合强

迫参数助
.

在线性条件下
,

谢义炳教授就斜压行星波的存在范围及稳定度作了较详细的讨论
.

( 1 3 ) 式有一个平衡点 0 :

( U l , U 3

) ~ ( o , O )
,

( l 斗)

引人方程组 ( 13 )的位势函数

p ( v
, , u 3

)
一 { (一

v ,

一 、 v 、

) ` v :

一
( (一占

2 v 3
一 , Zv :

)、 。
,

~ 生 ( “ , u } + 2尹 v ; v 。
+ 右, v呈) + c ,

( 15 )

c 为积分常数
.

由上式有

~
a ZU

、 ·

干 了 2 U 3 ,
尹U ;

+ b ` U ; ,

一一
即一叭

’

口ZP 口
孟P

一
“ 、

.

石万画灭 一 ` 、 石石哥一 夕

( 1 6 )

妙l0U丝a1U

由此可见
,

平衡点 。 是位势函数 ( 15 )的驻点
,

且当 r 夕 一 尹 > 0 ,
护 >

极小值点
,

而 当 矿夕 一 尹 > 0 ,
砂 < O

,
夕 < O 时

,

该点是极大值点 ; 当

0 , b Z

> o 时
,

该点是
; 2西,

一 了`
< o时

,

在
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该点无极值 ;当
。 2

夕 一 尹 ~ o 时
,

无法判断极值

鉴于上述分析
,

为清晰起见
,

令

牙
:

~ U ;
,

w
3

= U ;
,

则 ( 1 3 )式化为下列一阶白治系统的常微分方程组

一 一 a Z U i

一 丫2 U 3 ,

一 I玖
,

一 一 尸 U i

一 b Z U 3 ,

` 评
,

( 17 )

( 1 8 )

川斌洲琪

在平衡点 。 的特征方程为
:
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一
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0
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0
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( 1 9 )

0 一 几 1
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展开后
,

得
几4

+ P又
2

十 q ~ ( 2 0 )

其中

这里

p 三 砂 十 夕 留 一
2拜

,

(
c 一 c l

) (
c 一 c Z

)

友
,
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c
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`
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,
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) (万

,
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)

’
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2
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瓦一韶
风 一 反s),二酬一
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’
一
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一丫带
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一
式

、
:

<上
,

2产
`

( 2 2 )

` 。
可视为超长波波速

.

准二次代数方程 ( 2 0) 的根
,

满足

、 .了、了丹j连
.

,̀弓̀/吸/̀1 /
.

_ /气~ 、

f 一 气丁 戈一 P + V 。 少,

艺

、 .声、、了一、夕J
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其中

△ 三 P
,

一 4宁 = (
a ,

一 b Z

)
,

+ 4了`
> 0 ,

且四个根 1 ; , 几: , 又3 , 又4

之间有关系

对
, :

十 对
, 。
一 一 P

,

对
. : ·

鹅
,。

~ .q

注意
,

对于中高纬度大气的通常情况
,

有

砚 一 ` > O ,

几 一 ` < 0 ,

则根据常微分方程的稳定性理论
,

我们看到如下两种情况
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1
.

q< 0

此时
,
护一正一负

,

即 又一组是共扼纯虚根
,

另一组是两实根
.

尽管此时依 ( 16 )式
, o 点

不是极值点
,

但该点是不稳定的
.

由 ( 2 1 )
,

( 2 2 )和 ( 2 6 )式知
,

此时

`
>

: 0 .

( 2 7 )

2
.

q > 0

l) 在 p > o 的条件下
,
护两负

,

即 、 是两组共扼纯虚根
.

此时
, o 点是位势函数 ( 15 )式

的极小点
,

因而是稳定的
.

由 ( 2 1 )和 ( 2 6 )式知
,

此时
,

` < ` 。

( 2 8 )

和

`
>

c :

或
`

<
。 2 .

( 2 9 )

上两式结合起来
,

有

。
<

: ; ,

( 3 0 )

这是稳定的斜压 R os s b y 波的相速限制
.

2 ) 在 p < 0 的条件下
,
护 两正

,

即 几是两组实根
.

此时
, o 点是位势函数 (巧 )式的极大

点
.

因而是不稳定的
,

则由 ( 2 1)和 ( 2 6 )式知
,

此时

: < ` 。
( 3 1 )

和

c Z

<
。

<
。 1 .

( 3 2 )

上两式结合起来
,

有

` ,

< ` < “

定祝稳0,

<久
Z了、

( 2 7 )和 ( 3 3 )式结合起来
,

又有
: > ` 2 .

( 3 4 )

这是不稳定的斜压 R os s b y 波的相速要求
.

综上所述
,

若以 夕作为横坐标
, q 作为纵坐

标
,

则参数平面 ( P
,

妇 将平衡点的稳定性分成几

个区域
,

见图 1
.

由图 1 可知
,

参数 户由负变到正时
,

当 q > 0

时
,

在 p ~ 0 处发生 H叩 f 分岔 ;而参数 q 由负变

不稳定

(久贾
, ,

> 0 , 又手
, `

> 0)

( 3 3 )

, ;
< 0)

户

不稳定
( “ ,

, :
< 。 ,

{
“ ,

, 4
> “ ,

f

f
「

到正时
,

当 p > o 时
,

在 q ~ o 处发生鞍一结点分岔
.

下面
,

我们说明
: 当 晾

:

~ 一 1 时
,

( 2 0) 式就是传统的斜压 R os s b y 波稳定度两层模式理

论的波速方程
.

因此时
,

相当于方程组 ( 13 )或 ( 1 5) 有 日“
形式的解

.

以 疏
:

~ 一 1 代人 ( 20 )

式得到

i 一 夕 + 口 ~ o ( 3 , )

或

l 一 (
“ ,

+ b 刁) + (
a , b ,

一 1 `

) ~ 0 ,

( 3 6 )

( 1 2 )式代人到 ` 3 6 )式
,

整理得到

左
,

(左
,

+ 2产 ,

)
c .

+ [罕 (交
,

+ 产 ,

) 一 灸
,

(交
,

+ 2产 ,

) (风 + 奋
3

) ]。

+ [友
`
云

:
石

。
+ 夕

,

一 夕(交
,

+ 产 ,

) (万
:

+ 瓦 ) + 左
,产 ,

(斌 + 司 ) ~ 0
.

( 3 7 )
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这就是传统斜压不稳定两层模式的理论关 于
` 的方程

.

由上式解得

、夕
了、少、 .了,

八卜n丫n
,J,、月份

洲
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此时
,

若设 ( 1 3) 式有特解

U i

则得到

斌万
,

才、 e 1 0 ,

U
3

~ 才 , e ` 0 ,

丛 一 _

刁 3 1

丫 2 1 一 b Z

一 a z 了了
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,
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A
i

~ r才
, 。 ` “ -

(斗l)

其中
, ~

压瑟
, at an 一

掣
`

李
`

习
2、 一
备

( 4 2 )

“ 一 了二了
这就解释了不稳定的斜压行星波高层彼振幅大于低层波振幅以及高层波位相落后于低层波位

相的天气事实
.

四
、

非线性稳定度

( 1 1) 式的右端若取到二次项代替 F 和 G ,

则 ( 1 0) 式化为
:

{
v ;

,

+ 。 ,

(
1 一 二

、 林 1

:
)

U工

_

了
1 _ u 、

、
_ _

U二
`

+ 夕 、
`

一一一 一 / U
,

~
“ 3

一
` ’

(
` 一 夏头 )

(卜兴 )
( 4 3 )

一 尹

比较 ( 4 3 )与 ( 13 )式可知
,

( 一3 )式中
a ,

且
,

(朽 )式的非线性项分别为
:

” ’

分别被
· ’

(
,

味专 )
, ” 之

(

U i s

`
一、冬)所代替 ;而

{
X ( U

: , U 3

) ~ = 艺

二 (砂 U :
十
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一 `
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)
,
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.

夏二下 又丫创
`
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`

U
3

)
·
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Y ( v
、 ,

U
3

) ~

这样
,

( 4 3 )式可改写为 :

、 .户、少
夕一、尹O

月

件4
.了、、

吸了、
U ;

`

U二
`

~ 一 。 , u :

一 丫, u ,
+ x ( U 、 , U 3

)
,

~ 一尹u ,

一 石,
U

,

+ v ( U : ,

U
3

)
.

( 43 )或 ( 4 5 )式除有平衡点 。 ( ( 1 4 )式 )外
,

还有另一平衡点 A :

( U
: , U ,

) 一 (反
:

一 c ; 云,

一 c
)

.

在 。 点
,

因有
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B n edio s xn
理论
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( 4 3 )或 ( 4 5 )式在平衡点

进一步
,

若令

~
户

翌
-

一 。 ,

O U
、

( 4 7 )

o 附近的定性特性与 ( 13 )式的一致
.

、 、

!
/

一̀二
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ù
}

“ `

t 梢

三 a Z

二 尹

(
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右; 一 , 2
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` -

码 三 尹
U ,

( 4 8 )

(
1 一止纽一、

\ 多术3

一
C /

则 ( 4 3 )或 ( 4 5)式化为
:

{
U ;

`

+ 一了 {U
3 ,

U ;
`

」-

a

{U、

=

b里U
3
一 了 ; U :

( 4 9 )

( 4 9 )式在形式上与 ( 13 )式相似
,

若在 ( 48 )式中
, U ` , U ,

分别用 瓦
,
云

`

去近似
、少

r

、少
ù

八U,lóú才ù,了、Z、a } < a Z b } > b Z

,

且注意 ( 2 6 )式
,

不难发现

云 < 尹
,

昭 > 尹
,

这样
,

仿 ( 3 9 )式
,

设

时U i

~ U
3

一
e ,口

时

、少、 .产,̀,凡ùù、夕一、护
`

了、了、

代人 ( 4 9 )式得到
~

丝立_ _ 代 ~

A梦 1 一 武

( 5 2 )与 ( 4 0 )式比较
,

注意 ( 5 0 )式即知
,

丑 <

汉梦

拟
了;

才 t

A 3’

由此得到结论
,

非线性的作用使得高低层波幅比减小
.

对于平衡点 月 ,

若写 ( 4 3 )或 ( 4 5 )式为
:

一 。 2

(卜 二丛一、
v ,

一 , 2

〔卜
,二

竺
一、

。 3 ,

\ 林 i

一 ` / \ “ i

一
` /

W
i ,

。

/
二

U
、

\
, , , :

/
,

U
;

、
二 了

一 丫 ( i 一 二 , 一 -

一 } `
i
一 夕认 l 一

一一 ) 口
3 ,

\ “ 3

一 c / \ “ 3

一
` /

W
3 ,

则在平衡点 A 的特征方程为
:

0 一 又

a 2

1 0

0 一 又 O

0

0 1
一 。 ,

{

1

0

O

0 一 又 1

b孟 () 一 又

展开后得
、,夕、 ,了产O,才ù、211护了、Z性、a ,

) ( 又
,
一 b ,

) ~ O
,

a 3 几;
,。

~ b Z

00一ó

1虎2!,
护

`.孟

因而
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但由 ( 12 )式
,

在 ( 2 6 )式的条件下
,

恒有
。 ,

> 。 ,

它说明 ( % )式的根为 护一正一负或两正
.

这样

O 点 不 称 定

才 点 不 稳 定

点是稳定的
,

但 A 点是不稳定的
,

不论 p
, q 值如何

,

平衡点 A 都是不稳定的
.

为了比较平衡点 4 和 。 的稳定性
,

我们把 ( 5 6 ) 式改写

为 :

又`

一 以
2

+ (叮+ 丫`

) 一 0
.

( 5 5)

( 5 8 )与 ( 2 0) 式比较知
,

在 q > 。 的条件下
,

当 p > 。 时
,

o

其示意图见图 2
.

五
、

结 论

我们讨论了两层纯斜压的线性和非线性 R os s b y 波的稳定性
,

分析了它在平衡点附近的特

征
.

它由参数 p 和 q 两者所决定
.

探讨非线性稳定性可以有很多方法
,

本文的途径只是其中

之一 本文的工作是初步的
.

许多工作尚待进一步研究
,

如 ( 4 3 )式的求解
.

更多的工作有待

力学
、

数学
、

海洋和气象工作者跨出自己学科的界限去共同研究
.
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