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摘要 本文利用平均场极限理论得到带有随机效应的粒子相互作用系统的最优控制收敛于 Keller-

Segel 系统的最优控制, 其中功效泛函具有相似的结构且包含平均场作用项. 首先, 为克服 Poisson 方

程基本解的奇性, 引入相对熵方法及依概率收敛得到粒子系统的解收敛于 Keller-Segel 系统的解; 其

次, 结合容许控制函数空间的紧性得到功效泛函的平均场极限结果; 最后, 利用二维 Keller-Segel 系统

的最优控制的存在性结合 Γ- 收敛技术观点, 得到最优控制的平均场极限结果.
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1 引言

近年来, 粒子相互作用模型的分析以及其最优控制问题得到广泛关注, 相关的领域涉及从统计力

学到生物学,从群体动力学到经济金融现象等研究方向.由于个体与个体之间的作用关系,群体效应得

以实现, 如鸟的迁徙, 器官的形成等. 随着个体数量的不断增加, 如细菌数以亿计的数量, 使得研究全

部个体的系统变得异常困难. 目前的研究方法主要是借助统计力学中的平均场思想, 即通过利用单一

个体与群体平均效应之间的作用关系代替个体间的作用, 当个体数量无限大后, 粒子系统近似于连续

动力学系统, 进而研究群体效应.

关于平均场极限的数学研究最初集中在整体 Lipschitz连续的作用力情形下 (参见文献 [22,30,37]),

而在很多具有丰富背景的数学模型中粒子之间的相互作用力往往不具有连续性,甚至有时只有一定的

可积性. 由于近年来这一领域引起了应用数学家的广泛兴趣并发表了大量文章, 本文没有完全回顾所

有的研究成果, 而是仅对与本文研究课题相近的部分工作给出陈述. 对于一般的 Lp 相互作用力, 文

献 [8] 给出了有界周期区域上的一阶和二阶模型的极限结果, 文献 [20, 21, 26] 基于不同的奇性给出了
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全空间上的结果. 同时文献 [28] 引入了一种新的思路, 从而推导出了概率意义下的平均场极限, 此方

法的特点是利用小参数截断处理不光滑作用力, 然后从截断后的粒子系统出发作研究. 更一般地, 文

献 [31, 36] 在没有白噪声的情形下, 处理了具有库仑势的没有随机效应的方程. 文献 [9, 24, 34] 处理了

具有随机效应的方程的结果.此类文献中引入的调整自由能对于处理库仑势起到了关键作用. 特别地,

它给出了经验测度的弱收敛性 (参见文献 [34]). 但调整自由能方法与相对熵相结合的方法有其不足之

处, 即其需要对极限非局部的偏微问题的解施加严格的条件, 由此导致了对问题的初值施加严格的条

件.事实上 Oelschläger [32, 33] 在 20世纪 80年代在用温和排斥作用系统导出多孔介质扩散方程方面作

出了一系列贡献. 特别地,在文献 [33]中的估计中,温和排斥项对于导出 L2 估计起到了至关重要的作

用. 文献 [23] 指出在依赖于依概率收敛的假设下, 可以得到带有吸引势的温和相互作用. 文献 [13] 阐

述了一种新的思路, 即通过直接引用文献 [33] 的估计得到了相对熵与 L2 正则性估计的联系. 此方法

给出了完成相对熵估计的另一个新的启示.

在此平均场的框架下, 最优控制问题的研究应运而生. 引入控制的主要目的是保证群体效应的稳

定, 由于粒子或个体数量极其庞大, 导致群体的整体协调以及模式生成难以保证, 因此相对有效的方

式是对于其中一些个体施加一定的干预最终保证群体效应. 平均场控制问题, 即当群体数量极其庞大

时, 利用群体的平均场极限能够大大降低群体数量带来的维数灾难的特性, 将有限维的相互作用粒子

问题转化为研究其平均场逼近的无限维动力学系统问题,进而得到有限维的相互作用个体问题的最优

控制收敛于无限维动力学系统的最优控制的性质. 而平均场控制问题近几年才慢慢引起应用数学家的

关注. 对于确定性的粒子系统, 文献 [19] 首先引入平均场控制概念, 并结合 Γ- 收敛及容许控制空间的

相关假设, 给出二阶动力学方程的最优控制为粒子相互作用问题的最优控制的平均场极限. 在此基础

上, 文献 [18] 给出了一阶方程的相应结果, 文献 [11] 给出了不同形式下平均场控制的等价性结果, 文

献 [12]研究了各粒子之间距离加以限制的平均场极限结果,文献 [10]给出了环上的粒子系统的平均场

控制收敛于 Fokker-Planck 方程的最优控制, 然而以上粒子系统中的相互作用力均为无奇性的势. 带

有随机效应的粒子问题研究大多关注于 McKean-Vlasov 方程的最优控制问题, 文献 [25] 利用鞅问题

给出了平均场极限的松弛控制证明,文献 [14,16]将文献 [25]的结果推广到一般随机扰动.另有利用最

大值原理 [1–3] 或利用动态规划方法研究概率空间的 HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程 [4, 15] 等. 除

此之外, 文献 [27] 引入了平均场博弈的概念处理相互独立的个体完成各自的最优控制目标后的 Nash

均衡问题, 文献 [5] 重点研究了刻画控制的最优方程的计算, 文献 [11] 给出了带有随机效用的非局部

输运方程的平均场控制极限结果.

本文致力于研究具有奇性的一阶粒子系统的平均场控制问题. 特别地, 本文研究一类二维情形用

Poisson方程基本解作为相互作用势的模型,它的平均场极限方程是生物趋化模型中比较典型的 Keller-

Segel 方程组. 这个方程组在偏微分方程层面具有鲜明的特点, 解的整体存在或爆破完全取决于初始

质量 (参见文献 [6,17]). 本文致力于研究这类问题的最优控制问题, 对于近年来 Keller-Segel 方程组的

解的适定性问题方面的研究结果不给予详细回顾. 而对于 Keller-Segel 方程组仅有的最优控制问题的

研究 [7, 35] 都是集中在有界区域上的初边值问题.据我们能够查到的文献看, 对于平均场极限的控制问

题, 目前还没有任何关于奇异势的工作. 本文计划在 Keller-Segel 方程组的解整体存在的情形下, 即次

临界情形, 来得到平均场控制问题的结果. 本文的主要技术难点在于如何克服相互作用力的奇性以及

如何分析控制项所需要的紧性. 在 Keller-Segel 方程组的解的理论方面借鉴文献 [6] 在次临界情形的

先验估计思想. 在平均场极限方面借鉴温和作用势的技巧推导出了依概率收敛, 进而与相对熵方法相

结合, 避免计算烦琐的 L2 估计, 得到了平均场极限在强 L1 范数下的收敛. 这方面的技巧还未在现有

文献中出现过.整个过程中,还要克服控制项带来的额外困难,具体见下文功效泛函关于控制序列的紧
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性讨论.

1.1 在偏微分方程层面控制问题的提法

本文考虑如下二维 Keller-Segel 方程组控制问题的平均场推导:∂tρ = ∆ρ−∇ · (ρχ∇c),

−∆c = ρ− f,
(1.1)

其中, ρ 表示细胞密度, c 表示物质浓度. 受文献 [19] 的启发, 本文考虑如下的容许控制函数空间:

X = {f(K) | K 是 R2 中的紧集, ∥f∥W 1,q(K) 6 l(t), l(t) ∈ Lp(0, T ), 其中 q > 2, p > 8}. (1.2)

另外, 方程 (1.1)2 可以表示为如下的等价形式:

c = Φ ∗ (ρ− f) =
1

2π
ln |x| ∗ (ρ− f),

其中函数 Φ 是 Poisson 方程的基本解. 对于方程 (1.1), 考虑其 Cauchy 问题, 取初值满足如下条件:

0 6 ρ0 ∈ L1(R2, (1 + |x|2)dx) ∩ L∞(R2),

∫
R2

ρ0 log ρ0dx < ∞, ∇ρ0 ∈ L2(R2), ρ0 <
8π

χ
. (1.3)

为简单起见, 本文应用符号 Lp 和 W k,q 来代替空间变量的空间, 如 W k,p := W k,p(R2) 或者

W k,p(R2N ), Lp((0, T );Lq) := Lp((0, T );Lq(R2)) 或者 Lp((0, T );Lq(R2N )).

通过方程 (1.1) 的散度结构, 如下的质量守恒是显而易见的:

M :=

∫
R2

ρ0(x)dx =

∫
R2

ρ(x, t)dx. (1.4)

由于本文主要考虑方程的解是概率密度函数, 因此不妨设 M = 1. 记

C0 := ∥|x|√ρ0∥2L2 + ∥ρ0 log ρ0∥L1 + ∥∇ρ0∥2L2 .

对于上述的偏微分方程 (1.1), 在给定 f 的情形下, 首先记 ρ[f ] ∈ Lr((0, T );L∞) (这个解的存在性会在

下文中证明) 为由给定的 f 解得的问题 (1.1) 的解, 由此对于任意给定的目标密度函数 z ∈ Lr((0, T );

L1 ∩L∞), 考虑如下的功效泛函 (主要思想是施加最小的控制函数 f 以得到最接近目标函数 z 的满足

方程的解 ρ):

J(f) = ∥ρ[f ]− z∥rLr((0,T );L∞) +

∫ T

0

∫
R2

fρ[f ]dxdt,

其中 r ∈ [1, 2).

本文目标是证明功效泛函极小子的存在性, 即证明存在一个 f̄ 使得

J(f̄) = min
f∈X

J(f).
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1.2 在微观层面粒子模型控制问题的提法

由于 Φ 的奇性, 我们引入如下光滑化的相互作用势:

Φ̃ =


− 1

2π
ln |x|, |x| > 2ε,

− 1

4πε
|x|+ 1

2π
(1− ln 2ε), |x| 6 2ε,

Φ̃ε = jε ∗ Φ̃, (1.5)

其中 jε 是任意给定的磨光核函数. 如上的光滑化包括截断和磨光两步,这么做的好处是可以清晰地计

算出关于 Φ̃ε 的各个范数与 ε 的依赖关系.

本文所考虑的 N 粒子方程为
dXN,ε

i =
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(X
N,ε
i −XN,ε

j )dt+∇Φ̃ε ∗ f(XN,ε
i )dt+

√
2dW i

t ,

XN
i (0) = ξi 独立同分布, ρ0 是 ξi 的概率密度函数.

(1.6)

不失一般性, 记 (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P)为上述问题提法中所需要的概率空间. 初值 ξi 为独立同分布的随

机变量, Brown 运动 W i
t 独立同分布且与初值不相关. 由经典的随机微分方程理论可知上述问题的平

方可积强解是存在的. 对于上述粒子模型, 记 µN [f ] = 1
N

∑N
i=1 X

N,ε
i 为此随机微分方程解的经验测度.

在给定 f 的情形下, 考虑如下的功效泛函:

JN (f) =

∫ T

0

(E(∥jε ∗ µN [f ]− z∥rL∞))dt+ E

(∫ T

0

⟨f, µN [f ]⟩dt
)
, (1.7)

其中 z 是之前给出的目标函数. 假设 ρN,ε(·, t) 是 (XN,ε
1 (t), XN,ε

2 (t), . . . , XN,ε
N (t)) 的联合分布函数, 根

据 Itô 公式可知 ρN,ε(·, t) 满足如下的线性偏微分方程:
∂tρ

N,ε −
N∑
i=1

∆xiρ
N,ε +

N∑
i=1

∇xi

(
ρN,ε

(
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)−∇Φ̃ε ∗ f(xi)

))
= 0,

ρN,ε|t=0 = ρ⊗N
0 = ρ0(x1)ρ0(x2) · · · ρ0(xn).

(1.8)

设 ρN,k (k = 1, 2, . . . , N) 为 ρN,ε 的 k 粒子边缘密度, 即

ρN,k(x, t) =

∫
R2(N−k)

ρN,ε(x1, . . . , xN , t)dxk+1 · · · dxN .

显然 ρN,1 满足如下的方程:

∂tρ
N,1 −∆ρN,1 +∇ ·

∫
R2

ρN,2(x, y)(∇Φ̃ε(x− y)−∇Φ̃ε ∗ f(x))dy = 0. (1.9)

通过方程 (1.8) 的结构可知 ρN,ε(x1, x2, . . . , xn, t) 关于空间变量是对称的, 故

E

(∫ T

0

⟨f, µN [f ]⟩dt
)

=

∫ T

0

∫
R2N

1

N

N∑
i=1

f(xi, t)ρ
N,ε(x1, x2, . . . , xN , t)dx1dx2 · · · dxNdt

=

∫ T

0

∫
R2

f(x, t)ρN,1(x, t)dxdt,
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所以功效泛函 JN (f) 还可以表示为

JN (f) =

∫ T

0

∫
R2N

∥jε ∗ µN [f ]− z∥rL∞ρN,ε[f ]dx1dx2 · · · dxNdt+

∫ T

0

∫
R2

fρN,1[f ]dxdt. (1.10)

对于这个粒子模型的最优控制问题, 本文将证明它的极小化子存在, 即存在一个 f̃ ∈ X 使得

JN (f̃) = min
f∈X

JN (f).

为了建立 Keller-Segel 方程组 (1.1) 和粒子系统 (1.6) 之间的联系, 还需要引入如下的光滑化的偏微分

方程问题: ∂tρ
ε −∆ρε = ∇ · (ρεχ∇cε),

cε = Φ̃ε ∗ (ρε − f).
(1.11)

方程 (1.11) 所对应的迹方程为如下的 McKean-Vlasov 随机微分方程:

dX̄ε
i = ∇Φ̃ε ∗ (ρε − f)(X̄ε

i )dt+
√
2dW i

t . (1.12)

在上述光滑化问题中, 取 ε(N) → 0 (N → ∞). 这样在取平均场极限之后也就意味着同时去光滑化

发生.

1.3 文章主要结果和结构

在开始陈述本文的主要定理之前, 本文给出证明所需要的基本命题, 以集中精力阐述证明主要定

理的思想. 命题的证明将推迟到后续章节.

首先给出如下的命题确保功效泛函 (1.7) 的极小化子是存在的.

命题 1.1 (粒子问题极小化子的存在性) 假设初值 ρ0 满足条件 (1.3), 则对于任意固定的 N (从

而 ε 也固定), 功效泛函 (1.7) 存在极小化子, 即存在 f̃ ∈ X 使得

JN (f̃) = min
f∈X

JN (f).

其次给出如下的偏微分方程层面的解的适定性及误差估计.

命题 1.2 (偏微分方程解的存在性和误差估计) 对于任意给定的 f ∈ X, 假设初值 ρ0 满足条件

(1.3), 则问题 (1.1) 和 (1.11) 的解 ρ[f ], ρε[f ] ∈ L∞((0, T );L1 ∩ L∞ ∩H1) ∩ L2((0, T );H1 ∩H2) 存在并

且有

∥ρ[f ]− ρε[f ]∥L∞((0,T );L1∩L∞) 6 Cε,

其中常数 C 不依赖于 f ∈ X 和 ε 的选取.

命题 1.3 (偏微分方程解关于控制函数的弱强紧性) 在命题 1.2的假设下,映射 ρ : f ∈ X → ρ[f ]

有如下紧性: 当在 Lp((0, T );W 1,q) 中 fN ⇀ f 时, 有方程解的收敛子序列 ρ[fNk
] 使得

ρ[fNk
]

∗
⇀ ρ[f ] 在 L∞((0, T );L∞) 中,

ρ[fNk
] → ρ[f ] 在 L2((0, T );L2) 中.
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如下两个关于平均场极限的命题在全文中至关重要,起到了粒子控制问题和偏微分方程控制问题

的桥梁作用.

命题 1.4 (在共同控制函数下依概率收敛) 对于任意固定的控制函数 f̃N ,设 XN,ε
i [f̃N ]和 X̄ε

i [f̃N ]

分别是粒子问题 (1.6)和 (1.12)的平方可积强解. 假设 ε = N−β ,对于任意 α ∈ (0, 1
2 ),如果 0 < β < β1

= min{α
3 ,

1
4 ,

1
2 − α}, 则对于任意 γ > 0, 有

sup
06t6T

P
(

max
16i6N

|XN,ε
i [f̃N ]− X̄ε

i [f̃N ]| > N−α
)
6 C(γ)

Nγ
,

其中 C(γ) 表示与 γ 有关的常数, 不依赖于 f̃N ∈ X 和 N 的选取.

注 1.1 在上述结果中,考虑到 α ∈ (0, 1
2 )的任意性,为了得到收敛性, β的最优选取为 0 < β < 1

8 .

命题 1.5 (在共同控制函数下平均场的 L1 强收敛) 对于任意固定的控制函数 f̃N , 设 ρN,1[f̃N ]

和 ρ[f̃N ] 分别满足方程 (1.9) 和 (1.1), 假设 ε = N−β , β ∈ (0, 1
8 ), 则有

∥ρN,1[f̃N ]− ρ[f̃N ]∥L1 6 C(t)

Nβ
.

本文的主要定理如下:

定理 1.1 假设初值 ρ0 满足 (1.3), 则存在 f̃ ∈ X 使得它是 JN (f) 的一个极小化子, 即

JN (f̃) = min
f∈X

JN (f).

令 ε = N−β , β ∈ (0, 1
8 ), fN ∈ X 是 JN (f) 的任意极小化子, f̄ 是它的任意一个聚点, 则有

lim
N→∞

JN (fN ) = J(f̄)

且 f̄ ∈ X 是 J(f) 的极小化子, 即

J(f̄) = min
f∈X

J(f).

在证明这个主要定理之前, 需要如下的准备工作:

引理 1.1 (在共同控制函数下功效泛函的极限) 对于任意给定的 f̃N ∈ X, 在命题 1.4 和 1.5 的

假设下, 有

lim
N→∞

(JN (f̃N )− J(f̃N )) = 0.

证明 首先对两个功效泛函作差, 并利用三角不等式得到

|JN (f̃N )− J(f̃N )| 6 |E(∥jε ∗ µN [f̃N ]− z∥rLr(0,T ;L∞))− ∥ρ[f̃N ]− z∥rLr(0,T ;L∞)|

+

∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
R2

f̃NρN,1[f̃N ]dxdt−
∫ T

0

∫
R2

f̃Nρ[f̃N ]dxdt

∣∣∣∣
=: A1 +A2.

对于 A1 项, 可以得到

A1 6 E(∥jε ∗ µN [f̃N ]− jε ∗ µ̄N [f̃N ]∥rLr((0,T );L∞)) + E(∥jε ∗ µ̄N [f̃N ]− jε ∗ ρε[f̃N ]∥rLr((0,T );L∞))
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+ ∥jε ∗ ρε[f̃N ]− ρε[f̃N ]∥rLr((0,T );L∞) + ∥ρε[f̃N ]− ρ[f̃N ]∥rLr((0,T );L∞), (1.13)

其中 µ̄N [f̃N ] = 1
N

∑N
i=1 X̄

ε
i [f̃N ] 是问题 (1.12) 解的经验测度. 所以根据命题 1.4, 上述右端第一项有如

下估计:

E

[ ∫ T

0

∥∥∥∥ 1

N

N∑
i=1

(jε(· −XN,ε
i [f̃N ])− jε(· − X̄ε

i [f̃N ]))

∥∥∥∥r
L∞

dt

]

6
∫ T

0

E

[
(IAα + IAc

α
)

∥∥∥∥ 1

N

N∑
i=1

(jε(· −XN,ε
i [f̃N ])− jε(· − X̄ε

i [f̃N ]))

∥∥∥∥r
L∞

]
dt

6 C(T )∥∇jε∥rL∞N−rα + C(T )∥jε∥rL∞ sup
06t6T

Pr(Aα)

6 C(T )Nr(3β−α) + C(T )Nr(2β−γ),

其中集合 Aα = {ω ∈ Ω : max16i6N |XN,ε
i [f̃N ] − X̄ε

i [f̃N ]| > Nα} 的概率小于 N−γ . 事实上, 为使上式

趋于 0, 需要 3β < α.

(1.13)中右端第二项可直接利用大数定律 ∥jε∥L∞N−1 = N2β−1来控制,显然也趋于 0. 另外 (1.13)

右端第四项可由命题 1.2 直接得到趋于 0. 而关于第三项, 有∫ T

0

∣∣∣∣ ∫
R2

jε(x− y)(ρε[f̃N ](y)− ρε[f̃N ](x))dy

∣∣∣∣rdt
6 εrα1C∥ρε[f̃N ]∥rLr((0,T );Cα1 ) 6 εα1C(T )∥ρε[f̃N ]∥rL2((0,T );H2) → 0,

其中用到了 H2(R2) 到 Hölder 连续空间 Cα1(R2) (∀α1 ∈ (0, 1)) 的 Sobolev 嵌入定理.

对于 A2, 由命题 1.5 得出

A2 6 ∥f̃N∥Lp((0,T );L∞)∥ρN,1 − ρ∥Lp′ ((0,T );L1) 6 C(T )
1

Nβ
→ 0.

故

lim
N→∞

(JN (f̃N )− J(f̃N )) = 0.

证毕.

定理 1.1 的证明 首先对于任意 N , 根据命题 1.1可知 JN (f)的极小化子存在. 取 fN 是任意的

极小化子,即 JN (fN ) = minf∈X JN (f). 由于 fN ∈ X 是弱紧的,所以存在它的一个子列和聚点 f̄ ∈ X,

使得

fNk
⇀ f̄, Lp((0, T );W 1,q). (1.14)

下面证明 limN→∞ JN (fN ) = J(f̄). 证明思路来自 Γ 收敛. 具体主要分为以下的两步:

第 1 步 证明

lim inf
k→∞

JNk
(fNk

) > J(f̄). (1.15)

第 2 步 证明

lim
N→∞

JN (f̄) = J(f̄). (1.16)
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在 (1.15) 和 (1.16) 的基础上, 有

lim sup
N→∞

min
f∈X

JN (f) 6 lim
N→∞

JN (f̄) = J(f̄) 6 lim inf
k→∞

JNk
(fNk

) 6 lim inf
k→∞

min
f∈X

JNk
(f). (1.17)

故有 limN→∞ minf∈X JN (f) = J(f̄). 由于 fN 是 JN 的极小化子, 进而有

lim
N→∞

JN (fN ) = J(f̄).

最后只需要证明这个 f̄ 就是 J(f) 的一个极小化子, 即 J(f̄) = minf∈X J(f). 事实上, 根据定义容易知

道 J(f̄) > minf∈X J(f). 故只需要证明

J(f̄) 6 min
f∈X

J(f),

即对于任意 f̂ ∈ X, 需要证明 J(f̂) > J(f̄). 通过引理 1.1 (其中取 f̃N = f̂)、(1.16) 和 (1.17), 有

J(f̂) = lim
N→∞

JN (f̂) > lim
N→∞

min
f∈X

JN (f) = J(f̄).

从而定理得证, 即

J(f̄) = min
f∈X

J(f).

下面证明上述论证余下的两式 (1.15) 和 (1.16), 其中 (1.16) 可以由引理 1.1 (其中取 f̃N = f̄) 直

接得到.

而 (1.15) 的证明如下. 事实上, 根据三角不等式 JNk
(fNk

) 6 |JNk
(fNk

)− J(fNk
)|+ J(fNk

), (1.15)

可以归结为如下不等式的证明:

lim inf
k→∞

|JNk
(fNk

)− J(fNk
)|+ lim inf

k→∞
J(fNk

) > J(f̄).

上式第一项依旧应用引理 1.1 (其中取 f̃Nk
= fNk

) 可得

lim inf
k→∞

|JNk
(fNk

)− J(fNk
)| = lim

k→∞
|JNk

(fNk
)− J(fNk

)| = 0. (1.18)

最后只剩证明

lim inf
k→∞

J(fNk
) > J(f̄).

根据命题 1.3 可知 ρ[fNk
] 在 L∞(L∞) 中弱 * 紧, 则由范数的弱下半连续性有

lim inf
k→∞

∥ρ[fNk
]− z∥Lr((0,T );L∞) > ∥ρ[f̄ ]− z∥Lr((0,T );L∞).

利用 (ρ[fNk
]) 的强收敛和 (fNk

) 的弱收敛性知∫ T

0

∫
R2

(fNk
ρ[fNk

]− f̄ρ[f̄ ])dxdt

=

∫ T

0

∫
R2

fNk
(ρ[fNk

]− ρ[f̄ ])dxdt+

∫ T

0

∫
R2

(fNk
− f̄)ρ[f̄ ]dxdt → 0, 当 Nk → ∞ 时.

故有

lim inf
k→∞

J(fNk
) = lim inf

k→∞

(
∥ρ[fNk

]− z∥Lr(0,T ;L∞) +

∫ T

0

∫
R2

fNk
ρ[fNk

]dxdt

)
> J(f̄). (1.19)

结合 (1.18) 和 (1.19) 即可完成 (1.15) 的证明.
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本文余下内容的结构如下. 第 2 节完成粒子层面控制问题的可解性, 即证明命题 1.1. 第 3 节构

建出本文中关于偏微分方程 (1.1)部分的估计,同时完成命题 1.2和 1.3的证明. 第 4节建立粒子模型

(1.6) 的平均场极限理论并利用相对熵得到 L1 强收敛结果, 完成命题 1.4 和 1.5 的证明. 附录 A 给出

本文估计中需要的几个重要结论.

2 粒子控制问题极小化子的存在性

本节完成命题 1.1 的证明, 即需要找到 f̃ ∈ X 使得 JN (f̃) = minf∈X JN (f). 注意到这是对粒子控

制问题可解性的研究, 所以本节中 N 和 ε 都是固定的.

因为 JN (f) 是非负函数, 故假设 m = minf∈X JN (f). 令 fl 是 JN (f) 的极小化序列, 即

m 6 JN (fl) 6 m+
1

l
.

因为 fl ∈ X, 所以存在它的一个弱收敛子序列使得

flk ⇀ f̃ 于 Lp((0, T );W 1,q).

下面只需要证明

JN (f̃) = lim
l→∞

JN (fl), (2.1)

即 m = JN (f̃), 由此可以得出 JN (f̃) = minf∈X JN (f).

对于任意 flk ∈ X,通过方程 (1.8)可以解得其对应的 ρN,ε[flk ],需要证明这个解序列存在极限,即

ρN,ε[flk ] ⇀ ρN,ε;并且需要证明 ρN,ε = ρN,ε[f̃ ],即这个极限函数 ρN,ε 就是给定控制函数 f̃ 相应的粒子

问题高维偏微分方程 (1.8) 的解. 由此可以给出 JN (f̃) 定义的合理性. 下面给出由其所决定的 ρN,ε[f ]

的正则性估计.

引理 2.1 对于任意 f ∈ X, 方程 (1.8) 具有如下估计的弱解存在:

∥ρN,ε[f ]∥L∞((0,T );L1(1+|x|2))∩L2(0,T ;H1) 6 C(N, ε, ∥f∥Lp((0,T );W 1,q)).

证明 由于方程 (1.8) 是线性一致抛物方程, 所以弱解的存在性可以由传统的 L2 弱解理论得到.

为简单起见, 只给出如下的一致估计.

首先证明 ρN,ε[f ] ∈ L∞((0, T );L2). 对于方程 (1.8), 取实验函数 ρN,ε[f ], 再利用引理 3.10, 有

1

2

d

dt

∫
R2N

(ρN,ε[f ])2dx1dx2 · · · dxN +

N∑
i=1

∫
R2N

|∇xiρ
N,ε[f ]|2dx1dx2 · · · dxN

=
N∑
i=1

∫
R2N

ρN,ε[f ]

(
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)−∇Φ̃ε ∗ f(xi)

)
∇xiρ

N,ε[f ]dx1dx2 · · · dxN

6 ∥ρN,ε[f ]∥L2∥∇xiρ
N,ε[f ]∥L2∥∇Φ̃ε∥L∞ + ∥ρN,ε[f ]∥L2∥∇xiρ

N,ε[f ]∥L2∥∇Φ̃ε ∗ f∥L∞

6 1

2
∥∇xiρ

N,ε[f ]∥2L2 + C(ε−2 + ∥f∥2L1 + ∥f∥2W 1,q )∥ρN,ε[f ]∥2L2 . (2.2)

对 (2.2) 应用 Gronwall 不等式, 有

sup
06s6T

∥ρN,ε[f ]∥2L2 +
N∑
i=1

∫ T

0

∥∇xiρ
N,ε[f ]∥2L2ds 6 C(ε). (2.3)
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然后计算 ∥|x|
√
ρN,ε[f ]∥L∞(0,T ;L2) 6 C(N, ε). 方程 (1.8)的两端同时乘以 |x|2 并积分,再根据引理 3.10

可得

d

dt

∫
R2N

|x|2ρN,ε[f ]dx1dx2 · · · dxN

=
N∑
i=1

∫
R2N

|x|2∆xiρ
N,ε[f ]dx1dx2 · · · dxN

−
N∑
i=1

∫
R2N

|x|2∇xi

(
ρN,ε[f ]

(
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)−∇Φ̃ε ∗ f
)
(xi)

)
dx1dx2 · · · dxN

6 4N + 2
N∑
i=1

∥xi

√
ρN,ε[f ]∥L2∥

√
ρN,ε[f ]∥L2(∥∇Φ̃ε∥L∞ + ∥∇Φ̃ε ∗ f∥L∞)

6 ∥|x|
√
ρN,ε[f ]∥2L2 + C(N, ε). (2.4)

对 (2.4) 应用 Gronwall 不等式即可得

sup
06s6t

∥|x|
√
ρN,ε[f ]∥2L2 6 C(N, ε). (2.5)

结合 (2.3)、(2.5) 以及 ρN,ε[f ] 的质量守恒特性, 即可完成该引理的证明.

下面给出 JN (f̃) 的定义合理性证明, 即其中出现的 ρN,ε 是由给定的控制函数 f̃ 确定的解.

引理 2.2 设泛函 JN 的极小化序列 {fl} ∈ X 存在弱收敛极限

fl ⇀ f̃ 在 Lp((0, T );W 1,q) 中.

令 ρN,ε[fl] 是通过方程 (1.8) 在给定控制函数 fl 得到的解, 则存在它的一个收敛子序列 (为简单起见,

延用原记号) 使得

ρN,ε[fl] → ρN,ε 在 L2((0, T );L2) 中,

并且有

ρN,ε = ρN,ε[f̃ ].

证明 考虑给定 fl 后的方程 (1.8) 的弱解定义, 即对于任意给定的测试函数 φ ∈ L2(0, T ;H1), 有∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε[fl]φdx1dx2 · · · dxNdt+
N∑
i=1

∫ T

0

∫
R2N

∇xiρ
N,ε[fl]∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

−
N∑
i=1

∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε[fl]

(
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)−∇Φ̃ε ∗ fl(xi)

)
∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

= 0. (2.6)

根据引理 2.1 中对 ρN,ε[fl] 的一致估计, 有如下的弱收敛性:

ρN,ε[fl] ⇀ ρN,ε 在 L2((0, T );H1) 中.
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故只需要考虑 −
∑N

i=1

∫ T

0

∫
R2N ρN,ε[fl](

1
N

∑N
j=1 ∇Φ̃ε(xi−xj)−∇Φ̃ε ∗fl(xi))∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt的收

敛性. 对其进行分解后, 对于 i = 1, . . . , N 有∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε[fl]

(
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)−∇Φ̃ε ∗ fl(xi)

)
∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

=

∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε[fl]
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

+

∫ T

0

∫
R2N

(ρN,ε[fl]− ρN,ε)(∇Φ̃ε ∗ fl(xi))∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

+

∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε(∇Φ̃ε ∗ fl(xi))∇xiφdx1dx2 · · · dxNdt

=: K1 +K2 +K3.

对于 K1, 根据 ρN,ε[fl] 的弱收敛性知

ρN,ε[fl] ⇀ ρN,ε 在 L2((0, T );H1) 中.

故

K1 →
∫ T

0

∫
R2N

ρN,ε 1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)∇xiφdxdt, 当 l → ∞ 时.

对于 K2 的处理, 结合引理 2.1、A.2 以及 Aubin-Lions 定理可知

ρN,ε[fl] → ρN,ε 在 L2((0, T );L2) 中.

故

K2 → 0, 当 l → ∞ 时.

对于 K3, 分部积分后可得

K3 = −
∫ T

0

∫
R2N

fl(xi)D
2Φ̃ε ∗xi (ρ

N,εφ)dx1dx2 · · · dxNdt

−
∫ T

0

∫
R2N

∇Φ̃ε ∗ (∇xiρ
N,εφ)fl(xi)dx1dx2 · · · dxNdt.

根据

fl ⇀ f̃ 在 X 中,

可知

K3 → −
∫ T

0

∫
R2N

f̃(xi)D
2Φ̃ε ∗xi (ρ

N,εφ)dx1dx2 · · · dxNdt

−
∫ T

0

∫
R2N

∇Φ̃ε ∗ (∇xiρ
N,εφ)f̃(xi)dx1dx2 · · · dxNdt.

由此可知 ρN,ε 满足给定控制函数 f̃ 的方程, 即 ρN,ε = ρN,ε[f̃ ].
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为了证明极限 (2.1), 即 JN (f̃) = liml→∞ JN (fl) 成立, 首先给出 ρN,ε[f̃ ] 的一个粒子的边缘密度函

数 ρN,1[f̃ ] 的强收敛性.

引理 2.3 对于给定控制函数 f , 方程 (1.9) 的解 ρN,1[f ] 满足

sup
06t6T

(∥ρN,1[f ]∥2L2 + ∥|x|ρN,1[f ]∥2L2) +

∫ T

0

∥∇ρN,1[f ]∥2L2dt 6 C(ε).

证明 方程 (1.9) 的两端同乘以 ρN,1[f ] 并积分, 根据引理 3.10 有

1

2

d

dt

∫
(ρN,1[f ])2dx+

∫
R2

|∇ρN,1[f ]|2dx

=

∫
R2

(∫
R2

ρN,2(x, y)(∇Φ̃ε(x− y)−∇Φ̃ε ∗ f(x))dy
)
∇ρN,1[f ]dx

6 ∥∇Φ̃ε∥L∞∥ρN,1[f ]∥L2∥∇ρN,1[f ]∥L2 + ∥∇Φ̃ε ∗ f∥L∞∥ρN,1[f ]∥L2∥∇ρN,1[f ]∥L2

6 1

2
∥∇ρN,1[f ]∥2L2 + C(ε)∥ρN,1[f ]∥2L2 . (2.7)

对 (2.9) 应用 Gronwall 不等式可得

sup
06t6T

∥ρN,1[f ]∥2L2 +

∫ T

0

∥∇ρN,1[f ]∥2L2dt 6 C(ε). (2.8)

下面作二阶矩的估计. 方程 (1.9) 两端同乘 |x|2 并积分可得

d

dt

∫
R2

|x|2ρN,1[f ]dx = 2 + 2

∫
R2

(∫
R2

ρN,2(x, y)(∇Φ̃ε(x− y)−∇Φ̃ε ∗ f(x))dy
)
· xdx

6 ∥∇Φ̃ε∥L∞

∫
R2

ρN,1[f ]|x|dx+

∫
R2

|x|ρN,1[f ]∇Φ̃ε ∗ fdx+ 2

6 ∥|x|
√
ρN,1[f ]∥2L2 + C(ε). (2.9)

对 (2.8) 应用 Gronwall 不等式可得

sup
06t6T

∥|x|
√
ρN,1[f ]∥2L2 6 C(ε). (2.10)

结合不等式 (2.8) 和 (2.10) 即可完成该引理的证明.

有了上述准备工作, 可以得到粒子模型控制问题的极小子存在性.

引理 2.4 对于极小化序列 fl, 有

lim
l→∞

JN [fl] = JN [f̃ ].

证明 根据 (1.10) 可知 fl 和 f̃ 所对应的功效泛函分别为

JN [fl] =

∫ T

0

∫
R2N

∥jε ∗ µN − z∥rL∞ρN [fl]dx1dx2 · · · dxNdt+

∫ T

0

∫
R2

flρ
N,1[fl]dxdt, (2.11)

JN [f̃ ] =

∫ T

0

∫
R2N

∥jε ∗ µN − z∥rL∞ρN [f̃ ]dx1dx2 · · · dxNdt+

∫ T

0

∫
R2

f̃ρN,1[f̃ ]dxdt. (2.12)

(2.11) 和 (2.12) 相减可得

JN [fl]− JN [f̃ ] =

∫ T

0

∫
R2N

∥jε ∗ µN − z∥rL∞(ρN [fl]− ρN [f̃ ])dx1dx2 · · · dxNdt
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+

∫ T

0

∫
R2

(flρ
N,1[fl]− f̃ρN,1[f̃ ])dxdt

=: L1 + L2.

根据引理 2.1、A.2 以及 Aubin-Lions 定理可知

ρN,ε[fl] → ρN,ε[f̃ ] 在 L1((0, T );L1(R2N )) 中.

由于

|∥jε ∗ µN − z∥rL∞(R2)(t, x1, . . . , xN )| 6 ess sup
x∈R2

∣∣∣∣ 1N
N∑
i=1

jε(x− xi)

∣∣∣∣+ ∥z∥L∞ 6 1

ε2
+ ∥z∥L∞ ,

所以

|L1| → 0, 当 l → ∞ 时. (2.13)

对于 L2 的处理, 首先利用三角不等式有

L2 6
∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
R2

fl(ρ
N,1[fl]− ρN,1[f̃ ])dxdt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
R2

(fl − f̃)ρN,1[f̃ ]dxdt

∣∣∣∣
6 ∥fl∥Lp(0,T ;L∞)∥ρN,1[fl]− ρN,1[f̃ ]∥Lp′ (0,T ;L1(R2)) +

∣∣∣∣ ∫ T

0

∫
R2

(fl − f̃)ρN,1[f̃ ]dxdt

∣∣∣∣.
根据引理 A.2、2.3 以及 Aubin-Lions 定理可知

ρN,1[fl] → ρN,1[f̃ ] 在 Ll((0, T );Ll(R2)) (l ∈ [1, 2]) 中.

同时根据引理 2.3 知

ρN,1[f̃ ] ∈ Ll((0, T );Ll) (l ∈ [1, 2]).

由 fl 的弱收敛性, 有

|L2| → 0, 当 l → ∞ 时. (2.14)

结合 (2.13) 和 (2.14) 可知

lim
l→∞

JN (fl) = JN (f̃).

证毕.

3 偏微分方程部分的证明

关于无控制项的方程 (1.1) 的解在次临界情形, 即 χ < 8π, f = 0 的情形下, 已经有文献得出有界

解的存在性, 这里效仿文献 [6] 中的技巧得到类似结果. 为了行文方便, 仅给出相应的先验估计, 具体

存在性的证明参见文献 [6].

本节主要完成的是偏微分方程部分的正则性估计, 同时给出命题 1.2 和 1.3 的证明. 为了完成这

两个命题的证明, 首先需要建立原偏微分方程解的正则性估计, 即方程 (1.1) 的解 ρ ∈ L1((0, T );L∞)

∩L2((0, T );H2). 关于 ρ的正则性估计,需依赖于方程 (1.1)的熵的有界性,即 ρ| log ρ| ∈ L∞((0, T );L1).

为了记号方便, 本节省略符号 [f ], 即简化 ρ[f ] 为 ρ.
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3.1 先验估计和命题 1.2 的证明

首先给出解 ρ 的二阶矩的有界性证明.

引理 3.1 假设 ρ 在时间 [0, T ] 上是方程 (1.1) 的解且满足 (1.3) 和 (1.4), 则对于任意 t ∈ [0, T ],

都有 ∫
R2

|x|2ρdx 6 C(t)

(∫
R2

|x|2ρ0dx+ 4

(
1− χ

8π

)
t+ 2χ∥l∥L2(0,t)

)
,

其中 l 来自于控制函数空间 (1.2).

证明 取 |x|2 为方程 (1.1)1 的实验函数. 事实上, 下述过程可以通过利用它的逼近函数列严格

化, 即取 φε(|x|) 是具有紧支集的光滑函数且满足

φR → |x|2, 当 R → 0 时,

|DφR| 6
C

R
, |D2φR| 6

C

R
.

为简单起见,直接作如下估计.将方程的两端同时乘以 |x|2 并积分,注意到控制函数 f 具有紧支集,再

利用引理 A.1 可以得到

d

dt

∫
R2

ρ|x|2dx =

∫
R2

ρ∆|x|2dx+ χ

∫
R2

ρ∇Φ ∗ (ρ− f) · ∇|x|2dx

=

∫
R2

ρ∆|x|2dx− χ

4π

∫∫
R2×R2

∇(|x|2 − |y|2) · (x− y)

|x− y|2
ρ(x)ρ(y)dxdy

− χ

∫
R2

ρ(∇Φ ∗ f)∇|x|2dx

6 4− χ

2π
− 2χ

∫
R2

ρ(∇Φ ∗ f) · xdx

6 4

(
1− χ

8π

)
+ 2χ∥|x|√ρ∥L2∥√ρ∥L2∥∇Φ ∗ f∥L∞

6 4

(
1− χ

8π
+

1

2
χ(∥f∥2L1 + ∥f∥2L∞)

)
+ ∥|x|√ρ∥2L2 . (3.1)

注意到 ∥f∥L2((0,T );W 1,q) 6 ∥l∥L1(0,T ), 对上述不等式 (3.1) 应用 Gronwall 不等式即可完成该引理的

证明.

下面给出方程 (1.1) 的自由能 F [ρ] 的定义, 即

F [ρ] :=

∫
R2

ρ log ρdx− χ

2

∫
R2

ρ(Φ ∗ ρ)dx

=

∫
R2

ρ log ρdx+
χ

4π

∫∫
R2×R2

ρ(x)ρ(y) log |x− y|dxdy. (3.2)

下面给出方程自由能的有界性证明.

引理 3.2 假设 ρ 是方程 (1.1) 的解且满足初值 (1.3), 则有

F 6 F0 + C,

其中, F0 := F [ρ0], 常数 C 依赖于 ∥l∥L2((0,T );W 1,q).
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证明 方程 (1.1)1 可以改写为

ρt = ∇ · (ρ∇(log ρ− χc)). (3.3)

方程 (3.3) 的两端同时乘以 log ρ− χΦ ∗ ρ 并积分, 再用引理 A.1 可以得到

d

dt

(∫
R2

ρ log ρdx− χ

2

∫
R2

ρ(Φ ∗ ρ)dx
)
+ ∥√ρ∇(log ρ− χΦ ∗ ρ)∥2L2

= χ

∫
R2

ρ∇(Φ ∗ f)∇(log ρ− χΦ ∗ ρ)dx

6 χ∥√ρ∥L2∥∇(Φ ∗ f)∥L∞∥√ρ∇(log ρ− χΦ ∗ ρ)∥L2

6 1

2
∥√ρ∇(log ρ− χΦ ∗ ρ)∥2L2 + C(∥f∥2L1 + ∥f∥2L∞). (3.4)

对上述估计 (3.4) 两端直接关于时间积分可完成该引理的证明.

下面给出对于熵估计有很大帮助作用的 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式.

引理 3.3 假设 g ∈ L1(R2) 是非负函数且满足 g log g ∈ L1(R2) 和 g log(1 + |x|2) ∈ L1(R2). 假设∫
R2 gdx = M , 则有 ∫

R2

g log gdx+
2

M

∫∫
R2×R2

g(x)g(y) log |x− y|dxdy > −C(M),

其中 C(M) := M(1 + log π − logM).

如下从熵估计推导出解的有界性估计取自文献 [6]. 由于控制项的加入, 部分细节有所不同, 为本

文的证明的完整性, 将这一估计详细列出, 即下面的引理给出了
∫
R2 ρ log ρdx 的有界性证明.

引理 3.4 假设 χ < 8π, 则有如下的熵估计:

− log[π(1 + e2t)]−K 6
∫
R2

ρ log ρdx 6 8π(F0 + C) + χ(1 + log π)

8π − χ
,

其中 K := max{
∫
R2 |x|2ρ0dx+ 2χ, 1

2π (8π − χ)}.

证明 一方面, 由自由能的定义 (3.2) 和引理 3.2 可知, 对于 θ ∈ (0, 1), 有

(1− θ)

∫
R2

ρ log ρdx+ θ

(∫
R2

ρ log ρdx+
χ

4πθ

∫∫
R2×R2

ρ(x)ρ(y) log |x− y|dxdy
)

6 F0 + C. (3.5)

根据引理 3.3,由于考虑的是概率密度函数,即 M = 1,这时引理 3.3中的常数 C(1) = 1+ log π,所以取

χ

4πθ
= 2 ⇒ θ =

χ

8π
.

将上述解得到的 θ 代入估计 (3.5), 有(
1− χ

8π

)∫
R2

ρ log ρdx− χ

8π
(1 + log π) 6 F0 + C,

即 ∫
R2

ρ log ρdx 6 8π(F0 + C) + χ(1 + log π)

8π − χ
. (3.6)
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另一方面, 通过引理 3.1, 有

1

1 + e2t

∫
R2

|x|2ρdx 6 K. (3.7)

定义函数

µ :=
1

π(1 + e2t)
exp

(
− |x|2

1 + e2t

)
,

借助 (3.7),
∫
R2 ρ log ρdx 可以有如下估计:∫

R2

ρ log ρdx > 1

1 + e2t

∫
R2

|x|2ρdx−K +

∫
R2

ρ log ρdx

=

∫
R2

ρ log

(
ρ

e
− |x|2

1+e2t

)
dx−K

=

∫
R2

ρ

µ
log

(
ρ

µ

)
µdx− log(π(1 + e2t))−K. (3.8)

根据 Jensen 不等式易得 ∫
R2

ρ

µ
log

(
ρ

µ

)
µdx > X logX = 0, (3.9)

其中 X =
∫
R2

ρ
µµdx = 1. 结合不等式 (3.8) 和 (3.9), 可以得到熵的下界估计, 即

− log[π(1 + e2t)]−K 6
∫
R2

ρ log ρdx. (3.10)

结合不等式 (3.6) 和 (3.10) 即可完成该引理的证明.

在上述引理的基础上, 即可给出熵的有界性证明.

引理 3.5 假设 ρ ∈ L1
+(R2) 且

∫
R2 ρ log ρdx 和

∫
R2 |x|2ρdx 有界, 则有如下的估计:∫

R2

ρ| log ρ|dx 6
∫
R2

ρ(log ρ+ |x|2)dx+ 2 log(2π)

∫
R2

ρdx+
2

e
.

借助引理 3.5 关于熵的有界性证明, 即可给出方程 (1.1) 解 ρ 的 L2 估计.

引理 3.6 假设方程 (1.1) 的解满足初值 (1.3), 则有

∥ρ∥L∞L2 6 C.

证明 方程 (1.1)1 的两端同时乘以 ρ 并积分, 可得

1

2

d

dt

∫
R2

ρ2dx = −
∫
R2

|∇ρ|2dx+ χ

∫
R2

ρ∇ρ∇cdx

= −
∫
R2

|∇ρ|2dx− χ

2

∫
R2

ρ2∆cdx

= −
∫
R2

|∇ρ|2dx+
χ

2

∫
R2

ρ2(ρ− f)dx

= −
∫
R2

|∇ρ|2dx+
χ

2

∫
R2

ρ3dx− χ

2

∫
R2

ρ2fdx. (3.11)
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根据 Gagliardo-Nirenberg 不等式, 有

∥ρ∥L3 6 KG∥ρ∥
1
3

L1∥∇ρ∥
2
3

L2 . (3.12)

将 (3.12) 代入 (3.11) 可得

1

2

d

dt

∫
R2

ρ2dx 6
(
χ

2
KG − 1

)
∥∇ρ∥2L2 −

χ

2

∫
R2

ρ2fdx

6
(
χ

2
KG − 1

)
∥∇ρ∥2L2 +

χ

2
∥ρ∥2L4∥f∥L2

6
(
χ

2
KG − 1

)
∥∇ρ∥2L2 +

χ

2
η∥∇ρ∥2L2 + Cη∥ρ∥2L2∥f∥2L2 .

若 χ
2KG − 1 + χ

2 η 6 0, 即 χ 6 2
KG+η , 则易得

d

dt
∥ρ∥2L2 6 2Cη∥ρ∥2L2∥f∥2L2 . (3.13)

对上述估计 (3.13) 应用 Gronwall 不等式即可得

∥ρ∥2L2 6 CC0. (3.14)

若 χ > 2
KG+η , 此时需要将积分区域进行划分后重新计算 ∥ρ∥L2 . 假设 K > 1 是一个常数, 则 ∥ρ∥2L2 可

写为 ∫
R2

ρ2dx =

∫
ρ6K

ρ2dx+

∫
ρ>K

ρ2dx =: I1 + I2.

对于 I1, 因为 ρ 有界且积分区域有界, 考虑到 ρ 是概率密度函数, 故有

I1 6
∫
ρ6K

ρ2dx 6 K

∫
ρ6K

ρdx 6 K. (3.15)

对于 I2, 令

M(K) =

∫
ρ>K

ρ log ρ
1

log ρ
dx 6 1

logK

∫
ρ>K

ρ log ρdx 6 1

logK

∫
R2

|ρ log ρ|dx. (3.16)

方程 (1.1)1 的两端同时乘以 (ρ−K)+ 并积分有

1

2

d

dt

∫
R2

(ρ−K)2+dx+ 2

∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx

= χ

∫
R2

(ρ−K)2+(ρ− f)dx+ 2χK

∫
R2

(ρ−K)+(ρ− f)dx

= 3χK

∫
R2

(ρ−K)2+dx+ χ

∫
R2

(ρ−K)3+dx− χ

∫
R2

(ρ−K)2+fdx

+ 2χK2

∫
R2

(ρ−K)+dx− 2χK

∫
R2

(ρ−K)+fdx

=: 3χK

∫
R2

(ρ−K)2+dx+
4∑

i=1

I2,i. (3.17)
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首先估计 I2,1. 再次利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式 (3.12) 和 (3.16), 有

I2,1 6 χ

∫
R2

(ρ−K)+dx

∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx

6 χ

logK

∫
R2

|(ρ−K)+ log ρ|dx
∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx.

6 χ

logK

∫
R2

|ρ log ρ|dx
∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx.

其次估计 I2,2. 通过 Gagliardo-Nirenberg 不等式、Hölder 不等式和 Young 不等式有

I2,2 6 χ∥(ρ−K)+∥2L4∥f∥L2 6 η∥∇(ρ−K)+∥2L2 + Cηχ
2∥(ρ−K)+∥2L2∥f∥2L2 .

然后估计 I2,3. 对积分区域进行划分后计算可得

I2,3 = 2χK2

(∫
K<ρ6K+1

(ρ−K)+dx+

∫
ρ>K+1

(ρ−K)+dx

)
6 2χK2

(
1

K
+

∫
ρ>K+1

(ρ−K)2+dx

)
6 2χK2

(
1

K
+

∫
R2

(ρ−K)2+dx

)
.

最后估计 I2,4. 根据 Hölder 不等式, 有

I2,4 6 2χK∥(ρ−K)+∥L2∥f∥L2 6 2χK(∥(ρ−K)+∥2L2 + ∥f∥2L2).

令 η = 1
2 , 同时取 K 充分大, 使得

−3

2

∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx+
χ

logK

∫
R2

|ρ log ρ|dx
∫
R2

|∇(ρ−K)+|2dx 6 0.

将上述关于 I2,i (i = 1, . . . , 4) 的估计代入 (3.17), 得到

d

dt
∥(ρ−K)+∥2L2 6 2χK

(
1 +K +

1

2K
∥f∥2L2

)
∥(ρ−K)+∥2L2 + 2χK(∥f∥2L2 + 1). (3.18)

对 (3.18) 应用 Gronwall 不等式即可得

∥(ρ−K)+∥2L2 6 C. (3.19)

对于任意 x > λ > 1, 有如下的事实:

x2 6
(

λ

λ− 1

)
(x− 1)2. (3.20)

结合 (3.19) 和 (3.20), 容易证得∫
ρ>K

ρ2dx 6
∫
K<ρ6λK

ρ2dx+

∫
ρ>λK

ρ2dx

6 λK +

(
λ

λ− 1

)
K2

∫
ρ>λK

(
ρ

K
− 1

)2

dx
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6 λK +

(
λ

λ− 1

)∫
R2

(ρ−K)2+dx

6 C. (3.21)

结合 (3.15) 和 (3.21) 即可完成该引理的证明.

下面利用 Moser-Alikakos 迭代给出解的进一步估计. 众所周知, 如下的迭代引理成立.

引理 3.7 (Moser-Alikakos 迭代, 参见文献 [38, 引理 3.7]) 假设 j, j∗ ∈ N+. 对于任意 j > j∗, d

为空间维数, 可测函数 g(x, t) 满足

sup
t>0

∫
Rd

|g(t)|2
j+1

dx 6 max

{
C1δ

j

(
sup
t>0

∫
Rd

|g(t)|2
j

dx

)2

, C2

∫
Rd

|g(0)|2
j+1

dx, 1

}
,

sup
t>0

∥g(t)∥
L2j

∗ 6 M1 和 ∥g(0)∥L∞ 6 M2,

其中 C1、C2、δ、M1 和 M2 是正数. 则有

sup
t>0

∥g(t)∥L∞ 6 C
1

2j
∗

1 δ
j∗+1

2j
∗ K,

其中 K := max{M1, C2(M1 +M2), 1}.
引理 3.8 假设方程 (1.1) 的初值 ρ0 满足 (1.3), f 取自控制函数空间 X, 则方程 (1.1) 的解满足

如下估计:

∥ρ∥L∞((0,T );L∞) 6 C.

证明 令 pk = 2k+1,方程 (1.1)1的两端同时乘以 pkρ
pk−1并积分,再利用Hardy不等式、Gagliardo-

Nirenberg 不等式

∥ρ∥L4 6 KG∥ρ∥
1
4

L1∥∇ρ∥
3
4

L2

以及引理 3.6, 得到

d

dt

∫
R2

ρpkdx+
4(pk − 1)

pk

∫
R2

|∇ρ
pk
2 |2dx

= 2(pk − 1)χ

∫
R2

ρ
pk
2 ∇c∇ρ

pk
2 dx

6 2pkχ∥ρ
pk
2 ∥L4∥∇c∥L4∥∇ρ

pk
2 ∥L2

6 2pkχ∥ρ
pk
2 ∥L4∥∇Φ ∗ (ρ− f)∥L4∥∇ρ

pk
2 ∥L2

6 2pkχ∥ρ
pk
2 ∥L4(∥ρ∥

L
4
3
+ ∥f∥

L
4
3
)∥∇ρ

pk
2 ∥L2

6 1

2
∥∇ρ

pk
2 ∥2L2 + C(χ)(2pk)

2∥ρ
pk
2 ∥2L4(∥ρ∥

L
4
3
+ ∥f∥

L
4
3
)2

6 ∥∇ρ
pk
2 ∥2L2 + C(χ)(2pk)

8∥ρ
pk
2 ∥2L1(1 + ∥f∥8

L
4
3
). (3.22)

再次利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式有

∥ρ∥L2 6 ∥ρ∥
1
2

L1∥∇ρ∥
1
2

L2 6 ∥ρ∥L1 + ∥∇ρ∥L2 , (3.23)
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并注意到 4(pk−1)
pk

> 2, (3.22) 可写为

d

dt
∥ρ

pk
2 ∥2L2 6 −∥∇ρ

pk
2 ∥2L2 + C(2pk)

8∥ρ
pk
2 ∥2L1(1 + ∥f∥8

L
4
3
)

6 −∥ρ
pk
2 ∥2L2 + C(2pk)

8∥ρ
pk
2 ∥2L1(1 + ∥f∥8

L
4
3
),

即

d

dt
∥ρ∥pk

Lpk 6 −∥ρ∥pk

Lpk + C(2pk)
8(∥ρ∥pk−1

Lpk−1)
2(1 + ∥f∥8

L
4
3
). (3.24)

方程 (3.24) 的两端同时乘以 et 后关于时间 t 积分, 可得

∥ρ∥pk

Lpk 6 C(2pk)
8(1− e−t) sup

t>0
(∥ρ∥pk−1

Lpk−1)
2 + e−t∥ρ0∥pk

Lpk

6 max
{
C1(2pk)

8 sup
t>0

(∥ρ∥pk−1

Lpk−1), C2∥ρ0∥pk

Lpk , 1
}
. (3.25)

故根据引理 3.7 可知

∥ρ∥L∞((0,T );L∞) 6 C.

由此可知该引理成立.

下面给出关于方程 (1.1) 的解的高阶正则性估计.

引理 3.9 假设初值 ρ0 满足 (1.3), 则方程 (1.1) 的解满足

∥∇ρ∥L∞((0,T );L2) 6 C.

证明 方程 (1.1)1 的两端同时乘以 ∆ρ 并积分, 再利用引理 A.1、3.6、插值不等式、Gagliardo-

Nirenberg 不等式和 Hölder 不等式, 可得

1

2

d

dt

∫
R2

|∇ρ|2dx+

∫
R2

|∆ρ|2dx

= χ

∫
R2

∇ρ · ∇c∆ρdx+ χ

∫
R2

ρ∆c∆ρdx

6 ∥∇ρ∥L4∥∇c∥L4∥∆ρ∥L2 + ∥ρ∥L4∥∆c∥L4∥∆ρ∥L2

6 ∥∇ρ∥
1
2

L2∥∆ρ∥
3
2

L2∥ρ− f∥
L

4
3
+ ∥ρ∥

1
2

L2∥∇ρ∥
1
2

L2∥ρ− f∥L4∥∆ρ∥L2

6 1

2
∥∆ρ∥2L2 + C(1 + ∥f∥2L1∥f∥2L2 + ∥f∥4L4)∥∇ρ∥2L2 + C. (3.26)

对 (3.26) 应用 Gronwall 不等式即可完成该引理的证明.

以上的引理主要是关于方程 (1.1)的解的正则性估计,这些引理有助于后面命题 1.2的证明. 但在

完成命题 1.2的证明之前, 还需要分别给出 Φ− Φ̃和 Φ−Φε 的估计.首先给出在后面常用到的关于 Φ̃

的估计.

引理 3.10 对于任意 g ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2), 有

∥∇(Φ̃ ∗ g)∥L∞ 6 C(∥g∥L1 + ∥g∥L∞),

其中 Φ̃ 的定义见 (1.5).
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证明 根据 Φ̃ 的定义, 可以将 ∇(Φ̃ ∗ g) 进行如下的分解:

∇Φ̃ ∗ g(x) =
∫
R2

∇Φ̃(x− y)g(y)dy

=

∫
|x−y|<2ε

∇Φ̃(x− y)g(y)dy +

∫
2ε6|x−y|<1

∇Φ̃(x− y)g(y)dy +

∫
|x−y|>1

∇Φ̃(x− y)g(y)dy

=
1

4πε

∫
|x−y|<2ε

g(y)dy +
1

2π

∫
2ε6|x−y|<1

1

|x− y|
g(y)dy +

1

2π

∫
|x−y|>1

1

|x− y|
g(y)dy

6 C(∥g∥L1 + ∥g∥L∞).

以上即可完成该引理的证明.

由 Φ 和 Φ̃ 的定义容易发现,

∇(Φ− Φ̃)(x) =


0, |x| > 2ε,
1

4πε

xi

|x|
− 1

2π

xi

|x|2
, |x| < 2ε,

(3.27)

即 ∇(Φ− Φ̃) 只在球的内部有定义. 由此很容易得到如下引理.

引理 3.11 对于任意 g ∈ L∞(R2), 有

∥∇((Φ− Φ̃) ∗ g)∥L∞ 6 ε∥g∥L∞ .

证明 通过表达式 (3.27) 容易得出

∇((Φ− Φ̃) ∗ g) = 1

4πε

∫
|x−y|<2ε

xi − yi
|x− y|

g(y)dy − 1

2π

∫
|x−y|<2ε

xi − yi
|x− y|2

g(y)dy 6 ε∥g∥L∞ .

以上即完成了该引理的证明.

下面给出牛顿势 Φ 以及其磨光后的势 Φε 之间的差的估计.

引理 3.12 对于任意 g ∈ W 1,q(R2), q > 2, 有

∥∇((Φε − Φ) ∗ g)∥L∞ 6 ε∥g∥W 1,q .

证明 根据卷积的性质, 可以将 ∇((Φε − Φ) ∗ g) 表示为

∇((Φε − Φ) ∗ g) = jε ∗ (∇Φ ∗ g)−∇Φ ∗ g.

令 h = ∇Φ ∗ g, 则考虑 jε ∗ h− h. 利用微分中值定理, 有如下的估计:

jε ∗ h− h =

∫
R2

Jε(x− y)(h(y)− h(x))dy

6
∫
R2

Jε(x− y)∇h(ξ) · (y − x)dy

6 ε∥∇h∥L∞ , (3.28)

其中 ξ 是介于 x与 y 之间的某个点. 在 (3.28)中代入 h = ∇Φ∗ g,再结合 Sobolev嵌入定理和 Poisson

方程的 W 2,p 理论, 对于 q > 2, 有

∥∇(Φε − Φ) ∗ g∥L∞ 6 ε∥D2Φ ∗ g∥L∞ 6 ε∥D2Φ ∗ g∥W 1,q 6 ε∥g∥W 1,q ,

即该引理证毕.
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基于引理 3.10–3.12, 可以完成关于方程 (1.1) 的解 ρ 和光滑化后的方程 (1.11) 的解 ρε 之间差的

估计, 即命题 1.2 的证明.

命题 1.2 的证明 令 u = ρε − ρ, 将方程 (1.1) 和 (1.11) 相减, 可得

ut −∆u = χ(∇ · (ρε∇cε)−∇ · (ρ∇c))

= χ∇ · (u∇Φ̃ε ∗ u) + χ∇ · (u∇Φ̃ε ∗ (ρ− f))

+ χ∇ · (ρ∇Φ̃ε ∗ u) + χ∇ · (ρ∇(Φ̃ε − Φ) ∗ (ρ− f)). (3.29)

注意到 u 的初值为 0, 可以将方程 (3.29) 改写为

u =

∫ t

0

∇G ∗ (u∇Φ̃ε ∗ u+ u∇Φ̃ε ∗ (ρ− f) + ρ∇Φ̃ε ∗ u+ ρ∇(Φ̃ε − Φ) ∗ (ρ− f))ds =:
4∑

i=1

Li.

其中 G(t, x) = e−
x2

4t

4πt 是热方程的基本解. 下面要估计 ∥u∥Lp (p = 1或者 p = ∞). 首先对 L1 进行估计.

利用卷积型的 Young 不等式、引理 3.10 以及热核的衰减估计有

∥L1∥Lp 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G ∗ u(∇Φ̃ε ∗ u)∥Lpds

6 C(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥u∥Lp∥∇Φ̃ε ∗ u∥L∞ds

6 C(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥u∥Lp(∥u∥L1 + ∥u∥L∞)ds.

同样利用卷积型的 Young 不等式、引理 3.10 以及热核的衰减估计, 对 L2 和 L3 进行估计如下:

∥L2∥Lp 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G ∗ (u∇Φ̃ε ∗ (ρ− f))∥Lpds

6 C(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥u∥Lp∥∇Φ̃ε ∗ (ρ− f)∥L∞ds

6 C(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥u∥Lp(∥ρ∥L1∩L∞ + ∥f∥L1∩L∞)ds

和

∥L3∥Lp 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G ∗ (ρ∇Φ̃ε ∗ u)∥Lpds

6 C(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥ρ∥Lp∥∇Φ̃ε ∗ u∥L∞ds

6 C(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥ρ∥Lp∥u∥L1∩L∞ds.

最后利用 Φ̃ε − Φε 和 Φε − Φ 对 L4 进行估计. 首先对 L4 进行分解如下:

∥L4∥Lp 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G ∗ (ρ∇(Φ̃ε − Φε) ∗ (ρ− f))∥Lpds

+ C(t)

∫ t

0

∥∇G ∗ (ρ∇(Φε − Φ) ∗ (ρ− f))∥Lpds
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=: L41 + L42.

对于 L41, 根据引理 3.11、卷积型的 Young 不等式以及热核的估计, 可得

L41 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥ρ∥Lp∥jε ∗ (∇(Φ̃− Φ) ∗ (ρ− f))∥L∞ds

6 εC(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥ρ∥Lp(∥ρ∥L∞ + ∥f∥L∞)ds.

对于 L42, 同样根据引理 3.12、卷积型的 Young 不等式以及热核的衰减估计, 可得

L42 6 C(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥ρ∥Lp∥∇(Φε − Φ) ∗ g∥L∞ds

6 εC(t)

∫ t

0

∥∇G∥L1∥ρ∥Lp∥D2Φ ∗ (ρ− f)∥L∞ds

6 εC(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥ρ∥Lp∥ρ− f∥W 1,qds.

综合上述关于 Li (i = 1, . . . , 4) 的估计, 利用 Sobolev 嵌入不等式有

∥u∥L1 + ∥u∥L∞ 6 C(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 (1 + ∥ρ∥L1∩L∞ + ∥f∥L1∩L∞)(∥u∥L1 + ∥u∥L∞)ds

+ εC(t)

∫ t

0

(t− s)−
1
2 ∥ρ∥L1∩L∞(∥ρ∥W 1,q + ∥f∥W 1,q )ds. (3.30)

对关系式 (3.30) 应用 Gronwall 不等式以及引理 3.6、3.8 和 3.9 即可完成该命题的证明.

3.2 解对控制函数的连续依赖性, 命题 1.3 的证明

由于 fN 在 Lp((0, T );W 1,q) 中弱收敛到 f , 所以 ∥fN∥Lp((0,T );W 1,q) 一致有界. 由上一小节的一系

列一致估计有

∥ρ[fN ]∥L∞((0,T );L∞) 6 C(t),

其中 C(t) 不依赖于 fN 的选取. 所以存在它的一个子列 ρ[fNk
] 和函数 ρ 使得

ρ[fNk
]

∗
⇀ ρ 在 L∞((0, T );L∞) 中.

另外由估计

∥ρ[fN ]∥L∞((0,T );L2) + ∥ρ[fN ]∥L2((0,T );H1) 6 C(t),

结合方程得到 ∥∂tρ[fN ]∥L2((0,T );H−1). 由二阶矩估计 ∥|x|2ρ[fN ]∥L∞((0,T );L1), 应用 Aubin-Lions 紧性引

理得到其存在如下强收敛子列:

ρ[fNk
] → ρ 在 Ls((0, T );L2) 中, ∀ s ∈ [1,∞).

不失一般性,仍然沿用此同样的符号表示上述子列中收敛到 ρ的子列. 余下只需要证明这个极限函数 ρ

就是由极限控制函数给出的解, 即 ρ = ρ[f ].
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由 fNk
所决定的 ρ[fNk

] 在分部意义下满足如下的方程, 即对于任意测试函数 φ ∈ L2((0, T );H1),

都有∫ T

0

∫
R2

ρ[fNk
]φdxdt = −

∫ T

0

∫
R2

∇ρ[fNk
]∇φdxdt+ χ

∫ T

0

∫
R2

ρ[fNk
]∇Φ ∗ (ρ[fNk

]− fNk
)∇φdxdt.

根据 ρ[fNk
] 的弱收敛性有 ∫ T

0

∫
R2

ρ[fNk
]φdxdt →

∫ T

0

∫
R2

ρφdxdt

和 ∫ T

0

∫
R2

∇ρ[fNk
]∇φdxdt →

∫ T

0

∫
R2

∇ρ∇φdxdt.

最后一项的收敛可以表示为

χ

∫ T

0

∫
R2

(ρ[fNk
]∇Φ ∗ (ρ[fNk

]− fNk
)− ρ∇Φ ∗ (ρ− f))∇φdxdt

= χ

∫ T

0

∫
R2

(ρ[fNk
]− ρ)∇Φ ∗ (ρ[fNk

]− fNk
)∇φdxdt

+ χ

∫ T

0

∫
R2

ρ∇Φ ∗ (ρ[fNk
]− fNk

− (ρ− f))∇φdxdt

6 C∥ρ[fNk
]− ρ∥

L
2p

p−2 (0,T ;L2)
∥∇Φ ∗ (ρ[fNk

]− fNk
)∥Lp(0,T ;L∞)∥∇φ∥L2(0,T ;L2)

+ χ

∫ T

0

∫
R2

(ρ[fNk
]− fNk

− (ρ− f))∇Φ ∗ (ρ∇φ)dxdt

→ 0.

上述极限中用到了 ρ[fNk
] 的强收敛和 fN 的弱收敛, 故有

ρ = ρ[f ].

4 平均场极限部分的证明

本节分为两小节, 第一小节证明命题 1.4, 即 N 粒子模型 (1.6) 与 (1.12) 之间的依概率收敛. 第二

小节利用相对熵方法证明平均场极限的强收敛, 即证明命题 1.5.

4.1 依概率收敛

在开始计算之前, 给出停时 τ(ω) 的概念:

τ(ω) = inf
{
t ∈ (0, T ]

∣∣∣ max
16i6N

|XN,ε
i (t)− X̄ε

i (t)| > N−α
}
.

基于以上停时的概念, 容易得出如下随机过程:

S(ω, t) = N2αk max
16i6N

|(XN,ε
i − X̄ε

i )(t ∧ τ)|2k 6 1.

下面的一般形式的大数定律是证明中的关键.
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引理 4.1 (参见文献 [29, 引理 2.1]) 假设 (Ȳi)i=1,...,N 是独立同分布的随机变量, v ∈ L1(R2) 是

其分布函数的密度, 函数 U ∈ L∞(R2) 给定, 考虑集合

Ai
θ(U, v) =

{
ω ∈ Ω :

∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

U(Ȳ i − Ȳ j)− U ∗ v(Y i)

∣∣∣∣ > 1

Nθ

}
,

令 AN
θ (U, v) =

∩N
i=1 Ai

θ(U, v). 则对于任意 k̃ > 1, 如下估计成立:

P(AN
θ (U, v)) 6 N max

16i6N
P(Ai

θ(U, v)) 6 N2k̃(θ− 1
2 )+1C(k̃)∥U∥2k̃L∞ .

接下来给出势函数 Φ̃ 的估计.

引理 4.2 对于任意 g ∈ L1 ∩ L∞, 有

∥|∇2Φ̃| ∗ g∥L∞ 6 C(∥g∥L1 − ln 2ε∥g∥L∞).

证明 根据 Φ̃ 的定义, 有

|∇2Φ̃| ∗ g 6
∫
2ε<|x−y|<1

1

|x− y|2
g(y)dy +

∫
|x−y|>1

1

|x− y|2
g(y)dy 6 −C ln 2ε∥g∥L∞ + ∥g∥L1 .

故有

∥|∇2Φ̃| ∗ g∥L∞ 6 −C ln 2ε∥g∥L∞ + ∥g∥L1 .

证毕.

命题 1.4 的证明 对于任意固定的控制函数 f̃N ,假设 XN,ε
i 和 X̄ε

i 分别是方程 (1.6)和 (1.12)的

解, 定义停时 τ(ω) 为

τ(ω) = inf
{
t ∈ (0, T ]

∣∣∣ max
16i6N

|XN,ε
i (t)− X̄ε

i (t)| > N−α
}
.

通过停时的定义, 定义截断过程 S(ω, t) 为

S(ω, t) = N2αk max
16i6N

|(XN,ε
i − X̄ε

i )(t ∧ τ)|2k 6 1,

其中 k ∈ N 将通过后续证明来确定. 通过 Markov 不等式有

sup
06t6T

P
(

max
16i6N

|XN,ε
i − X̄ε

i | > N−α
)
6 sup

06t6T
P(St = 1) 6 sup

06t6T
E(St).

对于任意 t ∧ τ , 注意到 XN,ε
i 和 X̄ε

i 满足如下方程:

XN,ε
i (t ∧ τ)−XN,ε

i (0) =

∫ t∧τ

0

∇Φ̃ε ∗ µN (XN,ε
i (s))ds+

∫ t∧τ

0

∇Φ̃ε ∗ f̃N (XN,ε
i (s))ds+

∫ t∧τ

0

√
2dW i

s (4.1)

和

X̄ε
i (t ∧ τ)− X̄ε

i (0) =

∫ t∧τ

0

∇Φ̃ε ∗ ρε(X̄ε
i (s))ds+

∫ t∧τ

0

∇Φ̃ε ∗ f̃N (X̄ε
i (s))ds+

∫ t∧τ

0

√
2dW i

s . (4.2)
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将方程 (4.1) 和 (4.2) 作差, 同时利用 Itô 公式再取期望可得

E(S(t)) = N2αkE
(

max
16i6N

|(XN,ε
i − X̄ε

i )(t ∧ τ(ω))|2k
)

6 NαC(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

|∇Φ̃ε ∗ µN (XN,ε
i (s))−∇Φ̃ε ∗ µ̄N (X̄ε

i (s))|S(s)
2k−1
2k ds

)
+NαC(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

|∇Φ̃ε ∗ µ̄N (X̄ε
i (s))−∇Φ̃ε ∗ ρε(X̄ε

i (s))|S(s)
2k−1
2k ds

)
+NαC(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

|∇Φ̃ε ∗ f̃N (XN,ε
i (s))−∇Φ̃ε ∗ f̃N (X̄ε

i (s))|S(s)
2k−1
2k ds

)
=: K1 +K2 +K3,

其中 µ̄N = 1
N

∑N
i=1 δX̄ε

i
为 X̄ε

i 粒子的经验测度. 下面分别对 Ki (i = 1, 2, 3) 进行估计. 首先考虑 K1.

根据 Taylor 展开, 有

K1 6 NαC(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

∇2Φ̃ε(X̄
ε
i (s)− X̄ε

j (s))(X
N,ε
i −XN,ε

j − (X̄ε
i − X̄ε

j ))

∣∣∣∣S(s) 2k−1
2k ds

)

+NαC(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

∥∇3Φ̃ε∥L∞

∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

(XN,ε
i −XN,ε

j − (X̄ε
i − X̄ε

j ))

∣∣∣∣2S(s) 2k−1
2k ds

)
=: K11 +K12.

对于 K12, 有

K12 6 C(t, k)

Nα
∥∇3Φ̃ε∥L∞

∫ t

0

E(S(s))ds.

对于 K11, 有

K11 6 2NαE

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

1

N

N∑
j=1

|∇2Φ̃ε(X̄
ε
i − X̄ε

j )| max
16i6N

|XN,ε
i (s)− X̄ε

i (s)|S(s)
2k−1
2k ds

)

6 C(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

1

N

N∑
j=1

(|∇2Φ̃ε(X̄
ε
i − X̄ε

j )| − |∇2Φ̃ε| ∗ ρε(X̄ε
i ))S(s)ds

)

+ C(t, k)E

(
max

16i6N

∫ t∧τ

0

(|∇2Φ̃ε| ∗ ρε(X̄ε
i ))S(s)ds

)
=: K111 +K112.

对于 K112, 根据引理 4.2, 易得

K112 6 C(t, k)∥|∇2Φ̃ε| ∗ ρε∥L∞

∫ t

0

E(S(s))ds 6 C(t, k)(1− ln 2ε)

∫ t

0

E(S(s))ds.

对于 K111 的计算, 利用引理 4.1, 取 U = |∇2Φ̃ε|, v = ρε, 即

Aθ(|∇2Φ̃ε|, ρε) =
N∪
i=1

Ai
θ ⇒ Ac

θ(|∇2Φ̃ε|, ρε) =
N∩
i=1

(Ai
θ)

c.
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根据引理 4.1 和 4.2, K111 可以如下计算为

K111 6 C(t, k)E

(
(IAc

θ
+ IAθ

) max
16i6N

∫ t∧τ

0

(
1

N

N∑
j=1

|∇2Φ̃ε(X̄
ε
i − X̄ε

j )| − |∇2Φ̃ε| ∗ ρε(X̄ε
i )

)
S(s)ds

)

6 C(t, k)

Nθ

∫ t

0

E(S(s))ds+ C(t, k)∥∇2Φ̃ε∥L∞P(Aθ)

6 C(t, k)

∫ t

0

E(S(s))ds+ C(t, k, k̃)∥∇2Φ̃ε∥L∞∥∇2Φ̃ε∥2k̃L∞N2k̃(θ− 1
2 )+1.

事实上, 可以取 θ = 0. 再次利用引理 4.1, 定义

Aθ1(∇Φ̃ε, ρ
ε) =

N∪
i=1

Ai
θ1 ,

然后同样利用引理 4.1 和 4.2 即可完成 K2 的证明. 具体证明如下:

K2 6 N2αkC(t, k)E

(
(IAc

θ1
+ IAθ1

) max
16i6N

∫ t∧τ

0

(∇Φ̃ε ∗ µ̄N −∇Φ̃ε ∗ ρε)(X̄ε
i )

2kds+

∫ t

0

E(S(s))ds

)
6 C(t, k)N2αk

(
1

N2θ1k
+ ∥∇Φ̃ε∥2kL∞P(Aθ1)

)
+

∫ t

0

E(S(s))ds

6 C(t, k)(N (α−θ1)2k +N2αkC(k̃)∥∇Φ̃ε∥2(k+k̃)
L∞ N2k̃(θ1− 1

2 )+1) +

∫ t

0

E(S(s))ds.

最后进行 K3 的估计. 利用 Sobolev 嵌入定理和 Poisson 方程解的 W 2,p 估计, 对于 q > 2, 有

K3 6
∫ t

0

∥D2(Φ̃ε ∗ f̃N )∥L∞E(S(s))ds

6
∫ t

0

∥D2(Φ̃ε ∗ f̃N )∥W 1,qE(S(s))ds

6
∫ t

0

∥f̃N∥W 1,qE(S(s))ds

6
∫ t

0

l(s)E(S(s))ds.

综合以上关于 Ki (i = 1, 2, 3) 的估计, 有

E(S(t)) 6 C

∫ t

0

(1 +N−α∥∇3Φ̃ε∥L∞ − ln 2ε+ l(s))E(S(s))ds

+ C(t, k)N (α−θ1)2k + C(t, k, k̃)N2k̃(θ− 1
2 )+1∥∇2Φ̃ε∥2k̃+1

L∞

+ C(t, k, k̃)N2αk+2k̃(θ1− 1
2 )+1∥∇Φ̃ε∥2(k+k̃)

L∞ . (4.3)

根据 Φ̃ε 的定义, 可知

∥∇3Φ̃ε∥L∞ 6 ε−3, ∥∇2Φ̃ε∥L∞ 6 ε−2, ∥∇Φ̃ε∥L∞ 6 ε−1. (4.4)

将 (4.4) 代入 (4.3) 并注意到 ε = N−β , 可得

E(S(t)) 6 C

∫ t

0

(1 +N3β−α + lnNβ + l(s))E(S(s))ds
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+ C(t, k)N (α−θ1)2k + C(t, k, k̃)N2k̃(− 1
2+2β)+(2β+1)

+ C(t, k, k̃)N2k(α+β)+2k̃(θ1− 1
2+β)+1.

故对于任意 0 < α < 1
2 , 取 0 < β < min{α

3 ,
1
4 ,

1
2 − α} 且 θ1 ∈ (α, 1

2 − β), 则对于任意 γ > 0, 存在 k 和

k̃ 使得

E(S(t)) 6 CN−2γ + C

∫ t

0

(1 +N3β−α + lnNβ + l(s))E(S(s))ds. (4.5)

对 (4.5) 应用 Gronwall 不等式, 有

E(S(t)) 6 CN−2γ exp

{
C

∫ t

0

(1 + lnNβ + l(s))ds

}
6 C(t)N−2γ exp{lnNβCt} 6 C(t)N−γ .

此时只需取 γ > βCt 即可.

4.2 相对熵估计和命题 1.5 的证明

命题 1.5的证明是借助于如下与空间维数无关的相对熵估计、命题 4.1和 Csiszár-Kullback-Pinsker

不等式得到的, 具体参见文献 [13, 24].

所谓的多粒子问题的相对熵 H 定义如下:

H(ρN,ε | ρ⊗N ) =
1

N
HN (ρN,ε | ρ⊗N ) =

1

N

∫
R2N

ρN,ε

ρ⊗N
log

ρN,ε

ρ⊗N
· ρ⊗Ndx1dx2 · · · dxN .

命题 4.1 (相对熵估计) 假设 ε = N−β , 0 < β < β1, 则相对熵有如下估计:

H(ρN,ε | ρ⊗N ) 6 C(t)

N2β
.

证明 对于任意固定的控制函数 f̃N , 参见文献 [13] 中关于相对熵的计算, 有

d

dt
H(ρN,ε | ρ⊗N ) +

1

2N

∫
R2N

N∑
i=1

∣∣∣∣∇xi log
ρN,ε

ρ⊗N

∣∣∣∣2ρN,εdx1dx2 · · · dxN

6 1

2

∫
R2N

1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∇Φ ∗ ρ(xi)−
1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(xi − xj)

∣∣∣∣2ρN,εdx1dx2 · · · dxN

+
1

2

∫
R2N

1

N

N∑
i=1

|∇Φ̃ε ∗ f̃N (xi)−∇Φ ∗ f̃N (xi)|2ρN,εdx1dx2 · · · dxN . (4.6)

(4.6) 也可写为

d

dt
H(ρN,ε | ρ⊗N ) +

1

2N

∫
R2N

N∑
i=1

∣∣∣∣∇xi
log

ρN,ε

ρ⊗N

∣∣∣∣2ρN,εdx1dx2 · · · dxN

6 1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∇Φ ∗ ρ(XN,ε
i )− 1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(X
N,ε
i −XN,ε

j )

∣∣∣∣2)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

|∇Φ̃ε ∗ f̃N (XN,ε
i )−∇Φ ∗ f̃N (XN,ε

i )|2
)
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=: M1 +M2.

对于 M2 的估计相对容易, 根据 Sobolev 嵌入定理以及引理 3.11 和 3.12, 有

M2 6 ∥(∇Φ̃ε −∇Φε) ∗ f̃N∥2L∞ + ∥(∇Φε −∇Φ) ∗ f̃N∥2L∞

6 ε2∥f̃N∥2L∞ + ε2∥D2Φ ∗ f̃N∥2L∞ 6 ε2∥f̃N∥2W 1,q 6 ε2l2(t).

要对 M1 进行估计, 首先要先对其进行如下分解:

M1 6 1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

|∇Φ ∗ ρ(XN,ε
i )−∇Φε ∗ ρ(XN,ε

i )|2
)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

|∇Φε ∗ ρ(XN,ε
i )−∇Φ̃ε ∗ ρ(XN,ε

i )|2
)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

|∇Φ̃ε ∗ ρ(XN,ε
i )−∇Φ̃ε ∗ ρε(XN,ε

i )|2
)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

|∇Φ̃ε ∗ ρε(XN,ε
i )−∇Φ̃ε ∗ ρε(X̄ε

i )|2
)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣∇Φ̃ε ∗ ρε(X̄ε
i )−

1

N

N∑
j=1

∇Φ̃ε(X̄
ε
i − X̄ε

j )

∣∣∣∣2)

+
1

2
E

(
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣ 1N
N∑
j=1

(∇Φ̃ε(X̄
ε
i − X̄ε

j )−∇Φ̃ε(X
N,ε
i −XN,ε

j ))

∣∣∣∣2)

=:
6∑

l=1

M1l.

对于 M11、M12 和 M13 的估计,根据引理 3.10–3.12,有 M11+M12+M13 6 ε2(1+ ∥ρ∥2W 1,q ).对于 M15,

根据大数定理可以得到

M15 6 1

N
∥∇Φ̃ε∥2L∞ 6 N2β−1.

令

Aα =
{
ω ∈ Ω

∣∣∣ max
16i6N

|XN,ε
i − X̄ε

i | > N−α
}
,

根据命题 1.4, 当 β ∈ (0, β1) 时有 P(Aα) 6 C(γ)
Nγ . 由此可得到 M14 和 M16 的估计如下:

M14 +M16 6 C(γ)
∥∇Φ̃ε∥2L∞ + ∥∇Φ̃ε ∗ ρε∥2L∞

Nγ
+

∥D2Φ̃ε∥2L∞ + ∥D2Φ̃ε ∗ ρε∥2L∞

N2α

6 C(γ)
ε2

Nγ
+

ε4

N2α
6 C(N2β−γ +N4β−2α)

6 CN− 2α
3 .

综上对于时间 t 积分, 有

H(ρN,ε | ρ⊗N ) 6 C(t)

Nmin{2β, 2α3 }
6 C(t)

N2β
. (4.7)

至此完成该命题的证明.
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7 Braz e Silva P, Guillén-González F, Perusato C F, et al. Bilinear optimal control of the Keller-Segel logistic model in

2D-domains. Appl Math Optim, 2023, 87: 55

8 Bresch D, Jabin P-E, Soler J. A new approach to the mean-field limit of Vlasov-Fokker-Planck equations. arXiv:

2203.15747, 2022

9 Bresch D, Jabin P-E, Wang Z. On mean-field limits and quantitative estimates with a large class of singular kernels:

Application to the Patlak-Keller-Segel model. C R Math Acad Sci Paris, 2019, 357: 708–720

10 Carrillo J A, Pimentel E A, Voskanyan V K. On a mean field optimal control problem. Nonlinear Anal, 2020, 199:

112039

11 Cavagnari G, Lisini S, Orrieri C, et al. Lagrangian, Eulerian and Kantorovich formulations of multi-agent optimal

control problems: Equivalence and Gamma-convergence. J Differential Equations, 2022, 322: 268–364

12 Cesaroni A, Cirant M. One-dimensional multi-agent optimal control with aggregation and distance constraints: Qual-

itative properties and mean-field limit. Nonlinearity, 2021, 34: 1408–1447

13 Chen L, Holzinger A, Huo X. Quantitative convergence in relative entropy for a moderately interacting particle system

on Rd. arXiv:2311.01980, 2023

14 Djete M F. Extended mean field control problem: A propagation of chaos result. Electron J Probab, 2022, 27: 1–53
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附录 A

如下两个事实在本文证明中经常被用到. 第一个是关于 Poisson 方程基本解的估计.

引理 A.1 对于任意 p ∈ [1, 2), g ∈ Lp(R2) ∩ L∞(R2), 存在 C = C(p) > 0 使得

∥∇Φ ∗ g∥L∞ 6 C(∥g∥Lp + ∥g∥L∞).

对于任意 g ∈ W 1,q(R2) ∩W 1,1(R2), q > 2, 存在 C 使得 ∥∇Φ ∗ ∇g∥L∞ 6 C(∥∇g∥L1 + ∥∇g∥Lq ).

证明 对于任意 x ∈ R2, 可以将上述的卷积进行如下分解:

∇Φ ∗ g(x) =
∫
|x−y|61

∇Φ(x− y)g(y)dy +

∫
|x−y|>1

∇Φ(x− y)g(y)dy.

注意到对于任意 z ∈ R2\{0}, 有

|∇Φ(z)| 6 C1|z|−1, (A.1)

其中 C1 = 1
2π , 则对于任意 x ∈ R2, 根据估计 (A.1), 有∣∣∣∣ ∫

|x−y|61

∇Φ(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣ 6 C1∥g∥L∞

∫
|z|61

|z|−1dz. (A.2)

再考虑 |x− y| > 1 的情形. 当 p > 1 时, 有∣∣∣∣ ∫
|x−y|>1

∇Φ(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣ 6 C1∥g∥Lp

{∫
|z|>1

|z|
−p
p−1 dz

} p−1
p

= C(p)∥g∥Lp . (A.3)

当 p = 1 时, 有 ∣∣∣∣ ∫
|x−y|>1

∇Φ(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣ 6 C1∥g∥L1 . (A.4)

结合不等式 (A.2)–(A.4) 即可完成该引理第一部分的证明. 关于第二部分也可以类似证明, 其中在球

B1 内部需要用到 Hölder 不等式.
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第二个是借助全空间的二阶矩估计, 下面的引理给出了全空间的紧嵌入定理.

引理 A.2 对于任意 w ∈ [1,∞), 嵌入

H1 ∩ L1(1 + |x|2)(R2) ↪→ Lw (A.5)

是紧的.

证明 对于任意 {gn} ∈ H1(R2), 有 {gn} ∈ H1(BR), 根据有界区域上的紧嵌入定理可知 {gn} 在
Lw(BR) 中是紧的. 再根据对角线原理知, 对于任意 Ω ⊂ R2, 有 {gn} 在 Lw(Ω) 中是紧的, 即存在它的

一个强收敛子列 (为方便起见, 仍用原记号), 对于任意 η > 0, 存在 N , 当 n > N 时, 有

∥gn − g∥L1(Ω) 6
η

2
.

同时又有 {gn} ∈ L1(1 + |x|2)(R2), 当 R 充分大时, 有∫
R2

|gn − g|dx 6
∫
BR

|gn − g|dx+

∫
Bc

R

|x|2

R2
|gn − g|dx 6 η

2
+

C

R2
6 η.

故 {gn} 在 L1(R2) 中紧. 则对于任意 w ∈ (1,∞), 根据 Gagliardo-Nirenberg 不等式有

∥gn − g∥Lw 6 ∥gn − g∥
1
w

L1∥∇(gn − g)∥1−
1
w

L2 .

故根据 {gn} 在 L1(R2) 中的强紧性可知 {gn} 对任意的 w ∈ (1,∞) 强紧.

The mean field control problem for the two-dimensional
Keller-Segel system

Zhao Wang, Yucheng Wang & Li Chen

Abstract In this paper, it is proved, by using the mean field limit theory, that the optimal control of the two-
dimensional Keller-Segel system can be obtained as a limit of the corresponding control problem of the interacting
stochastic particle system. In these problems, the cost functions are chosen in the same structure which includes
the mean field effect. The difficulty arises from the singularity of the fundamental solution of the two-dimensional
Poisson equation. Therefore we start with the control problem of a smoothed version of the particle system. In
the compactness argument, the Gamma-convergence technique has been used. The important technique step is to
show that the compactness of the cost functions implies strong convergence of the mean field limit. It is achieved
by using a combination of the relative entropy method and the convergence in probability of the trajectory.

Keywords mean field control, optimal control of PDEs, relative entropy method, mean field limit, conver-

gence in probability
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