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摘要 本文基于阻尼块反幂法与子空间投影算法设计了一种求解特征值问题的广义共轭梯度算法,同

时也实现了相应的计算软件包. 然后对算法和计算过程进行一系列的优化来提高算法的稳定性、计算

效率和并行可扩展性, 使得本文的算法适合在并行计算环境下求解大规模稀疏矩阵的特征值. 所形成

的软件包不依赖于矩阵和向量的具体结构, 可以应用于任意的矩阵向量结构. 针对几种典型矩阵的测

试结果表明,本文的算法和软件包不但具有良好的数值稳定性和可扩展性,同时相比于 SLEPc软件包

中的 LOBPCG (locally optimal block preconditioned conjugate gradient) 和 Jacobi-Davidson 解法器有

2 至 6 倍的效率提升. 软件包的网址是 https://github.com/pase2017/GCGE-1.0.

关键词 特征值问题 阻尼块反幂法 广义共轭梯度法 稳定性 可拓展性

MSC (2020) 主题分类 65N30, 65B99

1 算法介绍

本文介绍一种基于阻尼块反幂法的特征值并行求解算法及其相应的高效实现方法. 阻尼块反幂法

是反幂法、阻尼思想和子空间投影方法的组合, 同时考虑具体的并行实现效率来设计出相应的代数特

征值求解算法. 这里设计的算法主要是用来求解对称正定矩阵最小端特征值及其相应的特征向量. 当

然本文算法设计的思想也可以用来构造求解非对称和非正定矩阵特征值问题的方法. 在具体设计时主

要是利用阻尼块反幂法结合并行计算的特点来设计高效的特征值求解算法.

本文主要考虑求解如下的广义代数特征值问题: 求特征值 λ ∈ RN 和特征向量 x ∈ RN 满足 Ax

= λBx. 为了简单起见, 这里规定矩阵 A ∈ RN×N 是对称的, 矩阵 B ∈ RN×N 是对称正定的. 现有比
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较流行的特征值解法器一般都基于 Krylov 子空间算法 [1], 如 Arnoldi 算法、LOBPCG 算法和 Jacobi-

Davidson 算法等. 基于 Krylov 子空间的特征值解法器 (Arnoldi 算法和 Lanczos 算法 [1]), 需要精确

求解线性方程组, 否则得不到相应的上 Hessenberg 矩阵. 对于一些条件数很大的矩阵, 使用迭代法难

以收敛, 而使用直接法求解, 会使得求解时并行效率较差. 基于 LOBPCG 或者 Jacobi-Davidson 等算

法的特征值解法器, 由于不需要精确求解线性方程组, 因此, 即使对于条件数很大的矩阵, 也可以使用

迭代法求解, 并行效率比较好. 但目前流行的特征值解法器中, LOBPCG 稳定性较差, 这是由其产生

子空间的方式以及正交化的方式所导致的. LOBPCG 算法在求解一些条件数较大或者精度要求较高

的特征值问题时往往求解失败. 而 Jacobi-Davidson 算法需要求解不定且几乎奇异的线性方程组, 需

要专门设计相应的线性解法器来进行求解. 在使用 Jacobi-Davidson 解法器的时候需要设置的参数较

多, 往往难以选择最优的计算参数而使得计算效率较低. 求解大规模特征值问题的并行算法应满足如

下条件: 一方面该算法不需要精确求解其中所包含的线性方程组, 另一方面该算法需要具有稳定、高

效的特点才能适合求解大规模矩阵特征值问题的要求. 同时为了提高算法的并行可扩展性, 我们尽量

把算法的主要部分转化成具有良好可扩展性的计算方式.

基于以上的考虑, 本文的第一个目的是设计一个稳定、高效和高可扩展性的特征值算法. 为了适

应在并行机上求解大规模矩阵的特征值问题, 此算法不需要精确求解其中所包含的线性方程组, 并且

同时具有稳定、高效和高扩展性的特点. 我们基于阻尼块反幂法和子空间投影算法的思想设计一种求

解特征值问题的广义共轭梯度 (generalized conjugate gradient, GCG) 算法. 与 LOBPCG 算法相比较,

主要的区别在于计算向量组 W 的方式, GCG算法利用反幂法结合共轭梯度 (conjugate gradient, CG)

迭代的方式, 而 LOBPCG 算法采用的是计算残差向量组的方式 (参见文献 [2–7]). 我们知道随着特征

对精度的增加, 残差将会变得越来越小从而使得 LOBPCG 算法在数值上不稳定 (参见文献 [2]), 而反

幂法没有这种缺点. 当然在没有任何机器误差的情形下, 这两种方式是等价的 (参见文献 [2, 8]).

本文的第二个目的是基于以上设计的特征值算法及其性质设计一个具有良好的数值稳定性 (鲁棒

性) 和可扩展性的特征值并行解法器. 由于算法主要是基于矩阵和向量的整体操作来运行的, 所以这

里的解法器可以设计成不依赖于矩阵和向量结构的形式,也就是用户可以基于自己的矩阵和向量格式

及矩阵和向量操作来产生具体的特征值解法器. 同时为了提高解法器的效率, 本文也将介绍一些基于

算法性质的优化设计.

本文接下来的安排如下: 本节主要介绍 GCG算法,第 2节介绍基于 GCG算法的软件包,第 3节

介绍对 GCG 算法的具体实现及改进, 第 4 节进行一些数值实验来验证本文提出算法的计算效率和并

行效率, 最后一节给出对本文的总结.

1.1 GCG 算法

GCG算法是一种子空间迭代算法, 它用阻尼块反幂法迭代的方式生成一个三元向量组 [X,P,W ],

并以之张成求解特征值问题的子空间. 三元向量组 [X,P,W ] 中的 X 是本次迭代中的近似特征向量,

P 是本次迭代中的近似特征向量减去上次迭代中近似特征方向的分量, W 是对 X 进行一步不精确反

幂法迭代得到的向量. 由于向量组中的 W 是通过一步不精确的反幂法迭代产生的, 对于对称正定问

题, 常采用一定步数的 CG 迭代来得到, 因此, 这个算法命名为广义共轭梯度算法. 针对 N ×N 维对

称正定矩阵 A 和 B, 要求解 nev 个特征值, 算法 1 给出了具体的 GCG 算法.

注 1.1 算法 1 第 6 步中的 Xnew\X 表示在 Xnew 中去掉 X 方向上的分量, 后面第 3.3.3 小节中

有对具体实现方式的描述.
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算法 1 GCG 算法

1. 初始选取 X, P = [·], W = [·], 其中 X 包含 nev 个 N 维向量. 计算小规模特征值问题 XTAXC = XTBXCΛ 得

到特征值 Λ 和特征向量 C. 更新 X = XC.

2. 对线性方程组 W = A−1(BXΛ) 以 X 为初始值执行一定的 CG 迭代步得到向量组 W .

3. 定义空间 V = [X,P,W ], 对其进行正交化得到关于矩阵 B 的单位正交基组 V .

4. 计算 Rayleigh-Ritz 问题: V TAV C = V TBV CΛ, 利用得到的特征向量 C 和 Ritz 值 Λ 获得新的特征向量逼近

Xnew = V C 和相应的特征值逼近 Λ.

5. 检查 Xnew 的收敛性, 如果收敛的个数等于 nev, 计算结束.

6. 否则, 计算 P = Xnew\X, 更新 X = Xnew, 回到第 2 步进行下一次迭代.

算法 1 与 LOBPCG 算法的区别主要在于生成向量 W 的方式和对向量组 V 的正交化方式. 算

法 1 采用块反幂法的方式来产生 W , 同时为了确保算法的稳定性, 这里对向量组 V 进行完全的正交

化. LOBPCG 算法中的向量组 W 是当前特征逼近的残差向量, 并且 X、P 和 W 各自自身进行正

交化, 并不对整体向量组 V 进行正交化. 首先当近似特征向量具有一定精度时, 残差向量将会变得很

小从而带来数值不稳定性. 另外由于没有进行整体正交化使得 V 往往具有线性相关性而导致在计算

Rayleigh-Ritz 问题的时候算法终止 (参见文献 [2,3]). 这也就是算法 1 要对向量组 V 进行正交化的原

因, 并且后面会根据算法的性质来提高完全正交化的计算效率.

在本小节之后的部分, 将针对算法 1 进行一系列具体实现的考虑和效率的优化, 使得算法在保持

稳定性的同时具有更高的计算效率和并行效率, 并可以进行非正定矩阵特征值问题的计算, 主要包括

分批计算技巧、块计算的方式、块正交化和快速计算 Rayleigh-Ritz 问题等技术, 其目的是为了提高计

算效率和算法的并行可扩展性.

1.2 特征值分批计算

算法 1中求解 Rayleigh-Ritz问题时,计算特征值的部分是串行的,这一部分的计算时间很难通过

增加进程数来减少. 当计算的特征值个数较多时, 由于子空间特征值计算时间与特征值个数是超线性

关系, 这样就造成总的计算时间随着特征值个数的增长是超线性的. 基于这样的考虑, 算法的构造应

该尽量减少子空间特征值问题的维数. 当需要计算的特征值个数较多时,我们将特征值进行分批计算.

每次只计算 k 个 P 向量和 k 个 W 向量. 针对 N ×N 维对称正定矩阵 A 和 B, 具体的算法过程见算

法 2, 其中 nconv 表示算法过程中已经收敛的特征对个数.

上面对 Rayleigh-Ritz 问题求解的方式也是本文与文献 [2] 的区别之一, 这里只需求解 Rayleigh-

Ritz 问题的目标特征对, 而不需要求解全部的特征对. 通过上面的处理, 我们可以进一步减少求解

Rayleigh-Ritz 问题的时间在总计算时间中所占的比率. 由于 Rayleigh-Ritz 问题是一个稠密矩阵的特

征值问题, 并行计算很难发挥出计算潜力, 需要特别的考虑, 在后面的第 3.3 和 3.4 小节中有进一步的

讨论.

1.3 带位移的 GCG 算法

由于在算法 2 的第 2 步中计算 W 向量组时默认使用 CG 迭代方法, 而 CG 迭代方法只适用于对

称正定线性方程组的求解. 为了求解对称不定矩阵的特征值问题, 我们对算法进行了位移处理, 使得
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算法 2 GCG 算法 - 特征值分批计算

1. 初始选取 [X1, X2], X0 = [·], P = [·], W = [·], 其中 X1 包含 k 个 N 维向量, X2 包含 nev− k 个 N 维向量, X0 包

含已经收敛的 nconv 个特征向量. 定义向量组 X̃ = [X0, X1, X2]. 计算特征值问题 X̃TAX̃C = X̃TBX̃CΛ. 更新

[X0, X1, X2] = X̃C.

2. 对线性方程组 W = A−1(BX1Λ) 以 X1 为初始值执行一定的 CG 迭代步得到向量组 W .

3. 定义空间 V = [X0, X1, X2, P,W ], 并计算 Rayleigh-Ritz 问题: V TAV C = V TBV CΛ, 获得新的特征向量逼近

[Xnew
1 , Xnew

2 ] 和相应的特征值逼近, 其中 Xnew
1 最多包含 k 个向量, [X0, Xnew

1 , Xnew
2 ] 中有 nev 个向量.

4. 检查收敛性: 更新 [Xc, X̃1, X̃2] = [Xnew
1 , Xnew

2 ], X0 = [X0, Xc], 其中 Xc 为本次迭代新收敛的向量组, X̃1 为前 k 个

未收敛的向量, 其余为 X̃2. 记 Xold
1 为 [X1, X2] 中与 X̃1 中向量编号对应的部分.

5. 如果 X0 中的向量个数等于 nev, 则计算结束.

6. 否则, 计算 P = X̃1\Xold
1 , 记 [X1, X2] = [X̃1, X̃2], 回到第 2 步进行下一次迭代.

算法也可以处理非正定的问题.当然对于更广泛的情形,未来也会考虑 MINRES (minimal residual)迭

代方法和 GMRES (generalized minimum residual) 迭代方法.

基于算法 2 进行修改, 同样考虑对特征值进行分批计算, 且每次只计算 k 个 P 向量和 k 个 W

向量. 具体的算法描述见算法 3, 其中位移的更新方式是为了使得位移后最大特征值为最小特征值的

100 倍, 这样既能保证特征值是正的, 又能使得第一个特征值不会太小. 使用这种方式后, 对矩阵 A 是

对称非正定的情形也可以进行计算.

算法 3 带位移的 GCG 算法

1. 初始选取 [X1, X2], X0 = [·], P = [·], W = [·], 其中 X1 中有 k 个向量, X0 包含已经收敛的特征向量组. 定义向量

组 X̃ = [X0, X1, X2]. 令位移参数 shift = 0. 计算特征值问题 X̃TAX̃C = X̃TBX̃CΛ. 更新 [X1, X2] = X̃C.

2. 对线性方程组 W = (A+ shift ·B)−1(BX1Λ) 以 X1 为初始值执行一定的 CG 迭代步得到新的向量组 W .

3. 定义空间 V = [X0, X1, X2, P,W ], 并计算 Rayleigh-Ritz 问题:

V T(A+ shift ·B)V C = V TBV CΛ,

获得新的特征向量逼近 [Xnew
1 , Xnew

2 ] 和相应的特征值逼近, 并将特征值减去 shift 以得到原问题的近似特征值.

4. 检查收敛性: 更新 [Xc, X̃1, X̃2] = [Xnew
1 , Xnew

2 ], X0 = [X0, Xc], 其中 Xc 为这次迭代新收敛的向量组, X̃1 为未收敛

向量的前 k 个, 其余为 X̃2. 记 Xold
1 为 [X1, X2] 中与 X̃1 对应的部分. 更新 shift = (λnev − 100 · λ1)/99, 其中 λ1

和 λnev 表示按从小到大排列的第 1 和 nev 个特征值.

5. 如果 X0 中的向量个数等于 nev, 则计算结束.

6. 否则, 计算 P = X̃1 −Xold
1 , 记 [X1, X2] = [X̃1, X̃2], 回到第 2 步进行下一次迭代.

2 软件包介绍

基于上节介绍的 GCG算法,我们构造了求解大规模矩阵特征值问题的广义共轭梯度解法器 (gen-

eralized conjugate gradient eigensolver, GCGE) 软件包, 这个软件包是不依赖矩阵和向量结构的. 在该

软件包中,我们提供了基于串行的行压缩稀疏 (compressed sparse row, CSR)矩阵, Hypre [9]、PASE [10]、

PETSc [11]、PHG [12] 和 SLEPc [13] 软件包中的矩阵结构、向量结构以及矩阵向量操作的特征值解法

器的调用方式. 如果用户使用的是其中一种矩阵向量结构, 就可以直接使用软件包中的例子程序求解

特征值问题. 此外, 该软件包支持用户提供的任意矩阵结构、向量结构和矩阵向量操作. 用户只需参
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照已有的调用方式提供自己的矩阵结构、向量结构、矩阵向量的基本操作和相应的接口函数, 就可以

使用 GCGE 软件包在自己的矩阵向量结构下求解矩阵特征值问题. 具体的软件包 C 语言代码可以在

GitHub 上找到 (网址: https://github.com/pase2017/GCGE-1.0), 欢迎下载并测试与使用.

2.1 程序结构

GCGE 软件包主要分为 gcge、app 和 example 3 个部分: gcge 为 GCGE 的主体部分, 用来

具体实现 GCG 算法, 这部分是不依赖矩阵和向量结构的, 不涉及任何具体的矩阵结构、向量结构

和矩阵向量操作; app 提供具体的矩阵向量结构与矩阵向量操作下对 gcge 的调用接口, 目前提供了

CSR、Hypre、PASE、PETSc、PHG 和 SLEPc 等软件包的调用接口; example 给出了相应的测试和调

用的例子.

以 SLEPc 格式的矩阵向量结构为例, 头文件 gcge.h 中包含了 GCGE 算法求解代数特征值问题

的所有调用函数和参数设置函数; app 文件夹中的头文件 gcge app slepc.h 中提供了 SLEPc 格式的矩

阵向量结构对 gcge 的调用接口. 用户使用 SLEPc 格式的矩阵向量结构计算矩阵特征值时, 只需要包

含 gcge.h 和 gcge app slepc.h 这两个头文件就可以调用 GCGE 软件包中提供的函数进行矩阵特征值

求解的操作.

2.1.1 内核结构

头文件 gcge.h中包含 GCG算法求解代数特征值问题的所有调用函数及参数设置函数. 该文件中

包含 gcge type.h、gcge ops.h、gcge para.h、gcge workspace.h、gcge rayleighritz.h、gcge orthogonalize.h、

gcge xpw.h、gcge eigsol.h 和 gcge solver.h 等头文件, 它们共同构成了实现 GCG 算法的基础.

第 1 层也就是最底层的头文件 gcge type.h 中定义了一些基本类型和预定义, 这个头文件被 gcge

中的所有其他头文件所包含.

第 2 层含有两个头文件 gcge ops.h 和 gcge para.h. 在文件 gcge ops.h 中定义了 GCGE OPS 结构

体,该结构体中包含了需要用户提供的各种操作.这其中包括一些用户必须提供的基本操作,以及用户

可以选择自己提供或者使用默认操作的向量组相关的操作. 此外 GCGE OPS 中还提供了线性求解器

的接口,用户可以选择使用自己提供的线性求解器以及线性求解器结构. 文件 gcge para.h中包含程序

运行过程中所需要设置的各种参数, 用户可以设置其中的参数来对算法运行过程进行控制.

第 3层的头文件为 gcge workspace.h,该文件中定义了 GCGE WORKSPACE的结构,其中包含了

算法执行过程中所需要的工作空间. 基于 gcge ops.h中提供的创建与销毁向量的操作,以及 gcge para.h

中的参数, 用户可以对 GCGE WORKSPACE 中的工作空间进行创建或销毁.

依赖第 2和 3层的头文件,我们创建第 4层 gcge rayleighritz.h、gcge orthogonalize.h和 gcge xpw.h

这 3 个头文件, 其中包含了算法运行过程中用到的具体函数.

依赖于前 4层头文件,我们创建第 5层的文件 gcge eigsol.h,其中包含具体实现 GCG算法求解特

征值问题的主体函数.

第 6 层包含 gcge solver.h 文件, 其中定义了用户可直接使用的 GCGE SOLVER 结构体、特征值

求解函数的调用接口以及设置用户可调参数的一些函数定义.

2.1.2 SLEPc 格式的调用程序结构

SLEPc 格式的调用方式如图 1 所示. 其中右侧的函数以及中间部分的名字中不包含 SLEPc 的函
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main

SLEPC ReadMatrixBinary

GCGE SOLVER SLEPC Create

GCGE PARA SetFromCommandLine

GCGE SOLVER SLEPC Setup

GCGE SOLVER Solve

GCGE SOLVER SLEPC Free

GCGE SOLVRE Create

GCGE SOLVER SetSLEPCOps

GCGE SOLVER Setup

GCGE EigenSolver

GCGE SOLVER Free

图 1 SLEPc-GCGE 调用方式

数都在内核部分的头文件 gcge.h 中给出, 中间部分名字中带有 SLEPC 的函数是 app 部分的头文件

gcge app slepc.h 中给出的接口函数, 用户只需在 main 函数中调用中间部分的函数就可以进行特征值

问题的求解.

具体调用时, 首先读入矩阵, 使用 GCGE SOLVER SLEPC Create 创建 SLEPc 格式的求解器

GCGE SOLVER, 设置参数, 接下来调用 GCGE SOLVER SLEPC Setup 函数组装, 然后就可以调用

GCGE SOLVER Solve函数来进行特征值问题的求解. 求解结束后需要调用GCGE SOLVER SL-EPC Free

函数释放求解器和所求特征对所占用的内存空间. 另外, 用户可以通过设置打印参数来确定程序运行

所需要输出的信息, 如各部分时间统计信息和特征值收敛情形等.

3 算法与实现过程的优化

本节基于对 GCG 算法性质的分析与理解, 介绍我们在算法实现过程中所采取的一些用来提高算

法执行效率的方法, 主要包括高效实现向量组的线性组合、Rayleigh-Ritz 问题的求解和正交化过程等

的讨论. 为了方便描述和理解, 这里采用 MATLAB 风格的符号来进行描述.

3.1 充分使用 BLAS-3

在算法的执行过程中, 充分应用了 Level-3 的 BLAS (basic linear algebra subprograms) 对计算过

程进行加速. 也就是对于串行计算部分和每个进程内部的计算尽量采用矩阵与矩阵相乘的操作. 对于

并行部分, 算法用到的所有分布式存储的向量都以向量组的形式出现. 只要用户的向量组结构支持使

用 BLAS-3, 就可以在 GCGE 中直接使用. 例如, SLEPc 软件包中的 BV (basis vectors) 结构, 其局部

向量数据是连续存储的, 且相应的向量组操作使用了 BLAS-3 进行加速, 这个 BV 结构就可以直接在

GCGE 软件包中使用. 目前已实现的 SLEPc 接口就使用了这样的 BV 结构, 因此, 在已实现的调用接

口中, 对于相同矩阵的特征值进行计算时, SLEPc 接口的计算效率是最高的.

另外对于用户只提供单向量局部内积的情形,我们的多向量内积操作中也进行了统一消息传输的

处理, 减少了并行时进程间的通信时间.
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3.2 正交化优化

本小节介绍软件包中所采用的正交化方法,并且讨论如何提高向量组正交化的计算效率和并行效

率. 也就是说考虑正交化方法的时候需要同时考虑正交化过程的效率与稳定性, 尽量在这两个方面达

到一个好的平衡, 以使最后的计算效率达到最优.

除了基本的修正的 Gram-Schmidt [1] 正交化方法外, 我们还提供了修正的块正交化方法、经典的

块正交化方法、稳定的块正交化方法和多重正交化方法. 其中修正的块正交化方法是修正的 Gram-

Schmidt 正交化方法的块形式, 两者可以达到相同的精度, 但是块正交化的方式具有更高的计算效率

和并行效率.经典的块正交化方法计算量小,并行效率高,但不能达到必要的精度而使得特征值求解算

法不稳定. 结合以上二者的优势得到了稳定的块正交化方法, 该方法可以得到较高的精度, 且计算效

率和并行效率较高. 多重正交化方法几乎可以与修正的 Gram-Schmidt 正交化方法达到同样的精度,

但多重正交化方法的计算效率和并行效率更高 (参见文献 [14]).

大部分情形下, 推荐使用多重正交化方法 (默认方法), 这种方法在第 4 节的测试中都能达到所需

要的精度;如果精度要求很低且想要进一步提高效率,可以选择使用经典的块正交化方法进行测试;如

果精度要求非常高, 使用默认的正交化方法无法收敛, 可以使用修正的块正交化方法进行测试. 本小

节提供的正交化方法在软件包中都已实现, 可以通过设置相应的正交化参数来进行选择, 以达到用户

的稳定性和精度的要求.

3.2.1 修正的块正交化方法

修正的块正交化方法的实现过程描述如下: 给定一个向量组 V , 其含有的向量为 V (:, 1), . . . , V (:,

end), V 中前 start − 1 个向量已经是在矩阵 B 意义下的单位正交基, 记 V1 = V (:, 1 : start − 1),

V2 = V (:, start : end). 正交化过程是把 V 中后面的向量组 V2 对前面的向量组 V1 进行正交化, 然后

再对 V2 自己进行单位正交化.

修正的块正交化方法具体的计算过程描述参见算法 4, 其中 reorth count 表示重正交化次数,

orth tol 表示判定向量是否为 0 的阈值, 一般取为 1× 10−14.

正交化算法 4需要的临时内存空间为 start个向量空间与 end− start个浮点数空间. 观察上面

的正交化方法可以发现里面的 for循环步对每个向量进行处理的时候都需要进行全局通信,这是一个

不可忽视的时间开销.

修正的块正交化方法本质上是修正的 Gram-Schmidt 正交化方法的块操作. 在修正的 Gram-

Schmidt 正交化方法中, 每次取一个要进行正交化的向量, 减去在它前面已经正交归一的向量方向

上的分量. 为了不损失正交性, 依次减去每个向量方向上的分量. 修正的块正交化方法则是同时取所

有要进行正交化的向量, 依次减去每个已经正交归一向量方向上的分量. 经典的 Gram-Schmidt 正交

化方法相当于对已经正交归一的向量组做一个块处理, 这样可以使计算效率变好, 但往往会造成数值

不稳定; 修正的块正交化方法则是反过来对还未完成正交归一的向量组做块处理, 这样既可以提高求

解效率, 又能保证数值稳定性.

3.2.2 经典的块正交化方法

在分布式并行计算环境下, 使用经典的块正交化方法需要进行全局通信的次数较少, 计算效率高.

但由于数值不稳定的特点 (会有正交性损失), 在计算精度要求较高的情形下往往无法使用 (参见文

献 [1]).

1303



张宁等: 一种求解特征值问题的广义共轭梯度算法

算法 4 修正的块正交化方法

1. 计算 Vtmp = B · V (:, 1 : start− 1).

2. for reorth count = 1 : 2, 进行下面两步计算:

(A) 去掉 V (:, start : end) 中 V (:, 1 : start− 1) 方向的分量:

for i = 1 : start− 1

(a) 计算 prod = Vtmp(:, i)TV (:, start : end);

(b) 计算 V (:, start : end) = V (:, start : end)− V (:, i)prod;

end

(B) V (:, start : end− 1) 自身做正交化:

for i = start : end

(a) 计算 vectmp = B · V (:, i);

(b) 计算 prod = vecTtmpV (:, i : end);

(c) 计算 V (:, i) 的范数 norm =
√

prod(1);

(d) 如果 norm > orth tol, 去掉 V (:, i+ 1 : end) 中 V (:, i) 方向的分量:

计算 V (:, i+ 1 : end) = V (:, i+ 1 : end)− prod(2:end)
norm

· V (:, i);

否则, 令 V (:, i) = V (:, end− 1), 同时令 end = end− 1, i = i− 1.

end

end

记 V1 = V (:, 1 : start− 1), V2 = V (:, start : end). 经典的块正交化的具体过程见算法 5. 在经典

的块正交化方法中, 去掉 V2 中 V1 方向分量的方法本质上与经典的 Gram-Schmidt 正交化方法相同,

会有一定的正交性损失. 前面提到经典的 Gram-Schmidt 正交化方法相当于对已经正交归一的向量组

做一个块处理, 经典的块正交化方法是既对已经正交归一的向量组 V1 做块处理, 也对未完成正交归

一的向量组 V2 做块处理, 因此, 并行效率可以进一步得到提高.

算法 5 经典的块正交化方法

1. 去掉 V2 中 V1 方向的分量:

计算 V2 = V2 − V1 · (V T
1 BV2).

2. 对 V2 自身进行正交化:

(a) 计算 M = V T
2 BV2;

(b) 求解小规模特征值问题 MC = CΘ 的全部特征对, 且特征值从小到大排列;

(c) start V2 = 1, length V2 = end− start+ 1,

for i = 1 : length V2,

• 如果 Θi > orth tol, C(:, i) = 1√
Θi

C(:, i);

• 否则, start V2 = start V2 + 1;

(d) 计算 V2 = V2 · C(:, start V2 : length V2).

3.2.3 稳定的块正交化方法

为了既提高正交化的计算效率,又能保证稳定性,我们将上面两种方式进行一定的结合得到算法 6
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所定义的稳定的块正交化方法.

算法 6 稳定的块正交化方法

1. 去掉 V2 中 V1 方向的分量:

(a) 计算 C = V T
1 BV2;

(b) 计算 V2 = V2 − V1C;

(c) 计算矩阵 Frobenious 范数: Inner = ∥C∥F ;

(d) 如果 Inner 大于正交的阈值, 则重复上面 3 个步骤的计算直到 Inner 小于阈值或达到最大重复次数.

2. 对 V2 自身进行正交化, 即对 V (:, start : end) 自身做正交化:

for i = start : end

(a) 计算 vectmp = B · V (:, i);

(b) 计算 prod = vecTtmpV (:, i : end);

(c) 计算 V (:, i) 的范数 norm =
√

prod(1);

(d) 如果 norm > orth tol, 去掉 V (:, i + 1 : end) 中 V (:, i) 方向的分量: 计算 V (:, i + 1 : end) = V (:, i + 1 :

end)− prod(2:end)
norm

· V (:, i), 否则, 令 V (:, i) = V (:, end), 同时令 end = end− 1, i = i− 1.

end

在算法 6 的第 2 步中, 对 V2 进行正交归一化的时候采用的是与修正的块正交化一样的方式而使

得 V2 具有很好的正交性. 如果产生 V1 的时候也是采用修正的块正交化的方式而导致 V1 具有很好的

正交性, 这样也会使得在进行第 1 步 (减去 V2 在 V1 方向上的分量) 计算的时候有很好的数值稳定性.

这就是上面的正交化方法虽然在第 1 步中采用了块处理的形式依然具有良好的稳定性的原因.

3.2.4 多重正交化

在正交化优化过程中可以发现尽量对已收敛的向量组进行统一正交化 (块的形式) 可以减少进程

间消息发送的次数, 同时可以将部分 BLAS-2 的操作转化为 BLAS-3 的操作. 因此考虑使用二分递归

的方式来尽量对已收敛的向量进行统一的正交化处理. 这种方法可以将几乎全部的 BLAS-2的操作转

化为 BLAS-3 的操作, 且进程间消息传输的次数 nc 与向量组中的向量个数 nv 的关系为 nc = O(nv).

由于这里设计正交化方法的思想来源于多重网格迭代算法的启发,所以将这种方法称为多重正交化方

法. 后来我们在文献综述时发现文献 [14] 也讨论了类似的算法.

考虑对向量组 V 中的 start位置到 end位置的向量进行正交化,算法过程见算法 7,其中 size V

表示 V 中的向量个数, ⌈length/2⌉ 表示不小于 length/2 的最小整数.

算法 7 充分利用了稳定的块正交化方法的优点, 尽量减少要进行自身正交化向量组的个数 (只对

单个向量进行正交归一化). 这样的正交化方式除了对单个向量进行归一化外, 其他的部分都可以用

BLAS-3 进行计算, 从而可以充分提高计算效率和并行效率.

3.3 减少计算子空间特征值的个数与向量组线性组合的次数

本小节将目光转向如何高效地计算 Rayleigh-Ritz问题以得到新的特征向量逼近.这个过程包括串

行求解一个小规模的特征值问题, 应该尽量减少其在整个计算时间中所占的比重. 求解 Rayleigh-Ritz
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算法 7 多重正交化 Multi Orth(V, start, end)

1. 计算将向量组 V 一分为二的位置指标: length = end− start+ 1,

left length = ⌈length/2⌉, left start = start,

left end = start+ left length− 1, right start = left end+ 1,

right end = end.

2. 如果 length == 1

(a) 计算 norm = ∥V (:, start)∥2.

(b) 如果 norm > orth tol, 计算 V (:, start) = V (:, start)/norm;

否则, end = start.

(c) 返回 V 和end.

3. 如果 length > 1, 调用 Multi Orth(V, left start, left end) 返回 V 和 left end.

4. 处理 0 向量: 如果 right start > left end+ 1,

记 n orth = right start− left end− 1, 令 right end = end− n orth,

拷贝 V (:, left end : right start) = V (:, right end : end).

定义 right start = left end+ 1.

5. 记 V1 = V (:, left start : left end), V2 = V (:, right start : right end),

重复计算 V2 = V2 − V1(V T
1 · V2) 直到达到正交化的精度要求, 最多计算 3 次.

6. 调用 Multi Orth(V, right start, right end) 返回 V 和 right end.

7. 返回 V 和 end = right end.

问题的计算过程包括计算小规模矩阵 Ā = V TAV , 然后求解标准特征值问题 ĀC = CΛ, 最后将计算

出来的特征向量 C 返回到长向量组 V 进行向量的线性组合以得到新的特征向量逼近 X 和向量组 P .

3.3.1 计算小规模矩阵

在求解 Rayleigh-Ritz问题时,我们需要先把相应的小规模矩阵 V TAV 和 V TBV 计算出来. 由于

在对 V 进行正交化的时候采用的是矩阵 B 的内积, V TBV 就是一个单位矩阵, 所以不需要计算. 那

么计算小规模矩阵的过程主要是形成矩阵 Ā = V TAV .

我们知道 V 的形式为 V = [X,P,W ]. 为了与前面算法的描述相对应, 把 X 表示成两部分 X =

[X0, X1],其中 X0 表示已收敛的特征向量组. 本小节均假设已有 ℓ (0 6 ℓ < nev)个特征对收敛, X1 表

示未收敛的近似特征向量组. 由算法的过程可知, 这里的 X 是求解上一次迭代的 Rayleigh-Ritz 问题

得到的, 即 X = V C, 其中 C 满足上一次迭代中的 Rayleigh-Ritz 问题:

ĀoldC = CΛ, (3.1)

其中 C 是一个正交矩阵, Λ 是一个对角矩阵, Āold 是已知的上一次迭代的小规模矩阵. 矩阵 C 中的

每一列都是矩阵 Āold 的一个特征向量, 其相应的特征值为对角阵 Λ 相应位置的对角元素. 由此可以

知道矩阵 Āold 有如下的谱分解:

Āold = CΛCT. (3.2)

我们可以把特征向量组 C 分解成两部分 C = [Cx, C
⊥
x ],其中 Cx 与向量组 X 相对应,即 X = V Cx. 与

X 的结构 X = [X0, X1] 相对应, 我们也把 Cx 分解成 Cx = [C0, C1].
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为了继续进行 GCG 迭代, 需要形成下一次迭代 Rayleigh-Ritz 问题的矩阵 Ānew 如下:

Ānew =


XTAX XTAP XTAW

PTAX PTAP PTAW

WTAX WTAP WTAW

 . (3.3)

对于 XTAX 部分的矩阵块有如下的性质:

XTAX = CT
x V

TAV Cx = CT
x ĀoldCx = CT

x CΛCTCx = Λx, (3.4)

其中 Λx 表示在对角阵 Λ 中与向量组 X 相对应的对角元素. 由此可以知道并不需要去直接计算矩阵

元素 XTAX, 而只需把上一次迭代中的对角阵 Λx 放入 Ānew 中即可.

下面来考虑如何计算矩阵 XTAP 和 PTAP . 为此先考虑如何生成向量组 P . 由 GCG 算法的定

义可以知道 P = V Cp, 其中 Cp 表示与向量组 P 相对应的系数矩阵 Cp. 为了得到系数矩阵 Cp, 把向

量组 C1 分解成如下的形式:

C1 =

C1,x

C1,p

 .

如此首先可以设置向量组 C̃p 如下:

C̃p =

 0

C1,p

 .

接下来对小规模向量组 [C0, C1, C̃p] 进行 L2 正交化. 注意这里的 [C0, C1] 已经是单位正交基, 所以只

需要把 C̃p 对前面的 [C0, C1] 进行正交化得到 C̄p, 然后再对 C̄p 自身进行正交化即可. 设经过正交化

之后得到的向量组记为 [C0, C1, Cp]. 注意这里的正交化是小规模向量组的正交化, 并不需要对长向量

组 [X,P ] 直接进行正交化.

由上面的讨论可以得到下面计算 XTAP 和 PTAP 的方式:

XTAP = CT
x V

TAV Cp = CT
x ĀoldCp = CT

x CΛCTCp = CT
x [Cx, C

⊥
x ]Λ[Cx, C

⊥
x ]TCp

= CT
x (CxΛxC

T
x + C⊥

x Λ⊥
x (C

⊥
x )T)Cp = CT

x CxΛxC
T
x Cp = 0 (3.5)

和

PTAP = CT
p ĀoldCp. (3.6)

最后由 (3.3)–(3.6) 可以得到矩阵 Ānew 的结构如下:

Ānew =


D1 0 a1

0 α1 a2

aT1 aT2 α2

 , (3.7)
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其中

α1 = CT
p ĀoldCp, α2 = WTAW,

a1 = XTAW, a2 = PTAW.

也就是说这里的 a1、a2 和 α2 是需要真正针对大规模向量组进行计算的, D1 直接就是对角矩阵 Λ 中

与向量组 X 相对应的部分 Λx, α1 可以通过小规模矩阵的计算 CT
p ĀoldCp 得到.

因为 X0 已经达到收敛要求, 可以近似地认为 AX0 = BX0Λ0, 于是近似地有

XT
0 AW = Λ0X

T
0 BW = 0,

那么 (3.7) 近似地有下面的形式:

Ānew =


Λ0 0 0 0

0 Λ1 0 ā1

0 0 α1 a2

0 āT1 aT2 α2

 , (3.8)

其中 Λ0 表示已收敛的特征值构成的对角矩阵, Λ1 表示未收敛的特征值构成的对角矩阵, ā1 = XT
1 AW .

由 (3.8) 可知, 矩阵 Ānew 是可约的. 因此只需对矩阵

Āsub =


Λ1 0 ā1

0 α1 a2

āT1 aT2 α2

 (3.9)

的特征对进行求解, 即求解 ĀsubC̃ = C̃Λ, 那么 Ānew 的相应的特征向量为 Iℓ 0

0 C̃

 . (3.10)

本小节介绍的方法与文献 [2] 中的方式基本类似, 但是计算 α1 的部分不一样. 这样做的原因是,

我们可以不用计算矩阵 Ānew 的所有特征对, 而只需计算 Cx 的部分即可. 使用形式 (3.8) 时可以使实

际要求解特征值问题的矩阵规模更小, 这样就为下一步减少计算小规模特征值问题 ĀnewC = CΛ 的时

间提供了条件.

3.3.2 使用 dsyevx 代替 dsyev 来求解部分特征值

上一小节计算出 Rayleigh-Ritz特征值问题的矩阵 Ānew之后,接下来就是要求解特征值问题 ĀnewC

= CΛ. 最常用的方式就是调用 LAPACK [15] 中的函数 dsyev 来求解. 由于函数 dsyev 需要求解矩阵

的所有特征对, 为了尽量减少计算量, 我们只求解子空间矩阵 Ānew 的第 ℓ+ 1 到第 nev 个特征值和相

应的特征向量 Cx, 具体是调用 dsyevx 来进行计算. 下一小节把这一部分的计算量进一步地减少.
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3.3.3 进一步减少计算子空间特征值的个数与向量组线性组合的次数

在计算 Rayleigh-Ritz 问题的过程中, 需要用串行的方式求解如下特征值问题:

ĀnewC = CΛ. (3.11)

在具体的迭代过程中, 不同的特征对是依次收敛的. 由于 V 中会保存已收敛的特征向量, 所以对于特

征值问题 (3.11),相应的单位向量 (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)就是其相应于已收敛特征对的一个特征向量,其

中 1 所在的位置即为这个已收敛特征对的编号. 也就是说在求解特征值问题 (3.11) 的时候, 对已经收

敛的特征向量不需要再进行求解, 而只需要求解还未收敛的那些特征向量, 即与 X1 相对应的特征对.

这样就减少了调用 dsyevx 计算特征对的个数而进一步减少计算时间.

更进一步, 在已经有特征向量收敛的情形下, 当进行小规模向量组正交化 (计算 [Cx, Cp]) 的时候

可以进一步减少计算量. 设已有 ℓ 个特征对收敛, 即特征值问题 (3.11) 的前 ℓ 个特征向量为 [Iℓ, 0]
T,

所以只需要将新得到的子空间向量组 [Cx, Cp] 每列的前 ℓ 个元素赋为 0, 就可使其与前 ℓ 个特征向量

正交. 然后再对这些子空间特征向量组的非零部分进行正交化就可以得到正交向量组 [Cx, Cp].

为了方便理解, 通过下面的具体过程来阐述上面的方法. 首先通过算法的构造过程可以知道矩阵

Ānew 具有如下的结构:

Ānew =


D1 0 a1

0 α1 a2

aT1 aT2 α2

 .

在迭代过程中, 对于第 i 个已收敛的特征对, 其特征向量已达到收敛准则, 可以不必更新, 因此, 可将

其子空间特征向量记为 ei. 设已有 ℓ 个连续的特征对收敛, 那只需要再求解 Ānew 的第 ℓ + 1 到 dimX

个特征对, 这里 dimX 表示向量组 [X0, X1] 中的向量个数, 那么 Ānew 的前 dimX 个特征向量可以表示

成如下形式:

Cx =

 Iℓ C12

0 C22

 .

要使 X 的各列均正交, 首先将 C12 设为 0, 再对 C22 进行正交化以得到新的向量组 C̄22, 则正交化后

的特征向量有如下形式:

C̄x =

 Iℓ 0

0 C̄22

 .

因为 ℓ < dimX, 所以, C̄x 可以写成下面的形式:

C̄x =


Iℓ 0

0 C̄xx

0 C̄xp

0 C̄xw

 ,
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其中 C̄xx、C̄xp 和 C̄xw 分别与向量组 V 中的 X、P 和 W 相对应. 这样就可以构造出如下的与长向量

组 [X,P ] 相对应的系数向量组

[C̄x, Cp] =


Iℓ 0 0

0 C̄xx 0

0 C̄xp C̄pp

0 C̄xw C̄pw

 .

由此可知, 要对向量组 P 进行正交化, 只需要对下面的子块进行正交化即可:
C̄xx 0

C̄xp C̄pp

C̄xw C̄pw

 .

对上面的小矩阵中的向量组进行正交化之后得到与向量组 X 和 P 相对应的系数矩阵 [C̄x C̄p] 为

[C̄x C̄p] =


Iℓ 0 0

0 C̄xx C̄px

0 C̄xp C̄pp

0 C̄xw C̄pw

 .

然后利用存储在 V 中的基向量组进行线性组合以得到新的向量组 [X,P ] = V [C̄x, C̄p]. 根据上面给出

的系数矩阵 [C̄x, C̄p], 对于已经收敛的特征方向 X(:, 1 : ℓ) 不需要进行更新, 并且 X(:, ℓ+ 1 : dimX) 的

更新采用如下方式:

X(:, ℓ+ 1 : dimX) = V (:, ℓ+ 1 : dimXPW) ·


C̄xx

C̄xp

C̄xw

 ,

向量组 P 的更新方式如下:

P = V (:, ℓ+ 1 : dimXPW) ·


C̄px

C̄pp

C̄pw

 ,

其中 dimXPW 表示基向量组 [X,P,W ] 中的向量个数.

如果一个已收敛的特征值是重的, 且它的特征空间还未完全收敛, 那么需要对重特征值进行一定

的处理. 在检查未收敛特征对的收敛性时, 同时对相应特征值的重数进行检查. 如果这个特征值与前

一个特征值的相对误差小于一个阈值 (这里默认的阈值 1× 10−6), 那就认为这个特征值与前一个特征

值是重的. 如果当前检查的特征对已收敛, 那么就检查其与前一个特征值是否是重特征值, 如果是重

的且前一个特征对被标记为未收敛, 那么就将当前的特征对也标记为未收敛; 如果当前检查的特征对
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未收敛, 也检查其与前一个特征值是否是重特征值, 如果是重的且前一个特征对被标记为已收敛, 那

么就将前一个特征对也标记为未收敛. 检查收敛性直到连续未收敛的特征对个数达到一定的上限 (默

认为 10), 之后的特征对都标记为未收敛, 或者到最后一个特征对为止. 记从第 1 个特征对开始连续收

敛的最后一个特征对的编号为 ℓmin, 则求解子空间矩阵特征值问题 (3.11) 时要从第 ℓmin + 1 个开始计

算, P 和 W 向量组的构造是相应于 X 中标记为未收敛的向量进行.

3.4 计算子空间特征值问题的优化

3.4.1 只让 0 号进程计算子空间特征值问题

由于各进程计算的是相同子空间上的 Rayleigh-Ritz 特征值问题, 且计算完毕后需要由 0 号进程

把相应的特征对广播到各个进程以保持所有进程的数据统一, 在广播前可能会有进程等待的情形, 所

以只由 0 号进程进行计算, 可以在一定程度上减少这部分的计算时间.

3.4.2 每个进程计算一部分特征值, 再统一到所有进程

当求解特征值个数较多时,由于计算子空间特征值问题的时间与求解特征值的个数是超线性关系,

这部分的计算时间占比会变得很高. 为了减少计算时间, 将特征值问题 (3.11) 平均分配到所有进程进

行求解, 每个进程只计算少量的几个特征对, 这样就可以大大地减少求解子空间特征值问题 (3.11) 的

计算时间. 计算结束后, 使用 MPI Allgatherv 将所有进程的特征对信息进行统一. 在进程数不是那么

多的时候,计算特征对的时间相比 MPI Allgatherv的时间要多很多,此时采用这样的方式就可以提高

计算效率.为了使所有进程的子空间特征对信息统一,需要对它们进行广播.这部分的消息传输是必不

可少的, 当进程数很多的时候, 可以考虑只让其中一部分的进程进行计算从而减少消息传递所占的时

间比重. 为了避免一些进程中计算的特征值个数太少又需要其对所有进程发送它所计算的特征值, 我

们设置让每个进程至少计算一定个数的特征值, 默认每个进程至少计算 10 个.

3.5 使用 MKL 进行优化

为了进一步减少计算时间,当使用 Intel编译器时可以调用MKL (math kernel library)的 BLAS和

LAPACK 库. 一般地, 如果计算设备上用的是 Intel 的 CPU 并且同时有 MKL 的 BLAS 和 LAPACK

库的时候, 建议使用它们.

4 测试结果

以下进行的所有测试的计算环境为中国科学院数学与系统科学研究院科学与工程计算国家重点实

验室 LSSC4计算集群,提交任务时采用的是 big队列. 每个节点包括 2颗主频为 2.3GHz的 Intel Xeon

Gold 6140 18 核 Purley 处理器和 192GB 内存, 更详细的介绍可以参见 http://lsec.cc.ac.cn/chinese/

lsec/LSSC-IVintroduction.pdf.

我们对以下表 1 中 4 组对称矩阵进行了测试. 其中前 3 个矩阵取自 Suite Sparse Matrix Collec-

tion1), Andrews 矩阵的第一个特征值接近于 0, Ga3As3H12 和 Ga10As10H30 矩阵均有大量负特征值,

这 3个矩阵的特征值分布均非常稠密,模态分析矩阵是从某建筑体的模态分析中导出的广义代数特征

值问题矩阵 (参见文献 [16–18]). 在所有的数值测试中均取随机向量为初值.

1) 详见 https://sparse.tamu.edu
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表 1 测试矩阵

编号 矩阵 维数 非零元个数

1 Andrews 60,000 760,154

2 Ga3As3H12 61,349 5,970,947

3 Ga10As10H30 113,081 6,115,633

4 模态分析矩阵 2,736,987 189,967,149

在软件包 GCGE 所提供的接口中, 进行了向量组计算优化的 SLEPc 接口是计算效率最高的, 因

此,以下的数值计算测试均使用 SLEPc的调用接口执行. 为了进行对比,还使用 SLEPc中的 LOBPCG

和 Jacobi-Davidson 解法器进行了测试.

4.1 优化策略对计算效率提升的测试

本小节用实际的数值算例来测试本文介绍的算法优化的效果. 这里求解 Andrews 矩阵的特征值

问题,收敛准则为 1× 10−4,在单个节点上用 24个进程求解前 600个最小端的特征值和相应的特征向

量. 表 2 展示了使用文中优化过程所带来时间减少的情形, 其中 “RR 过程” 指 Rayleigh-Ritz 过程的

计算时间.

“分批计算 (120)” 表示进行分批计算时设置参数 block size 为 120. 根据经验, 设置分批计算时

参数 block size 的默认值为 nev/5. 这种方式会减少每次迭代中向量组 P 和向量组 W 的计算量, 同

时也可以减小 Rayleigh-Ritz过程的计算规模,从计算结果可以看到,计算 P、计算W 和 Rayleigh-Ritz

过程的计算时间均有减少.

向量运算优化表示对算法中向量的操作尽量使用向量组统一计算的方式,这样可以尽可能地使用

BLAS-3对算法进行加速.从计算结果可以看到, 算法各部分的计算时间均有明显减少, 尤其是计算 X

和 P 的部分, 这是因为这两部分的计算量主要是进行可以完全转化为 BLAS-3 操作的向量组线性组

合的操作.

在正交化优化中, W 的正交化采用的是不稳定但最高效的经典的块正交化方法, 即算法 5; P 的

正交化采用的是稳定且高效的多重正交化方法,即算法 7. 因此,计算 P 和 W 两部分的计算时间有明

显的减少.

最后的稠密特征值优化, 是在 Rayleigh-Ritz 过程中使用不同进程分别求解一部分特征对, 再统一

进行 MPI (message passing interface) 的全收集操作. 这使得 Rayleigh-Ritz 过程的计算时间有明显的

减少.

表 2 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时使用不同优化方法的时间对比 (s)

优化方式 计算 X 计算 P 计算 W RR 过程 总时间

原始 GCG 25.06 32.98 101.50 33.42 193.49

分批计算 (120) 23.29 8.49 52.97 15.43 101.77

向量运算优化 2.51 2.05 50.81 10.19 65.98

正交化优化 1.42 0.84 16.74 9.79 29.20

稠密矩阵特征值优化 1.43 0.83 16.94 4.13 23.82
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4.2 求解特征值个数与计算时间关系的测试

为了测试 GCG算法求解特征值问题的时间与所求特征值个数的关系,我们使用一个节点上的 24

个进程对表 1 中的前 3 个矩阵进行了测试. 分别计算了 75 到 1,200 个特征值, 测试中均使用了绝对

残差 (∥Ax− λBx∥2/∥x∥2) 作为收敛准则, 分别对比了收敛准则取 1× 10−4 和 1× 10−12 的结果. 这里

测试使用 GCG 算法时, 分批计算的参数均取 block size = nev/5, 且求解线性方程组时均使用 10 次

CG 迭代, 使用的正交化方法均为多重正交化方法 (这种正交化方法在精度、稳定性和可扩展性方面

达到了很好的平衡). 由于 LOBPCG 算法所展现出来的良好的计算效率和可扩展性, 本小节与第 4.3

小节的计算结果均与 SLEPc 中的 LOBPCG 进行了比较.

4.2.1 Andrews 矩阵

对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时, 经过实际的数值测试, 我们发现 LOBPCG 的参数

−eps lobpcg blocksize 设置为 nev/6、−eps lobpcg restart 设置为 0.1 的时候计算效率最高. 我

们采用这样的参数设置所得到的计算结果来进行比较, 且在此之后的参数 −eps lobpcg restart 均

设置为 0.1. 两种方法的计算时间对比情形见表 3 和图 2. 从计算结果的对比可以发现 GCGE 相比

LOBPCG, 计算效率有约 3 至 4 倍的提升.

表 3 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 1.98 10.12

150 4.51 24.42

300 10.59 60.95

600 28.20 146.62

1,200 103.56 405.38

C
P

U
 

 (
s)

102 103
100

101

102

103

LOBPCG (SLEPc) 

GCGE 

 = 1.5

图 2 (网络版彩图) 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (np = 24)
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收敛准则取 1× 10−12时, LOBPCG如果仍使用收敛准则为 1× 10−4时的最优参数,在特征值个数

分别为 150、600和 1,200时计算失败,并且特征值个数分别为 75和 300时,将参数−eps lobpcg block-

size设置为 nev或 nev/6的时候计算时间几乎一致.因此将参数 −eps lobpcg blocksize设置为 nev

来对 LOBPCG 进行测试. 两种方法计算时间的对比结果见表 4 和图 3. 由其中的数值结果可以发现,

GCGE 计算更稳定, 且计算效率相对于 LOBPCG 提升约 6 倍.

4.2.2 Ga3As3H12 矩阵

本小节对 Ga3As3H12矩阵进行测试.当收敛准则为 1× 10−4 时, LOBPCG的参数 −eps lobpcg

blocksize 设置为 nev/6, 相应的计算时间对比情形见表 5 和图 4. 由其中的结果可以发现 GCGE 的

计算效率比 LOBPCG 有约 2 至 3 倍的提升.

当收敛准则为 1× 10−12 时, 使用 LOBPCG 进行计算往往失败或者在相当长时间内无法收敛, 计

算结果对比情形见表 6, 其中 LOBPCG 的参数 −eps lobpcg blocksize 设置为 nev. 此时可以发现

GCGE 有明显的稳定性和效率的优势.

4.2.3 Ga10As10H30 矩阵

本小节对 Ga10As10H30矩阵进行测试,当收敛准则取 1× 10−4时, LOBPCG的参数 −eps lobpcg

表 4 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−12 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 5.46 24.20

150 11.54 62.75

300 28.33 168.08

600 70.63 512.89

1,200 249.04 1931.54

C
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102 103
100

101

102

103

LOBPCG (SLEPc) 

GCGE 

 = 1.5

图 3 (网络版彩图) 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−12 时两种方法的计算时间对比 (np = 24)
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表 5 对 Ga3As3H12 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 8.36 20.73

150 14.91 41.88

300 27.80 84.33

600 57.52 160.32

1,200 148.84 378.99
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 (
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103

LOBPCG (SLEPc) 

GCGE 

 = 1.5

图 4 (网络版彩图) 对 Ga3As3H12 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (np = 24)

表 6 对 Ga3As3H12 矩阵, 收敛准则取 1× 10−12 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 23.45 30,000 步收敛了 19 个

150 40.78 运行中报错中断

300 75.67 运行超过 24 小时未收敛

600 149.93 运行超过 24 小时未收敛

1,200 368.65 运行超过 24 小时未收敛

blocksize 设置为 nev, 两种方法的计算时间对比情形见表 7 和图 5. 由其中的数值结果同样可以发

现 GCGE 的计算效率相对于 LOBPCG 有约 2 至 3 倍的提高.

当收敛准则为 1× 10−12 时, 使用 LOBPCG 进行求解往往计算失败或者在相当长时间内无法收

敛,计算结果的对比情形见表 8,其中 LOBPCG的结果是参数 −eps lobpcg blocksize设置为 nev时

得到的. 同样可以发现 GCGE 有明显的稳定性和效率上的优势.

4.3 强可拓展性的测试

为了进行算法强可拓展性的测试, 我们对 Andrews 矩阵和 Ga10As10H30 矩阵分别使用 1 到 32
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表 7 对 Ga10As10H30 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 9.37 24.18

150 20.07 52.36

300 40.32 109.53

600 78.72 231.73

1,200 205.24 559.18

C
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103

LOBPCG (SLEPc) 

GCGE 

 = 1.5

图 5 (网络版彩图) 对 Ga10As10H30 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时两种方法的计算时间对比 (np = 24)

表 8 对 Ga10As10H30 矩阵, 收敛准则取 1× 10−12 时两种方法的计算时间对比 (s)

nev GCGE LOBPCG

75 25.17 运行中报错中断

150 55.16 运行中报错中断

300 110.07 运行超过 24 小时未收敛

600 212.47 运行超过 24 小时未收敛

1,200 526.26 运行超过 24 小时未收敛

个进程进行测试.这里同样将 GCGE与 SLEPc中的 LOBPCG进行对比,具体的计算结果见图 6和 7.

对比图 6和 7可以发现, GCGE有与 LOBPCG几乎一样的强可拓展性,并且 GCGE具有更好的计算

效率.

4.4 大规模计算时算法的稳定性与计算效率的测试

本小节考虑求解某种复杂建筑体模态分析所导致的特征值问题. 模态分析问题的力学模型如下:
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图 6 (网络版彩图) 对 Andrews 矩阵, 收敛准则取 1× 10−4 时与 LOBPCG 强可拓展性对比 (nev = 600)
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图 7 (网络版彩图) 对 Ga10As10H30 矩阵, 收敛准则取 1 × 10−4 时与 LOBPCG 强可拓展性对比 (nev =

600)

−G∆u− (µ+G)∇(∇ · u) = λu, 在 Ω 内,

u = 0, 在 ∂Ω 上,
(4.1)

其中

∆ =


∆

∆

∆

 , ∇ =


∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 , ∇· =
[
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

]
, u =


ux

uy

uz

 .
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这里 G 为材料剪切模量 (剪切弹性模量), µ 为材料体积模量, 二者统称为 Lamé 常数, 其表达式如下:

G =
E

2(1 + ν)
, µ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
,

其中 E 为弹性体的杨氏模量, ν 为 Poisson 比. 由于弹性体可能由多种材料构成, 所以 Lamé 常数在

区域的不同位置可能取不同的值. 本小节考虑的力学模型有如下的应用特征 (见表 9).

本小节所测试的矩阵是使用表 9 中的参数并用有限元并行计算框架 Panda [17, 18] 进行离散得到

的. 这组矩阵是对称正定的, 但由于使用了多种材料, 且网格剖分的精细程度不同, 导致该组矩阵具有

很强的多尺度特性, 使得矩阵条件数很大, 对解法器的稳定性要求很高, 给特征值的计算带来了很大

的挑战. 表 10 给出了这组矩阵的部分数学性质, 其中 A 和 B 分别表示该广义特征值问题的刚度矩阵

和质量矩阵. 由表 10 可以看出这组矩阵具有很强的多尺度特性且条件数很大.

我们使用 SLEPc 软件包中的几种常用的算法对本小节的问题进行了测试. 使用 Krylov-Schur 方

法求解时, 可以达到要求的计算精度, 且收敛速度快. 缺点是该方法需要精确求解迭代过程中的线

性方程组, 由于本小节的矩阵的条件数很大, 只能使用 LU 分解才能求解, 因此, 并行可拓展性较差.

LOBPCG 算法不需要精确求解线性方程组, 可以有较好的并行可拓展性, 但该方法的稳定性较差, 求

解本小节的矩阵特征值问题时总是求解失败. Jacobi-Davidson 方法不需要精确求解线性方程组, 并行

可扩展性较好, 但该方法较为复杂, 算法参数很多, 难以为本小节的矩阵找到最优的求解参数以及构

造良好的预条件矩阵.

本小节使用 2,736,987 阶的矩阵 [16, 17] 进行测试, 收敛准则为相对残差 ∥Ax− λBx∥2/(|λ| · ∥x∥2)
< 5× 10−2, 使用 72 到 576 个进程, 分别求解最小端的 100 和 1,000 个特征值. 根据上面的分析, 这里

将 GCGE 与 SLEPc 中的 Jacobi-Davidson 解法器进行对比. 使用 GCGE 求解时, 用 500 次 CG 迭代

计算 W . 经过多次实验, 也为 Jacobi-Davidson 方法选取了已知最好的参数. 相应的对比结果见图 8.

表 9 模态分析问题的部分应用特征

模型 Poisson 比 杨氏模量

某建筑体模态分析问题 0.15, 0.3 7.0E+7, 2.48E+7, 2.1E+8

表 10 模态分析问题所产生矩阵的性质

性质 A B

行数 2,736,987 2,736,987

非零元个数 189,967,149 189,967,149

稀疏度 69.41 69.41

对角线元素最小值 9.90E+08 3.88E−02

对角线元素最大值 3.45E+11 4.29E+01

非对角线元素最小值 −1.67E+11 2.34E−03

非对角线元素最大值 1.69E+11 1.60E+01

非对角线元素最小绝对值 2.91E−11 2.34E−03

非对角线元素最大绝对值 1.69E+11 1.60E+01

最小对角占有率 1.32E−02 2.60E−02

对称性 sym (1.0E+00) sym (1.0E−10)

条件数 8.57E+07 7.74E+03
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图 8 (网络版彩图) 对 2,736,987 阶模态分析矩阵, 收敛准则取 5× 10−2 时的计算时间对比

从图中可以发现 GCGE和 Jacobi-Davidson均有较好的强可拓展性,且 GCGE的计算速度相比 Jacobi-

Davidson 方法有约 3 至 5 倍的提高.

5 总结

本文基于阻尼块反幂法与子空间投影方法的组合构造了求解特征值问题的广义共轭梯度算法,并

构造了相应的算法软件包 GCGE.该软件包具有稳定、高效和高可拓展性的特点. 针对不同的问题,计

算效率相比于 SLEPc软件包中的 LOBPCG 以及 Jacobi-Davidson解法器有 2 至 6 倍的效率提升. 该

软件包是不依赖矩阵和向量结构的, 因此可以有更广泛的应用, 未来将依据阻尼块反幂法设计求解非

对称矩阵特征值问题的并行算法.
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A generalized conjugate gradient method for eigenvalue
problems
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Abstract A generalized conjugate gradient method is proposed to solve eigenvalue problems. This method is de-
signed by combining the dumping block inverse power scheme and the subspace projection method. Furthermore,
based on the properties of the proposed method, a series of optimization techniques are developed to improve
the stability, computing efficiency and scalability. We also introduce a computing package GCGE (generalized
conjugate gradient eigensolver) which is developed based on the proposed method here. Some numerical exam-
ples are provided to validate the stability, computing efficiency and scalability of the method in this paper. The
corresponding computing package can be downloaded from the website https://github.com/pase2017/GCGE-1.0.
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