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摘要 本文回顾与平均曲率相关的几何变分理论的最新研究进展, 主要讨论极小超曲面的 Morse 理

论,并重点介绍常平均曲率 (constant mean curvature, CMC)曲面的变分理论、重数一猜想、极小超曲

面的典范空间分布、自由边界极小曲面的变分理论及在等变情形下的推广.
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1 引言

在几何学中一类重要的研究课题是考虑长度泛函、面积泛函及体积泛函在一些约束条件下的变

分问题, 并研究相应的临界子流形. 而一个子流形能否成为这类变分问题的一阶临界点往往与子流

形的平均曲率这一几何量密切相关. 其中最显著的例子包括极小曲面、常平均曲率 (constant mean

curvature, CMC) 曲面及更一般的带有预定平均曲率 (prescribed mean curvature, PMC) 的曲面, 它们

的平均曲率函数分别为 0、等于常数, 或由背景函数预定. 自 1762 年 Lagrange 在极小曲面上的工作

以来, 数学家们对这类问题的研究已经广泛地持续了两个多世纪, 开发并使用了多种不同的方法, 包

括但不限于复分析、变分法、偏微分方程和几何测度论. 这些变分问题中的临界子流形不仅蕴含了丰

富的数学之美, 有关它们的研究也推动了其他各个领域的发展进步, 例如, 拓扑学、分析学和物理学的

许多基本问题中都有着它们的深刻应用. 更多有关其历史背景的介绍 1)可参见文献 [12, 71,75].

本文重点关注面积或体积变分问题下的临界曲面. 在过去的十年中, 几何变分理论取得了惊人的

发展,在极小曲面、CMC曲面和 PMC曲面的存在性方面得到了许多深刻的新成果.其中最引人瞩目的

成果包括丘成桐教授关于存在无穷多个闭极小曲面的著名猜想,已经可以通过Marques和 Neves [67]和

Song [91] 的工作得以证明,而 Zhou和 Zhu [109,110] 及 Cheng和 Zhou [10] 则分别建立了 CMC闭曲面和

1) Zhou X. Mean curvature and variational theory. ICM 2022 proceedings, 2023, to appear
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PMC闭曲面存在性的一般性结论.此外,对于这些曲面之间的联系也有着令人惊喜的新发现, Zhou [108]

也由此证明了极小超曲面的重数一猜想 (the multiplicity one conjecture). 同时, 在一些对称性的约束

下, 这类结论也有着许多自然的等变推广, 其中 Wang [96–98] 及 Wang 和 Wu [99] 共同完成了等变极小

曲面和等变 CMC 闭曲面的一般存在性结果与相关应用. 本文将介绍有关这些研究的前沿成果.

首先从 3 维空间中极小曲面的变分构造开始讨论, 并进一步在背景空间维数高于 3 维的一般情

形下讨论极小超曲面的构造. 液体的表面张力使得肥皂膜的面积最小化, 而在数学中描述这类曲面的

模型就是极小曲面. 根据面积泛函的第一变分公式可知, 这类曲面的平均曲率需要处处为 0. 更一般

地,平均曲率恒为 0的曲面被称为极小曲面,等价地,极小曲面就是面积泛函的驻点. 关于如何在 3维

Euclid空间中找到给定边界的面积最小曲面 (area-minimizing surfaces)这一问题,最早由 Lagrange提

出,并在 Joseph Plateau于 19世纪用肥皂膜进行了系统性试验后被正式命名为 Plateau问题. 1930年,

Douglas [22] 和 Radó [80] 使用映射的方法分别独立地解决了 Plateau问题.从那之后,众多研究涌现,尝

试将该存在性结果推广到 Euclid 空间或者 Riemann 空间中的高维和高余维子流形. 特别地, 在许多

杰出的数学家们的发展和推动下,几何测度论 (geometric measure theory)应运而生. 通过结合 Federer

和 Fleming [24]、De Giorgi [17]、Almgren [4]、Federer [23] 及 Simons [89] 的研究工作, 数学家们已经熟知

余一维的面积最小流动型 (current)在一个至少余 7 维的奇点集之外是处处光滑嵌入的. (对于高余维

的面积最小流动型的正则性可参见文献 [18].)

基于 Plateau问题,一个自然的问题是考虑闭 Riemann流形中是否存在闭的极小曲面. 当背景流形

满足一定的拓扑条件时,依然可以使用映射的方法或者几何测度论构造面积最小曲面. 当背景流形Mn

中包含一个不可压缩 (incompressible) 的曲面 f : Sg → M 时 (Sg 是一个亏格为 g 的曲面), Schoen 和

Yau [87] 及 Sacks和 Uhlenbeck [83] 通过研究 Dirichlet能量泛函 E(f) =
∫
Sg

|∇f |2dσ 得到了对应极小曲
面的存在性. 他们首先在所有的映射类里面最小化能量泛函 E(f),并进一步在共形结构的 Teichmüller

空间最小化 E(f), 从而在 f 的共轭类中构造了面积最小曲面. Meeks III 等 [73] 通过在 3 维流形的

非平凡同痕类中作面积的最小化, 得到了光滑嵌入的极小曲面. 更一般地, 如果同调群 Hn−1(M
n,Z)

中存在非平凡的元素 c ̸= 0, 则根据几何测度论 (geometric measure theory, GMT) 可知, c 中一定存

在面积最小的整流动型 (integral current) Σ ∈ c, 其支集在一个余 7 维的奇点集之外是光滑嵌入的.

如何在一般的情形下构造闭的极小超曲面这一问题更加有趣, 同时也更具有挑战性. 作为一维的

极小子流形,闭测地线在 2维球面中的构造方法在 20世纪初已被发现 (参见文献 [7,62]). 而这些早期

的研究启发 Almgren [2, 3] 开创了一项数学理论, 旨在构造任意维数和余维数的闭极小子流形. 对于任

意的闭 Riemann 流形 Mn 和任意整数 1 6 k 6 n− 1, Almgren 设计了一个非常一般化的极小极大理

论 (min-max theory), 并通过在一族整闭链 (integral cycles) 上应用该理论, 证明了存在非平凡的 k 维

第一变分为零 (stationary)的整泛簇 (integral varifolds). 随后, Pitts [77] 在一项开创性的研究中进一步

完善了 Almgren 的方法. 他利用 Schoen 等 [86] 著名的稳定极小超曲面的曲率估计结果, 在 3 6 n 6 6

的情形下证明了余一维 (k = n − 1) 的极小极大泛簇 (min-max varifolds) 其支集是光滑嵌入的. 而当

Schoen 和 Simon [85] 进一步推广了曲率估计的结果后, 他们随即在更一般的高维情形下 (n > 7) 得到

了余一维极小极大泛簇奇点集至少余 7 维的正则性理论. 综合以上的结果, 闭极小曲面的第一个一般

存在性定理如下:

定理 1.1 在任意维数 n 大于等于 3 的闭 Riemann 流形 (Mn, g) 中, 存在着非平凡的第一变分

为零 (stationary) 的 n− 1 维整泛簇 (integral (n− 1)-varifold) V , 其支集在一个余 7 维的奇点集之外

是光滑嵌入的. 特别地, 若 3 6 n 6 7, 则 V 的支集是一个光滑嵌入的闭极小超曲面 Σ.

注意到, 当 Mn 有非平凡的高阶同伦群时, Sacks 和 Uhlenbeck [83] 使用扰动的方法以及 Banach
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流形上的经典 Morse 理论发展了另一套极小极大理论, 构造了分歧 (branched) 浸入的 2 维极小球面.

近期, Colding 和 Minicozzi [14] 在证明 Ricci 流有限时间消失时, 利用调和替换的方法给出了 Sacks-

Uhlenbeck 结果的一个新证明. 关于高亏格极小曲面的极小极大构造, 可参见文献 [81, 106,107].

受到这些结果和闭测地线理论的启发, Yau [104] 提出了一个著名的猜想,断言每个 3维闭 Riemann

流形中都存在无限多个不同的光滑浸入的闭极小曲面. 近期, Marques 和 Neves [67] 及 Song [91] 的工

作解决了这一猜想, 同时也将极小曲面理论的发展推向了一个新的巅峰. 大约在同一时间, 面积泛函

的 Morse 理论也得以建立 (参见文献 [64, 66, 68, 108]), 进一步还有许多关于极小超曲面在空间中分布

性质的惊奇结果被揭示出来 (参见文献 [44, 69, 92]). 而所有的这些结果均是通过在高维参数空间中应

用 Almgren-Pitts 极小极大理论实现的 (深受 Marques 和 Neves [65] 对 Willmore 猜想证明的影响). 有

关内容将在第 3 和 4 节中展开详细的讨论和介绍.

在上述关于极小超曲面的研究结果中, 一个核心的困难在于极小极大泛簇是带有整数重数的, 也

即极小极大泛簇可能是带有整数重数的极小超曲面. 因此,对于参数空间维数不同的整闭链族,应用极

小极大理论所构造的极小超曲面可能仅是重数不同.在经典Morse理论的启发下, Marques和 Neves [68]

提出了重数一猜想:

猜想 1.1 对于光滑典范 (generic) 的 Riemann 度量, 在维数 3 6 n 6 7 的流形 Mn 中, 所有极

小极大泛簇均由重数一的嵌入极小超曲面所诱导.

受到 CMC/PMC超曲面 [109,110] 存在性研究的启发,猜想 1.1在文献 [108]中得到了证实. 第 3节

介绍该猜想的证明概要. 值得一提的是, Chodosh 和 Mantoulidis [11] 在 3 维时证明了相变设定下 (the

phase transition setting) 重数一猜想的相应结果 (参见文献 [30, 34]).

由于极小曲面方程的非线性性, 构造这些变分临界曲面的具体实例十分困难, 而对称性往往是降

低这类问题复杂度的一项有效手段, 如在 R3 中有着 Scherk 曲面 [84] 等具有周期性的完备极小曲面

及 S3 中的 Lawson 曲面 [52] 等. 更一般地, Hsiang 和 Lawson [43] 考虑了有紧 Lie 群 G 等距作用的

Riemann 流形 M , 并通过在轨道空间 M/G 中利用轨道的体积函数对诱导度量作加权 (共形变换), 将

M 中 G- 等变子流形的面积变分问题转化为 M/G 中加权度量下的变分问题, 进而结合对轨道空间中

加权度量下测地线常微分方程的研究, 在 Sn 等对称空间中构造了闭极小子流形 (参见文献 [38, 39]).

而这一套由 Hsiang 开发的方法也称为等变微分几何 (equivariant differential geometry), 在闭极小曲

面、自由边界极小曲面 [29] 和 CMC 曲面 [40] 的构造中都发挥了重要的作用. 特别地, Hsiang [41] 证明

了在一些高维球面 Sn 中存在着非赤道的嵌入极小超球面, 解决了 “球面 Bernstein 问题”, 并进一步

在 n > 3 的球面中构造了无穷多个非全等的嵌入闭极小曲面 [42].

将对称性与几何测度论相结合, Lawson [53] 首先提出并研究了等变约束下的 Plateau问题.而随着

Almgren-Pitts 极小极大理论的发展和应用, 一类自然的问题是, 在一般的具有一定对称性 (有紧 Lie

群 G等距作用)的闭 Riemann流形 M 上是否存在对称 (G-等变)的闭极小超曲面和对称的 CMC闭

超曲面? 等变的极小超曲面是否有无穷多个?又有着怎样的分布性质与 Morse指标估计?在一系列的

工作中, Wang [96–98] 实现了 Almgren-Pitts 设定下的等变极小极大理论, Wang 和 Wu [99] 则完成了等

变 CMC 闭超曲面的一般存在性结果, 第 6 节中将对此展开详细的介绍.

2 CMC (超) 曲面和 PMC (超) 曲面

常平均曲率 (CMC) 的曲面给出了肥皂泡的数学模型. 在理想状态下, 表面张力促使曲面在包裹
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空气体积不变的条件下实现面积的最小化. 这样的曲面必定是面积泛函在具有体积约束条件下的驻

点, 因此根据第一变分公式, 该曲面一定是常平均曲率的. CMC 曲面是微分几何中的经典研究课题,

它在等周问题 (isoperimetric problems)、聚合物界面理论 (interface theory for polymers) 和广义相对

论等许多领域都发挥着重要作用. 自 Aleksandrov [1] 的开创性工作以来, 有关 R3 以及其他 3 维齐次

流形中如何对 CMC 曲面进行分类一直是一个经典问题. 对这一方面的研究可参见文献 [72]. 本文着

重介绍一般流形中 CMC 曲面的存在性理论.

首先简要回顾有关 CMC曲面存在性问题的研究背景. 在 R3 中, Heinz [36] 和 Hildebrandt [37] 首先

提出了满足 Plateau边界条件的预定常值平均曲率曲面的存在性. 之后, Rellich猜想断言 CMC Plateau

问题的解至少有两个, 而这一猜想后来被 Brezis 和 Coron [9] 及 Struwe [93] 所解决. 对于闭的 CMC 超

曲面, 我们熟知等周区域 (isoperimetric regions) 的边界是奇点集至少余 7 维的光滑嵌入 CMC 超曲

面 (参见文献 [5,74]). 同时, 对于非退化的极小超曲面或严格低维的极小子流形, 还可以通过扰动的方

法, 在其附近构造由闭 CMC 超曲面所组成的叶状结构 (foliation), 对此可参见 Ye [105] 和 Mahmoudi

等 [63] 的工作. 而 Kapouleas [8, 47] 则开创了一套黏接的构造方法, 成功地在 Euclid 空间中构造了完

备以及紧致 CMC 曲面的许多重要例子. 此外, 对于 CMC 曲面的构造还有 Rosenberg 和 Smith [82]

的度数理论 (degree theory) 等方法. 然而, 所有的这些工作都未能解决一个基本而重要的问题, 即如

何在一般的流形中构造任意给定常值平均曲率的闭超曲面?

Zhou 和 Zhu [109] 建立了如下的一般存在性理论, 从而解决了这个问题.

定理 2.1 [109] 设 Mn 是维数 3 6 n 6 7的闭 Riemann流形. 对于任意给定的常数 c ∈ R,存在一
个非平凡的、光滑的、闭的、几乎嵌入的 (almost embedded) 超曲面 Σ, 满足平均曲率为 c.

注 2.1 一个光滑的几乎嵌入的超曲面是一个光滑浸入超曲面,满足在自相交点处可以分解为若

干个彼此相切的叶片. 这样的超曲面是 Alexandrov 嵌入的.

为了证明此定理,可以在极小极大理论中考虑添加体积项的面积泛函,进而将 Almgren-Pitts的理

论推广到更一般的 CMC 设定下.

需要注意的是,由于使用了整流动型作为总的变分空间,因此并不清楚定理 2.1中所给出的 CMC

超曲面是否存在着拓扑上的控制.与此相对地, Simon和 Smith (参见文献 [90])给出了 Almgren-Pitts理

论的一个变体,并证明了在任意 3维 Riemann球中都存在着嵌入的 2维极小球面. 通过考虑 Heegaard

分裂并生成类扫描族 (sweepout), Colding和 De Lellis [13] 进一步地将这个结果推广到了任意的 3维闭

流形 M 中, 并且对于此方法构造出的极小极大曲面满足亏格被 M 的 Heegaard 亏格所控制 (参见文

献 [19,50]). 此外, 基于调和映照方法的极小极大理论 [14, 81,83,106,107] 也自然地生成满足亏格控制的分

歧浸入极小曲面. 考虑到这些对比, 一个非常有吸引力的问题是如何在 3 维流形中构造满足预定常值

平均曲率以及亏格控制 (由背景流形的 Heegaard 亏格控制) 的闭 CMC 曲面. 特别地, 文献 [82, 第 3

页] 提出了如下的猜想: “对于任意 H > 0 以及 S3 中正截面曲率的度量 g, 存在一个以 H 为常值平均

曲率的从 S2 到 S3 的嵌入映射”. 然而, 根据 Torralbo [95] 和 Meeks III等 [70] 的工作可知, 在某些正曲

率的齐性 3 维球中存在着一些常数 H, 使得以 H 为常平均曲率的 2 维球总有自相交点. 受到极小曲

面映射构造方法的启发, 一个自然的想法是将 Rosenberg-Smith 猜想中的 “嵌入” 修改为 “分歧浸入”.

Cheng 和 Zhou [10] 使用映射的方法重新设计了极小极大理论的构造并解决了此修改后的猜想.

定理 2.2 [10] 对于任意非负 Ricci 曲率的 3 维 Riemann 球面 (S3, g) 和任意的常值 H, 存在着非

平凡的、以 H 为常值平均曲率的分歧浸入 2 维球面.

注 2.2 事实上, 文献 [10] 证明了只要 (S3, g) 满足 Ricg > −H2

2 g 就有分歧浸入的 H-CMC 2- 球

面. 而当 (S3, g) 没有曲率限制时, 上述结论对 (Lebesgue 测度意义下) 几乎所有的 H 都成立.
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对于 Mn 中的超曲面 Σn−1 以及函数 h : M → R, 若 Σn−1 的平均曲率处处等于 h, 则称其为以 h

为 PMC 的超曲面. PMC 超曲面不仅是 CMC 超曲面的自然推广, 也是不同液体之间临界面的数学模

型 (参见文献 [25, 第 1.6 小节]). 在 Plateau 边界条件以及图形情形下, PMC 超曲面的局部存在性已

经有了十分清晰的了解 (参见文献 [110]). 然而, 除了预定函数为常值的情形外, PMC 超曲面的整体

理论以及闭 PMC 超曲面的存在性问题在很大程度上是开放的. 在 3 维闭流形中, 闭 PMC 曲面的整

体存在性问题是丘成桐教授于 20 世纪 80 年代提出的一个猜想 (根据个人交流, 在 R3 中的猜想内容

可参见文献 [104, 问题 59]).

Zhou和 Zhu [110] 将文献 [109]中的 CMC极小极大理论进一步推广到非常值的预定函数情形. 特

别地, 对于一类典范的 (generic) 光滑预定函数, 闭 PMC 超曲面的存在性已被解决.

定理 2.3 [110] 令 Mn 为维数 3 6 n 6 7 的闭 Riemann 流形. 存在 (光滑拓扑下的) 开稠集

S ⊂ C∞(M), 使得对于任意预定函数 h ∈ S 都存在以 h 为预定平均曲率的、非平凡的、光滑的、闭

的、几乎嵌入的超曲面, 即 HΣ = h |Σ.
在定理 2.1 和 2.3 的证明中, 极小极大理论的构造均基于一维参数空间中的类扫描族. 这些结果

后来被 Zhou [108] 推广到高维参数情形的极小极大构造, 并进一步获得 Morse 指标的上界控制. 同时,

Zhou [108] 在证明重数一猜想的过程中, 定理 2.3 及其推广形式 [108] 起到了至关重要的作用.

最后值得注意的是, 对于非负 Lipschitz 的预定函数, Bellettini 和 Wickramasekera [6] 还通过相变

(phase transition) 的方法解决了 PMC 超曲面的存在性问题.

3 面积变分理论与重数

本节介绍近期取得了巨大进展的面积泛函 Morse 理论, 同时给出关于重数一猜想的证明概要. 为

方便起见, 下文将使用 n 表示超曲面 Σn 的维数, 并用 n+ 1 表示背景流形 Mn+1 的维数.

Morse 理论的原理是将全空间的拓扑结构与其中泛函的临界点集相关联. 这里选择模 -2 的 n- 闭

链 (cycles) 空间作为定义面积泛函的全空间, 并将其记作 Zn(M,Z2). 该空间中的元素可以粗略地理

解为具有有限 n 维 Hausdorff 测度的开集边界. Almgren [2] 计算了 Zn(M,Z2) 的所有同伦群, 并证明

了如下的定理:

定理 3.1 Zn(M,Z2) 弱同伦等价于 RP∞.

这里 RP∞ 表示无穷维实射影空间. 此定理表明 Zn(M,Z2) 的 Z2- 上同调环是多项式环, 进而用

λ̄ 表示其生成元, 即 H∗(Zn(M,Z2),Z2) = Z2[λ̄]. 受到此拓扑结构的启发, Gromov [31, 32]、Guth [35] 及

Marques 和 Neves [67] 在 Zn(M,Z2) 中引入了面积泛函的体积谱这一概念作为 Laplace 谱的非线性版

本. 接下来, 令 X 为任意有限维的参数空间, 例如 X 可以为一个方体复形 (cubical complex).

定义 3.1 (体积谱) 设 k ∈ N, 若连续映射 Φ : X → Zn(M,Z2) 满足 Φ∗(λ̄k) ̸= 0 ∈ Hk(X,Z2), 则

称 Φ 为一个 k- 类扫描族. 定义第 k 体积谱 (k-th volume spectrum) 或 k- 宽度 (k-width) 为如下的极

小极大值:

ωk(M) = inf
Φ:k-类扫描族

sup
x∈dmn(Φ)

Area(Φ(x)),

其中 dmn(Φ) 为 Φ 的定义域.

根据文献 [31, 32, 35, 67] 中的结果可知, 当 k → ∞ 时, 体积谱序列 {ωk(M)} 满足非线性的增长速
率 k

1
n+1 . 更进一步地, 该序列满足如下的 Weyl 定律:
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定理 3.2 [60] 存在只依赖于 n 的常数 a(n) > 0, 使得对于任意紧 Riemann 流形 Mn+1, 都有

lim
k→∞

ωk(M)k−
1

n+1 = a(n)Vol(M)
n

n+1 .

这里需要注意的是, Almgren-Pitts极小极大理论需要被应用在一个同伦类中的 k-类扫描族上,而

体积谱的定义中则需要考虑所有满足上同调条件的 k-类扫描族. 为了将它们联系在一起, Marques和

Neves [66] 系统地研究了 Almgren-Pitts 理论中生成的极小超曲面的 Morse 指标. 特别地, 他们证明了

如下形式的极小极大定理 (min-max theorem):

定理 3.3 令 Mn+1 为维数 3 6 n+1 6 7的闭 Riemann流形. 对于任意 k ∈ N,存在若干个互不
相交的、连通的、闭的、光滑嵌入的极小超曲面 {Σk

i : i = 1, . . . , lk}和整数重数 {mk
i : i = 1, . . . , lk} ⊂ N,

使得

ωk(M) =

lk∑
i=1

mk
i ·Area(Σk

i ),

lk∑
i=1

Ind(Σk
i ) 6 k,

其中 Ind(Σ) 表示 Σ 的 Morse 指标, 即其面积二阶变分中的负特征值个数.

自 20 世纪 80 年代 Almgren-Pitts 极小极大理论创立之初, 可能存在重数大于 1 的特性就成为了

阻碍该理论进一步应用的一大主要障碍.例如,在将定理 3.3应用于每个 {ωk}k∈N 时,重数大于 1可能

导致反复出现相同的极小超曲面. 此外,对于高重数的极小极大泛簇也无法使用 Marques和 Neves [68]

的构造方法来获得 Morse指标的下界控制 (另参见文献 [64]). 对此, Marques和 Neves [68] 提出了如下

的著名猜想.

猜想 3.1 (重数一猜想) 对于 3 6 n+ 1 6 7 的闭流形 Mn+1, 在多凸 (bumpy) 度量下总存在一

族满足定理 3.3 的极小超曲面 {Σk
i }, 使得 Σk

i 的每个连通分支都是双面的 (two-sided) 重数一的.

注 3.1 对于任意超曲面, 若其法丛平凡, 则称其为双面的. 在一个 Riemann 度量下, 如果每个

浸入的闭极小超曲面都是面积泛函的非退化临界点, 则称该度量是多凸度量. White [102,103] 证明了所

有多凸度量构成的集合在 Baire 范畴意义下是典范的.

此猜想得到了 Zhou [108] 的证实.

定理 3.4 [108] 猜想 3.1 为真.

对于任意 k ∈ N, 结合定理 3.4 以及 Marques 和 Neves [68] 发展出的一套用于估计 Morse 指标下

界的方法, 可以证明存在 Morse 指标为 k 且面积为 ωk(M) 的闭极小超曲面. 以上工作共同为面积泛

函建立了一个令人满意的整体 Morse理论.近期, Marques等 [64] 证明了面积泛函的 Morse不等式, 进

而由此建立了局部的 Morse 理论.

根据 Sharp [88] 的极小超曲面紧性定理, 定理 3.4 中的结论在正 Ricci 曲率的度量下同样成立. 同

时,对于典范度量 (generic metric)下极小极大超曲面的重数和 Morse指标,我们还能得到如下的结果:

定理 3.5 [108] 在定理 3.3 中, 每个不是退化稳定的连通分支 Σk
j 均为双面的且 mk

j = 1, 满足∑
Σk

j :双面的
Ind(Σk

j ) 6 k.

注 3.2 这里称一个闭极小超曲面 Σ 为退化稳定 (degenerate stable) 的, 若其面积泛函的二阶变

分非负定且以 0 为特征值. 同时, 定理 3.5 中的结果已被 Li [57] 部分推广至更高维 n+ 1 > 7 的情形.

对于非多凸度量,一个长时期被该领域专家关注的问题是高重数的极小曲面是否会真正在极小极

大理论中出现. 当背景流形 Mn+1 有乘积结构, 即 Mn+1 = Nn × S1 时, 如果 S1 因子的长度很大, 则

一个平凡的事实是单参数的极小极大泛簇可以是任意一个截面 Nn×{t}的两倍. 同时,也可以手动将

这个两重的全测地超曲面分成两个互不相交的超曲面 Nn × {t1} 和 Nn × {t2}. 基于这个例子, 在很

1292



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 10 期

长时间里, 专家相信重数一猜想的结论对于非多凸度量也成立, 即总可以找到重数一的极小超曲面来

实现极小极大的宽度 (width). Wang 和 Zhou [101] 首次发现了重数一猜想结论不成立的例子. 具体地,

有如下定理.

定理 3.6 [101] 在 n+ 1 维球面 Sn+1 (3 6 n+ 1 6 7) 上, 存在 (无穷多) Ricci 曲率非负的度量 g,

使得在此度量下, 第二体积谱 ω2(S
n+1, g) 只能由两重的退化稳定的 (degenerate stable) 极小 n 维球

面 (Sn) 实现.

注 3.3 此结论验证了重数一猜想 (定理 3.4)和其推论 3.5都是最优的. 同时,文献 [101]还给出

了 ω1(M, g) 只能由两重的单面的 (1-sided) 超曲面实现的例子.

定理 3.4 的证明 在文献 [108] 中, 证明的主要想法是考虑 PMC 极小极大理论中所使用的加

权 Ah- 泛函 (参见文献 [110]), 并用 Ah- 泛函逼近面积泛函. 这里 Ah 泛函定义为 Ah(Ω) = Area(∂Ω)

−
∫
Ω
hdM ,其中 Ω为 Caccioppoli集, h ∈ C∞(M). Ah-泛函的光滑临界点是一个 Caccioppoli集 Ω,其

边界为光滑的超曲面 Σ = ∂Ω, 满足 Σ 关于外法方向的平均曲率为 hxΣ. 在证明中有两处关键点. 首

先, 对于给定的多凸度量, 可以在极小极大理论的构造中使用 Caccioppoli 集的边界生成类扫描族, 并

使构造出的极小超曲面满足面积等于给定的体积谱 ωk(M). 其次还需注意到, 同样在多凸度量的假设

下, 当使用泛函序列 {Aϵkh}k∈N 逼近面积泛函 Area时 (ϵk → 0), 可以通过选取恰当的函数 h : M → R
使得对应于 Aϵkh-泛函的极小极大 PMC超曲面,以及它们的极限极小超曲面均为双面的且重数一的.

(1)给定多凸度量,由文献 [66]可知,对于任意 k ∈ N,存在着映射 Φ : X → Zn(M,Z2)的自由同伦

类 Π, 使得其极小极大值 (min-max value) L := infΦ∈Π maxx∈X Area(Φ(x)) 等于 ωk(M), 其中 X 为一

个固定的 k 维参数空间. 选取 Φ0 ∈ Π 使得 maxx∈X Area(Φ0(x)) 充分接近 L. 由于 Caccioppoli 集组

成的空间是 Zn(M,Z2) 的双叶复叠, 其复叠映射由边界映射 ∂ : Ω → [∂Ω] 给出 (参见文献 [68]), 因此

可以将 Φ0 提升为 Φ̃0 : X̃ → C(M), 其中 π : X̃ → X 同样为一个双叶复叠. 记 S 为满足 Area 6 L+ 1

和 Ind 6 k 的嵌入闭极小超曲面所组成的集合. 令 Y 为 X 的子集, 其中包含了所有满足 Φ0(x) ϵ- 接

近于 S 的 x ∈ X, 再令 Z = X \ Y . 由文献 [88] 可知, 在多凸度量下 S 为有限集, 故 Y 具有平凡拓扑,

进而可知 Ỹ = π−1(Y ) 为 Y 的两个同胚副本的不交并, 即 Ỹ = Y +
⊔
Y − 且 Y ≃ Y + ≃ Y −. 同时, 由

于 Φ0(Z) 中不存在接近于正则的元素, 由此可以基于 Pitts 的组合性讨论将 Φ0 |Z 进行形变, 使得

max
x∈Z

Area(Φ0(x)) < L. (3.1)

接下来考虑由 Φ̃0 生成的 (X̃, Z̃)- 相对同调类 Π̃ = {Ψ : X̃ → C(M) : Ψ |Z̃ = Φ̃0 |Z̃}, 有如下引理:

引理 3.1 (参见文献 [108, 引理 5.8]) Π̃ 的极小极大值 L̃ 满足

L̃ := inf
Ψ∈Π̃

max
x∈X̃

Area(∂Ψ(x)) > L = ωk(M).

因此根据 (3.1), 得到非平凡的条件 L̃ > maxx∈Z Area(Φ0(x)).

证明 假设结论不真. 根据 maxx∈Z̃ Area(∂Φ̃0(x)) = maxx∈Z Area(Φ0(x)) < L可知,可以在 Ỹ 中

对 Φ̃0 进行形变使得面积的最大值严格小于 L. 然而, 由于 Y + 与 Y − 互不相交, 在 Y + (或 Y −) 中的

形变可通过商映射给出 Φ0 |Y 在 Zn(M,Z2) 中的形变. 再注意到所有的映射均在 Z 中不变, 故 Φ0 在

形变后的面积最大值严格小于 L, 与 L 的选取矛盾.

(2) 定理中的主要结论来自于如下的结果.

定理 3.7 (参见文献 [108, 定理 4.1]) 在上述记号下, 若 g 为多凸度量, 则 L̃ 可以被一个重数一

的、嵌入的、双面的闭极小超曲面的面积实现.
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为了得到定理 3.4, 首先注意到根据 Φ0 的选取可知 L̃非常接近于 L. 又由于 g 为多凸度量, 所以

当它们充分接近时, L̃ 的值应当恰好达到 L.

定理 3.7 的证明 为简化记号,证明中省去所有的波浪号.给定光滑函数 h : M → R和 ϵ > 0,可

以使用 Aϵh- 泛函的极小极大值

Lϵh = inf
Ψ∈Π

max
x∈X

Aϵh(∂Ψ(x))

逼近 L, 即当 ϵ → 0 时, Lϵh → L. 注意我们要求对于任意 Ψ ∈ Π 都有 Ψ |Z = Φ0 |Z . 于是, 根据

L > maxx∈Z Area(∂Φ0(x)) 的事实以及 Aϵh(Ω) 中的 ϵ
∫
Ω
hdM 项充分小不难看出, 当 ϵ > 0 充分小时,

总有

Lϵh > max
x∈Z

Aϵh(Ψ(x)). (3.2)

通过将文献 [110] 中 1 维参数版本的 PMC 极小极大理论推广至高维参数空间, 进而可以对典范选取

的函数 h 应用该理论构造得到 Ωϵ ∈ C(M), 使得

(1) Σϵ = ∂Ωϵ 为几乎嵌入的超曲面;

(2) 平均曲率 (相对于外法方向) 满足 HΣϵ = ϵh |Σϵ ;

(3) Aϵh(Ωϵ) = Lϵh;

(4) Morse 指标 (相对于 Aϵh- 泛函) 满足 Ind(Σϵ) 6 k.

令 ϵ → 0, 根据 (2)–(4) 和文献 [108, 定理 2.6] 可知, 存在子列 Σϵ 在除去有限个点外局部光滑地

收敛到一个带有整数重数 m ∈ N 的嵌入的闭极小超曲面 Σ0 (不失一般性, 可假设 Σ0 为连通的). 因

此 L = mArea(Σ0), 故只需再证明 Σ0 为双面的 (此处省略) 以及 m = 1.

根据收敛性可知, Σϵ 可以局部地分解为 Σ0 \W 上的 m个函数图像,记这些函数为 u1
ϵ 6 u2

ϵ 6 · · ·
6 um

ϵ . 由 (1)可知, Ωϵ 的单位外法向量在这些函数图像的叶片上交替地改变定向.接下来可根据 m的

奇偶性分别进行证明.

断言 3.1 若 m > 3 为奇数, 则 Σ 是退化的, 因而得到矛盾.

证明 由于 m 为奇数, 位于最上层和最下层的图像有相同的定向, 因此将这两层图像所满足的

PMC 方程相减可得 L(um
ϵ − u1

ϵ) + o(um
ϵ − u1

ϵ) = ϵ(h(x, um
ϵ ) − h(x, u1

ϵ)) = o(um
ϵ − u1

ϵ), 其中 L 为 Σ 二

阶变分所对应的 Jacobi 算子. 经过重新单位化后, 高度差函数 um
ϵ − u1

ϵ 将存在子列收敛到一个定义在

Σ \W 上的正的 Jacobi 场, 进而可根据标准的技巧将其延拓至整个 Σ 上.

断言 3.2 若 m 为偶数, 则方程 Lφ = 2h |Σ0 存在不变号的解.

证明 此时位于最上层和最下层的图像有相反的定向. 故

L(um
ϵ − u1

ϵ) + o(um
ϵ − u1

ϵ) = ±ϵ(h(x, u1
ϵ) + h(x, um

ϵ )).

注意到 um
ϵ − u1

ϵ > 0, 再次使用重新单位化的过程后, 要么可以得到一个正的 Jacobi 场 (矛盾), 要么得

到正函数 φ 满足 Lφ = 2h |Σ0 或 Lφ = −2h |Σ0 .

如下的关键性引理表明, 通过恰当地选取 h 可使得断言 3.2 无法成立. 由此即可完成定理 3.7 的

证明.

引理 3.2 在一个满足 Area 6 C 且 Ind 6 k 的嵌入闭极小超曲面上, 对于恰当选取的函数 h, 方

程 Lφ = 2h |Σ 的解必定改变符号.
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证明 由文献 [88] 中的紧性定理可知, 满足 Area 6 C 和 Ind 6 k 的嵌入闭极小超曲面只有有限

个, 将其记为 {Σ1,Σ2, . . . ,ΣN}. 选取它们互不相交的邻域 U±
j ⊂ Σj 以及一个定义在

∪
U±
j 上的紧支

光滑函数 f 使得, (1) f |U+
j
非负且存在严格大于 0 的点; (2) f |U−

j
非正且存在严格小于 0 的点. 之后

将 Lf 延拓为 h0 ∈ C∞(M), 并选取典范的 h 充分接近 h0 使其满足我们的要求. 则对每个 Σj , 方程

Lφ = 2h |Σj 的任意解将接近 2f , 因而必定改变符号.

4 典范稠密性、等度分布性与割痕性质

在证明丘成桐猜想以及建立面积泛函 Morse理论的过程中,我们还在典范的光滑度量下观察到了

一些关于闭极小超曲面空间分布性质的惊人结果. 这些结果表明, 闭极小超曲面在空间分布上有着类

似 Laplace 特征函数对应的 L2- 密度稠密的性质. 例如, 两者均表现出等度分布 (equidistribution) 和

割痕 (scarring) 的现象. 我们参考文献 [92] 给出此类比的综述.

利用体积谱的 Weyl 定律 (定理 3.2), Irie 等 [44] 得到了一个关于闭极小超曲面在典范度量意义下

稠密分布的惊人结果,并由此在典范情形解决了丘成桐的猜想. (对于高维情形的推广可参见文献 [58].)

定理 4.1 [44] 令 Mn+1 为维数 3 6 n + 1 6 7 的闭流形. 对于 C∞- 典范 Riemann 度量, 所有光

滑嵌入闭极小超曲面的并集在 M 中稠密.

这个结论随后被 Marques 等 [69] 量化为如下的关于闭极小超曲面等度分布的结果.

定理 4.2 [69] 令 Mn+1 为维数 3 6 n + 1 6 7 的闭流形. 对于 C∞- 典范 Riemann 度量, 存在

M 中的一列等度分布 (equidistributed) 的光滑嵌入闭极小超曲面 {Σj}j∈N, 即对于任意 f ∈ C∞(M),

都有

lim
q→∞

1∑q
j=1 Area(Σj)

q∑
j=1

∫
Σj

fdΣj =
1

Vol(M, g)

∫
M

fdM.

这些结果背后的关键想法在于, 通过在一点 p ∈ M 附近的邻域 U 中扰动度量 (例如, 作共形变

换) 使得其多凸, 之后可进一步结合 Weyl 定律得知极小极大理论必然会生成一个与 U 相交的闭极小

超曲面.

Song [91] 在一般 (非典范)度量下证明丘成桐猜想时,引入了体积谱的一个局部化的版本 {ω̃k}k∈N,

被称为圆柱形体积谱 (cylindrical volume spectrum). 圆柱形体积谱是一类具有 Lipschitz 度量的特殊

非紧流形上的体积谱,而这类非紧流形则是通过在具有稳定极小边界的紧流形上黏接无界圆柱所得到

的. 与标准体积谱的次线性增长不同, Song [91] 证明了圆柱形体积谱 {ω̃k}k∈N 关于 k 线性增长. 进一

步地,通过将文献 [69]中的想法延伸到圆柱体积谱, Song和 Zhou [92] 在典范度量下得到了闭极小超曲

面的割痕性质. 具体而言, 在典范意义下, 任意稳定极小超曲面的附近都定量地围绕着若干个面积与

Morse 指标充分大的嵌入闭极小超曲面. 而这种现象就称为割痕 (scarring).

定理 4.3 (典范割痕 [92]) 令 Mn+1 为维数 3 6 n + 1 6 7 的闭 Riemann 流形. 对于 C∞- 典范

Riemann 度量, 有如下结论: 任给 M 中连通的、闭的、嵌入的、双面的和稳定的极小超曲面 S, 存在

着一列嵌入的闭极小超曲面 {Σk} 使得
(1) Σk ∩ S = ∅;
(2) limk→∞ ∥Σk∥ = ∞;

(3) limk→∞ Ind(Σk)∥Σk∥−1 = ∥S∥−1;

(4) F ( [S]
∥S∥ ,

[Σk]
∥Σk∥ ) 6 1/ log(∥Σk∥).

其中, [Σ] 为对应于 Σ 的泛簇, ∥Σ∥ 为其面积, 而 F 为泛簇的距离函数.
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当维数为 n + 1 = 3 时, 通过探索 3 维流形的拓扑与其中的稳定极小曲面, 文献 [92] 进一步证明

了典范割痕性质在除去球商流形外的任意 3 维流形上都存在.

5 自由边界极小曲面及其应用

上述的所有结果均在带有光滑边界 ∂M 的紧流形 M 中有着对应的结论. 而对于带边紧流形

(M,∂M) 中的变分问题, 本节主要考虑满足边界 ∂Σ (可能为空) 落在背景流形边界 ∂M 中的子流

形 Σ ⊂ M , 即 ∂Σ ⊂ ∂M . 面积泛函在这类约束条件下的变分临界点是满足沿着边界 ∂Σ 与背景流

形边界 ∂M 垂直相交的极小子流形, 通常称为自由边界极小子流形 (minimal submanifolds with free

boundary). 除了 Gergonne 在 1816 年以及 Schwarz 在 1890 年的早期工作之外, Courant 是第一位系

统性地研究自由边界极小曲面的数学家 (参见文献 [16,第 VI章]).有关这类问题的简要研究历史可参

见文献 [56]. 近期, Fraser 和 Schoen [27] 揭示了极大 (extremal) Steklov 特征值问题与单位球体中自由

边界极小曲面理论之间的深层联系,而这一开创性的工作也使得有关自由边界极小曲面的研究竞相迸

发. 我们建议读者参考文献 [55] 中的出色介绍以了解这类问题之间的联系及单位球体中自由边界极

小曲面的各种构造示例.

本节在一般带边紧流形中重点关注余维一情形下的问题, 即自由边界极小超曲面 (free boundary

minimal hypersurfaces, FBMHs). 而对于高余维的情形则可参见文献 [28, 59]. 随着闭流形中丘成桐猜

想及面积泛函 Morse 理论得以解决和发展的同时, 这类问题在自由边界情形下也取得了同样丰硕的

成果.在极小极大理论的建立之初, Almgren [2] 就已经将背景流形 (M,∂M)紧致带边的情形囊括在内.

他在系数 G = Z 或 G = Z2 的情形下研究了相对闭链空间 Zrel(M,∂M,G), 即 M 中满足边界紧支于

∂M 的整流动型或 flat chains所组成的空间. 因此有望利用极小极大理论在 3至 7维的紧流形上构造

光滑嵌入的 FBMHs. 事实上, Jost 和 Grüter [46] 及 Jost [45] 在 20 世纪 80 年代的研究以及 De Lellis

和 Ramic [20] 近期的工作已经在 ∂M 凸性的额外假设下证实了这一结论. 而在不假设边界凸性的一般

情形下, Li [54] 首先在 3维情形尝试解决此问题,随后 Li和 Zhou [56] 在维数为 3至 7时完整地建立了

FBMHs 的存在性和正则性理论, 并由此在自由边界设定下解决了 Almgren 理论的第一步.

在边界非凸的一般情形下,自由边界问题中存在着一个微妙的困难,即 FBMH的内部可能与 ∂M

相切,这种现象通常称为切触 (touching phenomenon). 文献 [56]则证明了即使极小极大泛簇在 ∂M 上

有平凡的支集, 它也依然是光滑嵌入的, 即极小极大 FBMHs 可能与 ∂M 沿着任意的集合相切. 这项

研究已经在 Guang 等 [33] 的努力下得到了进一步的发展, 并获得了 FBMHs 的 Morse 指标上界控制

及典范情形下的稠密性结果.最近, Wang [100] 基于 Song [91] 的证明思想解决了丘成桐猜想的自由边界

版本, 从而证明了任意紧致带边流形 (M,∂M) 中存在无穷多个 FBMHs. 同时, 基于文献 [108] 中的方

法, 重数一猜想在自由边界情形的推广也已经在文献 [94] 中得以证实. 作为一项必不可少的工具, 文

献 [94] 还建立了 CMC/PMC 超曲面的自由边界极小极大理论.

此外, 对于在非紧空间或奇性空间中构造极小超曲面的问题, 带边背景流形中的变分理论也有着

潜在的应用价值. 这里的想法是, 首先使用具有光滑边界的紧致区域穷竭这类空间, 之后再对其中构

造的自由边界 FBMHs 取极限. 基于这样的想法, 文献 [94] 给出了其在 Gauss 空间中的一项应用, 并

在该空间中构造了任意大 Gauss 面积的极小超曲面 (参见文献 [51]). 值得注意的是, 这些极小超曲面

均为平均曲率流的自收缩解 (self-shrinking solutions) (参见文献 [15]). 在未来,我们希望能看到这个想

法的更多应用, 例如应用在具有奇点的紧空间中.
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6 等变约束下的变分理论与应用

当背景流形有一定的对称性时, 一个自然的问题是, 能否在对称性的约束下实现上述的研究结论.

此时, 用紧 Lie 群 G 的等距作用表示背景流形 M 上的对称性, 并考虑 M 中的等变子流形, 即在群

G 作用下不变的子流形. 尽管只考虑了等变的变分而非任意变分, 但根据 Palais [76] 的对称临界原

理 (principle of symmetric criticality) 或 Hsiang 和 Lawson [43] 的结果可知, 面积泛函在等变约束下的

变分临界点是在群作用下不变的极小子流形, 即等变极小子流形 (equivariant minimal submanifolds).

在对称性的帮助下, 面积变分临界曲面的许多新例得以发现. 例如, 当轨道空间维数为 1 时, 可将闭

流形 M 中的每个轨道都视为一个等变闭超曲面, 其中的面积最大元即为等变极小闭超曲面 (参见文

献 [61]). 而当轨道空间维数为 2时, 利用 Hsiang的等变微分几何方法, 通过研究轨道空间中的测地线

常微分方程, 可以实现许多闭极小曲面 [38, 39,41–43]、CMC 曲面 [40] 和自由边界极小曲面 [29] 的构造.

接下来重点关注轨道空间维数大于等于 3 的情形. 随着文献 [2, 6, 76] 实现了闭极小超曲面的一

般存在性理论, Pitts 和 Rubinstein [78, 79] 首先结合 Simon 和 Smith (参见文献 [90]) 的极小极大构造

方法给出了 S3 在一些特定有限群等距作用下的等变极小曲面, 并进一步断言这种等变极小极大理论

(equivariant min-max theory) 的构造方法具有普适性, 即可以在任意具有有限群等距作用的 3 维闭流

形上构造出满足亏格控制和指标估计的等变闭极小曲面. 遗憾的是, Pitts 和 Rubinstein [78, 79] 并未在

原文中给出具体的构造过程,直至最近,这个断言才被 Ketover [49] 证实. 受到 Ketover工作的启发, Liu
[61]随后基于 De Lellis和 Tansnady [21]的光滑设定极小极大理论,在一般维数的闭流形上结合紧 Lie群

的等距作用研究了等变极小超曲面的一般存在性,在轨道空间维数大于等于 3的条件下得到了奇点集

至少余 7维的等变闭极小超曲面. 而在 Almgren-Pitts的设定下, Wang [96]首先结合 Almgren [2]的方法

推广了同构定理 3.1,得到了 π1(ZG
n (M,Z2)) ∼= Hn+1(M

n+1;Z2),其中 ZG
n (M,Z2)为 G-等变的模 -2的

n-闭链空间 (或等变 Caccioppoli集的边界空间). 在随后研究等变 Almgren-Pitts理论的过程中, 一个

潜在的技术困难是轨道的法向指数映照一般没有一致的单射半径正下界. 为了处理这个困难, Wang [96]

使用了一个技术性的假设条件, 随后又受到 Li 和 Zhou [56] 处理边界问题的启发, 在文献 [97] 中引入

了轨道类型分层的技巧, 去掉了原本的技术性限制, 并最终得到了如下的等变闭极小超曲面一般存在

性理论.

定理 6.1 (群 G 有限 [49]、光滑极小极大设定 [61] 和 Almgren-Pitts 设定 [96]) 设 Mn+1 为闭

Riemann流形, G为等距作用于 M 上的紧 Lie群且使得 codim(G · p) > 3对于任意 p ∈ M 成立, 则存

在一个非平凡的、奇点集至少余 7 维的等变闭极小超曲面 Σ ⊂ M , 即 G · Σ = Σ.

同时, Wang [96] 还将等变极小极大理论推广到了高维参数空间中, 用类似于定义 3.1 的方式定义

了等变体积谱 (equivariant volume spectrum), 也称作 (G, k)- 宽度 ((G, k)-width), 记作 {ωG
k (M)}, 并

结合 Guth [35] 的 “bend-and-cancel”技巧得到了等变体积谱的非线性增长速率 k
1

dim(M/G) . 更进一步地,

推广了 Marques 和 Neves [67] 的结论, 在正 Ricci 曲率的条件下实现了等变情形的丘成桐猜想:

定理 6.2 [96] 设 Mn+1 为正 Ricci 曲率的闭 Riemann 流形, G 为等距作用于 M 上的紧 Lie 群

且使得 3 6 codim(G · p) 6 7 对于任意 p ∈ M 成立, 则 M 中存在无穷多个光滑嵌入的等变闭极小超

曲面.

此外,等变极小极大理论还有许多后续的应用. 例如,基于 Marques和 Neves [66] 的技巧, Wang [98]

实现了定理 3.3 的等变版本 (参见文献 [98, 推论 1.5]), 使得在 3 6 codim(G · p) 6 7 的条件下, 流

形 M 的第 k 等变体积谱 ωG
k (M) 可以由若干个满足

∑lk
i=1 IndG(Σ

k
i ) 6 k 的带有整数重数 {mk

i : i =

1, . . . , lk} ⊂ N 的等变极小超曲面 {Σk
i : i = 1, . . . , lk} 的面积

∑lk
i=1 m

k
i · Area(Σk

i ) 实现, 其中 IndG(Σ)
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表示 Σ的等变 Morse指标,即 Σ面积二阶变分中等变负特征空间的维数. 后续,我们希望能延续这一

思路, 解决等变极小极大理论中的重数一问题, 实现等变约束下的面积泛函 Morse 理论, 乃至面积泛

函的等变 Morse-Bott 理论.

对于等变的 CMC 超曲面, Wang 和 Wu [99] 首先在与文献 [96] 相同的技术性条件下, 完成了定

理 2.1 在等变情形下的推广:

定理 6.3 [99] 设 Mn+1 为维数 3 6 n+1 6 7的闭 Riemann流形, G为等距作用于 M 上的紧 Lie

群且使得 codim(G · p) > 3 对于任意 p ∈ M 成立. 若 M 中非主轨道的并集 M \Mprin 为不超过 n− 2

维的嵌入闭子流形, 则对于任意的常数 c ∈ R, 存在非平凡的、以 c 为常值平均曲率的、光滑的、几乎

嵌入的等变闭超曲面.

注 6.1 这里 Mprin 为 M 中主轨道 (principal orbits) 的并集, 是 M 中的开稠集, 其中的点具有

(在包含意义下) 最小的迷向子群共轭类. 事实上, 根据 Wang [97] 的改进, 上述结论中关于 M \Mprin

的技术性假设是不必要的.

而对于自由边界的等变极小超曲面, Ketover [48] 首先在 Simon 和 Smith (参见文献 [90]) 的设定

下, 实现了 3 维 Euclid 单位球中二面体群作用下的等变自由边界极小极大理论, 并进一步研究了这

些等变 FBMHs 的亏格性质. 随后, Franz [26] 延续了 Ketover 的工作, 在一般的、带有严格凸 (strictly

convex)边界的紧流形中,考虑了有限群保定向等距作用下的自由边界极小极大理论,并实现了这类等

变 FBMHs 的等变 Morse 上界. 这里有关流形边界严格凸的假设是为了防止出现上一节中所介绍的

切触现象,以便于处理 Morse指标.受到 Li和 Zhou [56] 的启发, Wang [97] 考虑了更一般维数的紧流形

(3 6 n + 1 6 7) 和更一般的紧 Lie 群等距作用 (codim(G · p) > 3), 在 Almgren-Pitts 的设定下完成了

等变 FBMHs 的存在性和正则性理论, 并基于文献 [67] 中的方法在非负 Ricci 曲率和边界严格凸的条

件下得到了无穷多的等变 FBMHs.

考虑到等变的极小极大理论也可以看作轨道空间这类特殊奇性空间中的极小极大理论,我们希望

能在未来看到更多有关奇性空间中极小曲面的研究.
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Recent progress on geometric variational theory
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Abstract In this paper, we survey recent progress on the variational theory related to the area functional and
the mean curvature. We mainly discuss the Morse theory of minimal hypersurfaces. In particular, we focus
on the variational theory for constant mean curvature (CMC) surfaces, the multiplicity one conjecture, generic
spatial distributions of minimal hypersurfaces, the variational theory for minimal surfaces with free boundary,
and generalizations in the equivariant settings.
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