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摘要    针对参数估计过程中普遍存在的问题, 即不同初始值获得不唯一的参数估计结果, 

深入分析了误差平方和目标函数的结构及其对参数估计提供的信息特性, 发现了目前参数估

计方法所存在的本质性问题: 1) 误差平方和目标函数为参数估计提供的信息通常是不合理的

甚至是错误的; 2) 误差平方和目标函数曲面比参数函数的曲面更复杂, 参数优值不适合在目

标函数曲面上寻找, 而应在参数函数曲面上寻找. 由此, 本文提出了样本截痕的概念, 分析

论证了截痕交点唯一性定理(即参数优值的唯一性定理). 根据参数函数、曲面信息特点与泰勒

级数展开方法, 提出了基于参数函数曲面的截痕相交参数估计方法. 经理论论证和参数估计

应用检验, 样本截痕相交参数估计方法避免了现有参数自动率定的问题, 方法直观简单, 而

且证明了方法的收敛性和应用效果.  
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1  引言 

参数估计涉及自然科学和社会科学的各个领域, 

科学研究者对其关注程度、投入的科研力量和获得的

成果数量都是相当巨大的. 模型的成功应用依赖于

参数估计, 由于参数人工率定费时费力, 参数自动估

计方法得到了大量研究. 优化算法和目标函数是参

数自动估计的关键. 参数估计除物理模型和一些能

用经验方法估计的参数外, 都需要借助于目标函数

获取参数估计的信息, 误差绝对值的正整数次方是

常用的目标函数公式, 其中误差平方和应用最广.  

传统的估计方法 , 如牛顿法 [1]、下降梯度法、

Rosenbrock 法[2]和 Powel 法[3], 不能用于解决存在多

个局部优值的问题. 由于水文模型大多数是非线性

的, 模型响应面是多峰的, 参数空间里存在若干局部

优值点, 上述传统方法难以越过不连续目标函数曲

面上的局部优值. 此外, 参数关联性、不唯一性(non- 

uniqueness)[4, 5]、不适定性(ill-posedness)[6, 7]、参数等

效性 (equifinality)[8]等诸多问题也会影响传统方法 , 

导致由不同参数初值得到的参数估计结果不唯一 , 

但又无法证明模型是存在局部优值还是方法不当所

致[9, 10]. 随着计算能力的提高, 一些以寻找全局唯一

优值为出发点的复杂优化方法得到快速发展, 例如, 

基因遗传算法[11, 12]、蚁群算法[13, 14]、粒子群方法[15, 16]、

人工神经网络[17]和 SCE-UA 方法[18, 19]等. 这些以确

定性寻找信息与随机相结合的现代优化方法, 试图

避免传统方法存在的问题, 以得到全局最优的、唯一

的参数估计. 但该类方法同样无法证明是否存在局
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部优值, 也无法证明所获得的参数值是否为全局最

优, 甚至连参数估计方法本身的收敛性也常难以证

明 , 只在概率意义上分析能收敛于全局优值 [20~22]. 

但随机意义上的分析显然不可能回答、更不可能解决

前面所述的确定性范畴的问题.  

目标函数曲面通常是不光滑的、多模式的、不连

续的, 采用不同的目标函数会得到不同的参数估计

值[23, 24]. 要提出一种新的具有较强能力的参数率定

方法必须要识别这种内在的多目标本质[25]. 本文作

者[26]在 20 世纪 80 年代的博士论文研究中提出, 现有

参数估计方法的根本问题在于目标函数的黑箱子结

构和基于目标函数的信息利用方法, 如何构建新的

目标函数或如何把黑箱子的目标函数物理化, 使得

不同参数估计能提取相应的信息, 是解决参数估计

的关键. 研究中先后提出了多结构目标函数构建与信

息利用[27]、物理概念模型参数的概念化率定方法[28]、

抗差性目标函数构建与信息利用[29~34]、定义于参数灵

敏度域的目标函数与信息利用[35~37]、非线性模型参数

的线性化估计方法[38]、全局优值跨峰率定方法[39]等. 

这些研究只是对传统参数估计方法有所改进, 也不

能彻底解决现有参数估计方法中存在的问题.  

本文从误差平方和目标函数的结构、对参数估计

能提供的信息分析入手, 发现了目前参数估计方法

的根本问题所在, 提出了截痕交点的概念、截痕交点

唯一性定理(即参数优值的唯一性定理). 针对参数估

计在目标函数曲面上寻找方法的问题, 提出一种直

接在参数函数曲面上寻找最优值的方法. 本文通过

分析泰勒级数的特性, 提出了截痕相交参数估计方

法, 证明了方法的收敛性, 检验了方法使用的效果.  

2  误差平方和目标函数问题 

目标函数是参数估计最重要的信息来源, 这信

息决定了所估计参数的效果. 目前参数估计绝大多

数方法以误差平方和目标函数为基础, 论文研究发

现, 误差平方和目标函数信息对参数估计存在诸多

问题, 有些情况下甚至会提供错误的参数估计信息.  

2.1  单样本信息的不合理性 

误差平方和目标函数以单样本信息为基础, 其

为参数估计提供的信息是方法成败的关键. 为简单

又不失一般性, 这里以单参数函数模型为例进行分

析. 一般形式的单参数模型为  

 ( , ),y f x  (1) 

其中 y 为模型输出(应变量), x 为模型输入(自变量), 
为模型参数. 对于模型的一个样本(x1,y1), 构造误差

平方和目标函数 F1 如下:  

   2

1 1 1, .F y f x   (2) 

(2)式是单样本为参数估计提供的误差平方信息, 

这里简称为样本信息.  

为清楚地说明单参数模型样本信息的不合理性, 

这里举一个具体函数来说明.  

    2
2 sin 2 .y x x      (3) 

对于(3)式函数, 当参数真值为 =0.3 时, 取两个

样本(1, f (0.3, 1))和(2, f (0.3, 2)), 其相应的样本误差

平方目标函数为  

      2
2

1( ) 0.3,1 2 sin 2 ,F f        (4) 

        2
2

2 ( ) 0.3,2 2 2 sin 4 .F f        (5) 

(4)和(5)式都是参数 的函数, 目标函数值随参

数值的变化过程见图 1. 图 1 中横坐标是参数, 纵坐

标是样本误差平方目标函数值.  

从图 1 看出, 样本 1 相应目标函数存在 10 个局

部最小值, 而样本 2 为 9 个, 这些局部范围内的最小

值(又称局部优值)具体数值见表 1. 表 1 中1min 和

F1min 分别为样本 1 误差平方目标函数的参数局部优

值和目标函数值, 2min和 F2min分别为样本 2 误差平方

目标函数的参数局部优值和目标函数值.  

从图 1 和表 1 看出, 不同样本信息显示的参数局

部优值位置和数量都不同, 每增加一个样本理论上

就有可能增加一组局部优值, 这显然是不合理的.  

2.2  不同样本组合信息的不合理性 

目标函数由不同样本误差平方累加构成, 对于

两组不同的样本, 希望提供参数优值估计信息能引

向相同的局部优值, 但事实却不是这样. 如对于函数

(3)式的两组样本为  

   , 0.3, , 1,  2,  10 ,i i ix f x x   (6) 

   , 0.3, , 1,  2,  3, ,  10.i i ix f x x    (7) 

其相应的样本误差平方和目标函数为  
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图 1  目标函数值随参数的变化过程 

(a) x=1 样本误差平方目标函数; (b) x=2 样本误差平方目标函数 

表 1  不同样本的局部优值 

Number of 
local optima 1min F1min 2min F2min 

1 3.309 63.232 1.5205 85.021 

2 2.13 7.6556 1.066 16.287 

3 1.353 6.79×105 0.5935 0.5099 

4 0.99 3.36×106 0.2155 4.28×105 

5 0.615 2.31×106 0.019 5.28×105 

6 0.228 1.93×106 0.3 1.51×1031 

7 0.3 1.73×1033 0.41 2.15×105 

8 1.005 1.44×107 0.83 4.5756 

9 1.662 0.7572 1.298 40.956 

10 2.595 26.3259   

 

     
3 22

1
1

( ) ( 0.3, 2 ( ) sin 2 ,i i i
i

F f x x x  


      (8) 

       
10 22

2
1

( ) ( 0.3, 2 sin 2 .i i i
i

F f x x x  


      (9) 

(8)和(9)式是参数 的函数, 二者的局部最小值

如表 2所示, (8)式相应目标函数存在 7个局部最小值, 

而(9)式为 5 个, 具体数值见表 2.  

从表 2 可知, 不同样本组合时, 目标函数信息显

示的参数局部优值位置和数量都不同, 这也是不合

理的.  

2.3  多参数模型样本信息的不合理性 

对于下面所示最简单的两参数模型:  

    22 21 .y x x      (10) 

如果真参数 =3,  =1, 则对于样本(x=1, y=20), 

参数满足如下关系(11)式都是其优值, 即存在无穷多

个优值.  

 2 220 ( 1) ( 1) .      (11) 

类似地可以分析, 参数两个及其以上的多参数

模型, 其参数模型样本信息显示的参数优值都为无

穷多个. 这样的信息为误差平方和目标函数增加了

复杂性.  

2.4  不同参数样本组合的错误性 

当模型参数随着样本的不同有变化时, 其样本

组合就会提供错误的信息. 如(3)式所示的单参数模

型, 如果参数随自变量不同而变化, 如下式所示:  

 
0.3, 10,

0.1, 10.

x

x



 

  
 (12) 

则对于其参数值不同的样本(1, f (0.3, 10))和(11, 

f (0.1, 11))组合的目标函数为  

表 2  不同样本组合的局部优值 

Number of 
local optima 1min F1min 2min F2min 

1 0.319 3.6454 0.28281 18.78 

2 0.185 28.4578 0.09381 140.2 

3 0.078 58.53 0.03076 142.9 

4 0.027 63.79 0.3 1.957×1030 

5 0.132 40.665   

6 0.239 7.18   

7 0.3 6.27×1030   
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   
   

2
2

2
2

( ) (0.3,10) 2 (10 ) sin 20

 (0.1,11) 2 (11 ) sin 22 .

F f

f

  

 

    

      (13)
 

当参数变化时, 其局部最小值如表 3.  

从表 3 看出, 局部优值中既不包含 0.1, 也不包

含 0.3. 类似地可以分析, 对任意变参数模型、不同参

数样本的组合, 所得结果一般不包含真值参数. 显然

根据此信息估计模型参数就不可能获得参数的真值, 

只能得出错误的参数估计结果.  

2.5  误差平方和目标函数构建问题 

几乎所有的参数率定都以误差平方和目标函数

为参数确定的信息依据. 误差平方和目标函数参数

率定方法, 通常涉及误差平方和目标函数构建和一

阶函数求导为零得其解这两步操作. 这些操作对于

线性参数没有任何问题, 在理论上和应用中都能严

格地证明其方法能得到唯一的最优值. 但线性参数

估计方法延伸到非线性模型参数的率定中, 发现存

在目标函数构建给非线性参数增加了不相关的局部

优值问题.  

以误差平方和为信息基础的传统参数估计方法, 

对(1)式函数构建误差平方和目标函数如下式:  

   2

1

min ( , ) , ,
L

i i
i

F x f x y


 




   
 

  (14)  

其中 , ; 1,2, ,i ix y i L  为确定参数的样本系列.  

(14)式的平方和操作使线性参数的次数由 1 次增

加为 2 次, 又通过求导由 2 次降为 1 次, 不改变参数

次数和优值数量, 所以这对于线性函数参数优化是

没有任何问题的. 但对于非线性参数函数就带来了

问题, 如果参数的方次大于等于 2, 通过平方操作参

数方次加倍, 而求导一次只降低参数方次 1 次, 所以

就增加了参数解的个数.  

为说明简单, 这里以一般 n次参数的非线性函数

为例:  

 2( ) ( ) ,   2.ny x x x x n         (15) 

构建平方和目标函数:  

表 3  变参数模型局部优值 

min 0.2776 0.1878 0.0787 0.026 0.1329 0.2369 

Fmin 51.88 27.12 54.96 63.5 40.7 26.19 

  
2

2

1

( ) .
L

n

i i i i i
i

F x x x x y  


          (16) 

经过一阶导数操作(16)式变为  

 
   

 

2

1

1

d
2

d

 2 .

L
n

i i i i i
i

n

i i i i i

F
x x x x y

x x x nx x

  


 





       

     

 

  (17)

 

使参数解数量增加了(n-1)个, 而且这增加的(n-1)

个解不是函数本身的, 是通过平方操作额外增加的. 

如果用这样的目标函数优选来确定参数, 可能得到

不相关的参数值, 显然是没有意义的.  

工程应用中有许多函数或模型参数是有物理意

义的, 用误差平方和最小目标函数方法会获得物理

意义上不合理的结果, 该类问题显然与这些额外解

的存在有关. 由于误差平方和目标函数存在如上分

析的诸多问题, 有必要思考新的参数估计方法和信

息利用手段.  

3  样本截痕信息对参数估计的作用与唯一
性定理 

对于函数或模型的自变量取定值时, 其函数值

随参数而变化, 形成定义在参数空间域上的函数曲

面. 此函数曲面的变化特性与可提取的参数估计信

息, 显然对参数估计是最重要和最直观的. 为了便于

分析和研究, 先给出如下 3 个定义.  

定义一: 参数函数. 对于一个给定的观测样本 

(xi, yi), 其自变量代入函数或模型得  

 ( ) ( , ),iy f x   (18) 

其中 xi 取观测的确定值, y 随参数 变化, 把由(18)式

定义的函数称为参数函数.  

定义二: 样本函数. 将观测样本(xi, yi)代入函数

或模型得  

 ( , ),i iy f x   (19) 

其中只有参数是变量, 是定义于参数域的函数. 不

同的样本其相应定义于参数域的函数不同, 这里把

由特定观测样本相应的参数域函数式称为样本函数.  

定义三: 样本截痕. 特定观测样本(xi, yi)与其参

数函数产生交点(对单参数模型)或交线(对两参数模

型)或截面(对 3 参数以上模型), 这里统称样本与参数

函数的相交为样本截痕. 参数估计最希望的是直接
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获得相交位置相应的参数值. 所以下面分析截痕交

点的特性.  

3.1  样本截痕信息显示较少局部优值   

图 2是函数(3)式的样本(12, f(0.3,12))与函数相交

显示的交点信息. 图 2 中曲线是 x=12 时函数随参数

的变化, 与参数轴平行的直线为样本值 f(0.3,12)与曲

线的横截线, 图右边的交点反映了参数真值的位置. 

从图 2 可看出, 交点的数量远少于局部最小值数量.  

3.2  样本截痕信息直接反映真参数位置 

每个样本都与参数函数相交, 所以样本截痕信

息都能直接反映真参数的位置. 表 4 是函数(3)式与

不同样本截痕获得的交点信息.  

从表 4可知, 虽然不同的样本与参数函数的交点

不同, 但都包含相同的真参数位置 0.3.  

3.3  不同样本截痕相交交点的唯一性定理与参数
优值 

从表 4 结果看, 不同样本截痕交点不同, 除真值

交点相同外, 其他交点几乎均不相同, 当样本增加到

一定数量时, 所有样本具有相同的交点是唯一的, 这 

 

图 2  样本与函数的交点 

表 4  函数与不同样本截痕交点 

f(0.3,1) f(0.3,2) f(0.3,3) f(0.3,5) f(0.3,10) f(0.3,11) f(0.3,12) 

1.3543 0.2159 0.1655 0.3 0.3072 0.3153 0.2925 

0.9905 0.0183 0.0119 0.2341 0.3001 0.3 0.3 

0.6153 0.3 0.1685 0.3 0.2903   

0.2269 0.4105 0.3 0.3585 0.3   

0.3       

1.0049       

就是真值参数所在的交点. 以两参数函数(10)式为例

进一步说明这问题.  

表 5 是不同样本在两参数函数曲面上获得的截

痕曲线. 对于两参数函数, 虽然其截痕交点同样有无

穷多个, 但这些截痕曲线间的交点是有限的, 其在参

数平面上的投影存在着数量不同的交点, 但共同的

交点是唯一的, 即参数真值点(=3,  =1).  

把 x=1, 2, 3 和 5 的截痕曲线分别展开:  

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 18,

4 4 8 57,

9 6 18 118,

25 10 50 306.

   
   
   
   

    


   


   
    

 (20) 

方程组系数阵的秩为 3, 简化为 3 个方程的方程

组为  

 

2 2

2 2

2 2

2 ( 2 ) 18,

4 4( 2 ) 57,

6 9( 2 ) 118.

   
   
   

    


   
    

 (21) 

(21)式中把,  
2 和2+2作为 3 个由和组成

的新变量, 可以直接解得  

 2 23, 1, 2 11.        (22) 

进一步解得(=3, =1)是(21)式的唯一解, 所以方

程组(20)的交点唯一. 对于一般正整数指数函数的交点

唯一性定理的证明见附录. 以上分析的“样本截痕曲线

交点的唯一性”是非常有用的特性, 因为这就是参数估

计所要寻找的参数优值位置. 要研究新的参数估计方

法和信息利用手段, 自然就会想到利用该特性来构造

参数估计所需的信息函数和相应参数估计方法.  

4  样本截痕相交参数估计方法 

4.1  参数函数与泰勒级数  

从以上分析可知, 给定的自变量值不同, 相应的 

表 5  样本截痕曲线 

x y Curves of sample intersection Shape 

0 1 1=
2 Point (3, 1) 

1 20 20=(+1)2+(+1)2 round 

2 74 74=(2+1)2+(+4)2 ellipse 

3 200 200=(3+1)2+(+9)2 ellipse 

5 932 932=(5+1)2+(+25)2 ellipse 
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参数域函数曲面是不同的, 但其样本交点位置都包

含了参数真值. 那么这函数曲面上有什么信息能直

接将参数估计引向真值位置的方法是所希望寻求的. 

对于给定自变量的样本函数曲面上任意点, 如果函

数在参数(j)邻域内连续、存在任意阶的导数, 有关于

参数的泰勒级数展开:  

   

   
( ) ( )

( )

2
T( ) ( )

2

, ,

( , ) ( , )1

2j j

j
i i

j ji i

f x f x

f x f x

   

 

 
   

  



 
   

 

 

 ( )( ) ,j     (23) 

其中 xi 为特定的自变量, (j)为第 j 步获得的参数估计

值, f(xi, (j))是函数用(j)计算的值. f(xi, )是真参数相

应的函数值, 如果函数没有任何误差, 其值等于 yi,  

为要估计的参数. 等号左边表达了函数的计算误差, 

( )

( , )

j

if x

 


 




和
( )

2

2

( , )

j

if x

 









分别是函数在(j)的一

阶和两阶导数, 如果参数为两个以上的向量, 则一阶

导数为向量, 两阶导数为矩阵. 显然(23)式直接反映

了误差(yif(xi, (j)))与参数((j))i 间的关系.  

4.2  泰勒级数参数函数与参数估计 

由于不同的样本, 其样本函数曲面不同, 所以

(23)式只反映了不同样本函数曲面参数与误差间的

关系. 那么问题是如何用这不同样本函数曲面的关

系来估计参数值. 首先把(23)式表达为 M 阶泰勒级数

的标量函数形式:  

 

   

1 2

1 2
( )1

1

11 2

( ) ( )
1 1

( , )

( , )

! !

 .

n

n
jn

n

i

mm mM M
i

m m m
m m nn

m mj j
n n i

f x

f x

m m
 




  

    



  


  

   

  


  (24)

 

由(24)式可知, M 次方的参数函数表达了曲面值

的近似变化. 对于单参数函数(24)式变为  

 

   

( )

( )

( )

( ) ( )

( , )

d ( , )
,

d

d ( , )
 .

d

j

j

i

j i
i

M
Mj ji

iM

f x

f x
f x

f x

 

 









    







 

       (25)

 

下面为简单以(25)式为例进行说明, 将观测样本

系列代入(25)式得观测方程:  

 

 

 

 
 

 

 

 
   

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( )
1 1

( )1 1

( )
1

( )
2 2

( )2 2

( )
2

( )

( )

,

d ( , ) d ( , )

d d

   ,

,

d ( , ) d ( , )

d

   ,

,

d , d ( , )

d d

   

j j

j j

jj

j

M
j

M

Mj

j

M
j

M

Mj

j
L L

M
L j L

M

y f x

f x f x

y f x

f x f x

d

y f x

f x f x

   

   

  



 
 

 

  



 
 

 

  



 
 

 

 

 





   

  



   

  



   









 ( ) ,
Mj

L    

 

 (26) 

其中 是误差, L 是样本系列长度. 参数估计中, 当第

j 步参数估计为(j), 对新的估计参数 
(j+1)使(26)式的

误差平方和达最小是所希望的. 即  

 2

1

min .
L

i
i

F





 
 

 
  (27) 

记
 

( )

;

j

k
i

ik k

f x
d

 










和  ( 1) ( 1) ( ) kj j j

k     , 

把 ( 1)j
k

 作为新变量, 有向量矩阵关系:  

        1 ,j jj jYF = DF β + ξ  (28) 

其中 

( )( 1) ( )
1 1

( )( 1) ( ) 2
( 1) ( ) 2 2

( )( 1) ( )

( )
1
( )

( ) 2

( )

( ; )

( ; )( )
,  ,  

( ; )( )

,

jj j

jj j
j j

jj j M
L L

j

j
j

j
L

y f x

y f x

y f x

 
 

 













   
          
  

      

 
 
   
 
  





YF


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   

 

   

 
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( )

( ) ( )
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( )
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M
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
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
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 
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


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
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 
 
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 
 
 
 
 
 



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   


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



则有新变量的最小二乘估计: 

           1
1 T T ,j j j j j=


+β DF DF DF YF  (29) 

其中 
(j+1)是 j+1 步估计参数.  

递推估计式为  

 ( 1) ( ) ( 1) .j j j      (30) 

对于多参数函数的泰勒级数展开(24)式, 类似地

有(25)式的 M 次方参数函数表达、(26)式的观测方程, 

得类似于(30)式的递推估计.  

4.3  截痕相交参数估计方法  

一般多参数函数或模型的截痕相交参数估计方

法计算流程见图 3, 具体步骤如下:  

1) 给定参数初值 (0);  

2) 据已知的参数向量计算导数矩阵 DF 和函数

向量 f(j);  

3) 用(30)和(31)式确定新的参数向量 (j+1);  

4) 判断 (j+1)是否最优值, 如果是寻优结束, 否

则转 2)继续循环.  

截痕相交法由于泰勒级数截断引起的误差, 寻

找其优值过程也是逐步迫近过程. 初始参数值随机

生成, 采用函数收敛、参数收敛及最大迭代次数限制

作为迭代终止条件.  

 

图 3  截痕相交参数估计方法计算流程 

4.4  收敛性证明 

截痕相交参数估计方法收敛性取决于(30)式中

估计的新参数向量 (j+1)代入模型计算的值是否更接

近于观测样本. 用误差平方和衡量其接近程度有  

    T( 1) ( 1)T ( 1) ( 1) ( 1) ,j j j j jF y f y f          (31) 

其中  T
1 2 Ly y y y ,  

1 T ( 1) ( 1) ( 1)
1 2( , ) ( , ) ( , )j j j

Lf x f x f x       +f ( )j . 

要证明(30)式新的寻找方向=(j+1) (j)是正确

的 , 只要证明(31)式对任意一步寻找的新参数向量  

 (j+1)相应的误差 F(j+1)都比上一步误差 F(j)更小即可. 

证明如下.  

   
 

T( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

( ) ( ) T ( ) ( 1) ( 1) ( )T ( )( )

j j j j j j j

j j j j j T j j

F y f DF y f DF

F y f DF DF y f

 

 

  

 

    

    
 

 ( 1)T ( )T ( ) ( 1) .j j j jDF DF    (32) 

(30)式代入(32)式得  

 
     

( 1)

( ) ( 1)T ( )T ( ) ( 1)T ( )T ( ) ( 1)

T 1( ) ( ) ( ) ( )T ( ) ( )T ( )

( ) .

j

j j j j j j j j

j j j j j j j

j

F

F DF y f DF DF

F y f DF DF DF DF y f

F

  



  



   

   


 

可知(29)和(30)式确定的任意一步新参数向量  

 (j+1)都满足关系:  
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 ( 1) ( ) .j jF F   (33) 

由(33)式可知, 每一步寻找, 都会使误差平方和

变得更小, 随着寻找步骤增加, 其误差平方和值越来

越小, 最终趋于最小值, 获得最优的参数值. 所以(30)

式确定的寻找方向是正确的, 其参数估计向量最终

收敛于真参数.  

5  截痕相交参数估计方法应用  

根据以上分析与论证可知, 如果模型不存在结

构、参数与观测样本误差, 那么总存在观测样本组使

得样本组在模型参数域函数截痕间的交点是唯一的, 

而这交点就是模型真参数的位置. 但实际模型存在

诸多误差, 这些误差会影响这截痕交点的位置, 即影

响估计的参数值. 所以本研究对所提出方法检验分

两步进行, 第一步检验无误差理想函数参数估计效

果, 第二步论证有误差函数参数估计的有效性.  

5.1  函数参数估计效果检验 

为了方法检验简单又不失一般性, 这里先对如

下无误差函数的参数估计进行检验:  
2 3

1 1 1 2 2( ; ) 2 ( ) sin(2 ) ( ) cos(2 ).f x x x x x x              

(34) 

该函数当自变量给定值 x=xi 时, 其样本函数是

两维参数空间变化的函数:  

2 3
1 1 1 2 2

( ; )

2 ( ) sin(2 ) ( ) cos(2 ).

i

i i i i i

f x

x x x x x



           
 

(35) 

函数曲面分别随参数1 的 2 次方、2 的 3 次方和

各自的正弦与余弦波动变化. 该函数的误差平方函

数具有许多局部优值, 其直接在目标函数曲面上寻

找最优值十分困难.  

为了论证方法估计参数的可行性, 检验其效果, 

先对最简单的无误差函数进行验证. 假设参数值已知, 

为1=0.7, 2=2.3; 观测样本系列为 : (x1,y1),(x2,y2),···, 

(xL,yL).  
考虑到泰勒级数的阶数 M 会影响参数估计效果, 

这里分别采用 M=1, 2, 3, 4, 5 进行检验, 当 M=1 即为

高斯-牛顿方法. 从这角度看, 高斯-牛顿方法是截痕

交点法阶数为 1 时的特例.  

计算结果见表 6 和 7. 表 6 中 j 为循环次数, 参数

下标的第二位表示泰勒级数的阶数. 表 7中下标G表

示用 Gauss-Newton 法获得的结果, 下标 B 表示用截

痕相交法获得的结果, J 表示参数估计循环次数.  

从表 6 和 7 结果看, 截痕相交法寻找新参数过程

的每一步都十分有效, 收敛速度很快, 但采用泰勒级

数的阶数越高, 收敛速度越快. 这是由于阶数越高的

泰勒级数截断误差越小, 收敛速度就越快, 每步寻找

新参数的效果越好. 这说明以泰勒级数展开为基础

的截痕交点法, 不仅理论上比 Gauss-Newton 法更完

善、适应面更广, 应用效果上也更好.  

5.2  函数参数估计方法效果比较 

以上通过截痕交点法与 Gauss-Newton 法对无误

差函数的参数估计进行了有效性检验, 在理想情况

下证明了所提出方法的可行性、有效性. 对于一种新

的理论与方法, 还需要与传统的方法比较优缺点. 传

统的确定性参数估计方法, 除与截痕交点法有类似

理论基础的 Gauss-Newton 法外, 被公认为较好的方

法有单纯形法(Simplex method)[40]. 采用截痕交点法

和单纯形法分别对函数(35)式进行参数估计, 以分析

比较不同方法的参数估计效果. 表 8 是两种方法相对

于不同初始值开始的参数估计结果. 表 8 中下标 B 和

S 分别表示用截痕相交法和单纯形法获得的结果, J 表

示参数估计从随机生成的初始值到找到其优值所循环

的次数, 其他意义同前. 表 8 中同一行是用相同的参数

初始值分别用截痕交点法和单纯形法求得优值, 不同 

表 6  一阶与 5 阶泰勒级数方法参数估计结果 

J 11 21 F1 15 25 F5 

0 2.12 2.74  2.12 2.74  

1 1.49 2.33 1248573 1.19 2.33 870266 

2 1.21 2.29 3170 0.84 2.3 1007 

3 1.05 2.29 1038 0.72 2.3 11 

4 0.95 2.3 524 0.70 2.3 1.08×103 

5 0.89 2.3 321    

6 0.84 2.3 205    

7 0.82 2.3 183    

8 0.79 2.3 159    

9 0.77 2.3 114    

10 0.74 2.3 38    

11 0.70 2.3 0.614    

12 0.70 2.3 2.65×104    
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表 7  Gauss-Newton 法与 5 阶截痕交点法结果比较 

1
(0) 2

(0) JG 1G 2G FG JB 1B 2B FB 

0.99 0.984 4 0.7 2.3 0.008022 3 0.7002 2.3 3.83×103 

7.05 7.53 118 0.7019 2.3 6.97×102 17 0.7001 2.3 2.10×104 

1.38 0.92 37 0.7003 2.3 3.83×103 4 0.7003 2.3 3.66×103 

2.11 4 11 0.7001 2.3 3.26×104 4 0.7002 2.3 5.20×103 

2.27 9.06 113 0.7019 2.3 7.48×102 18 0.7001 2.3 2.17×104 

5.17 7.25 116 0.7028 2.3 0.15 16 0.7017 2.3 7.30×102 

1.36 0.52 55 0.7001 2.3 1.51×104 3 0.7 2.3 0.004173 

1.97 3.98 12 0.7 2.3 1.41×105 4 0.7002 2.3 5.20×103 

2.5 0.24 68 0.7 2.3 1.16×105 7 0.7 2.3 2.08×105 

4.08 9.92 115 0.7027 2.3 0.1407 17 0.7004 2.3 8.89×102 

1.38 3.74 6 0.7 2.3 2.30×105 4 0.7 2.3 2.01×103 

1.17 1.37 14 0.7 2.3 4.57×105 3 0.7003 2.3 3.89×103 

2.82 2.82 12 0.7001 2.3 2.69×104 5 0.7001 2.3 1.30×104 

0.5 1.11 33 0.7 2.3 6.38×104 3 0.7 2.3 1.81×103 

1.17 1.74 45 0.7 2.3 1.02×104 3 0.7 2.3 6.00×104 

8.66 12.55 118 0.7028 2.3 0.1527 19 0.7008 2.3 2.99×102 

6.56 8.95 118 0.7017 2.3 0.0565 20 0.7019 2.3 8.03×102 

1.21 0.16 12 0.7 2.3 5.15×106 7 0.7 2.3 2.49×105 

2.83 9.17 113 0.7017 2.3 0.0601 17 0.7001 2.3 1.97×104 

1.29 2.89 73 0.7 2.3 1.02×104 4 0.7 2.3 4.61×106 

2.08 6.17 6 0.7001 2.3 8.02×104 5 0.7 2.3 9.20×104 

1.28 0.95 14 0.7001 2.3 1.17×104 4 0.7003 2.3 3.30×103 

2.76 3.4 12 0.7001 2.3 1.51×104 5 0.7 2.3 3.37×106 

4.47 3.31 116 0.7017 2.3 0.0595 15 0.7024 2.3001 3.917 

2.36 1.06 14 0.7 2.3 3.36×105 5 0.7 2.3 2.24×105 

0.56 0.41 15 0.7 2.3 8.78×103 3 0.7004 2.3 5.67×103 

4.23 4.95 115 0.7025 2.3 0.1282 15 0.7 2.3006 6.69×101 

 
 

行用随机生成的不同初始值; 最后一行是平均的循

环次数和参数估计方差.  

由表 8 可得两点规律性结论: 1) 截痕交点法的

平均循环次数(23.6 次)远比单纯形法(124.6 次)少. 说

明截痕交点法直接在函数曲面提取的参数估计信息

远比单纯形法在目标函数曲面提取的信息有效. 2) 

截痕交点法估计的参数均方差(1.72×104, 1.01×104)

远小于单纯形法(1.08, 0.38), 证明截痕交点法不存在

局部优值, 而单纯形法明显存在局部优值. 表 9 列出

了单纯形法的两个局部优值, F1, F2, F3和F4是目标函

数局部最小值 FS 周围邻域的目标函数值. F1, F2, F3

和 F4 都比 FS 大, 说明确定的优值是其局部优值.  

5.3  新安江模型应用检验  

新安江模型的结构简单、物理基础强、应用于实

际水流模拟效果好[40~42], 被广泛应用于流域的水流

模拟与预报中. 新安江模型参数优化率定得到了大

量研究[42~44]. 模型需要率定的灵敏参数有 7 个, 见表

10. 以邵武流域为研究区域, 位于中国福建省的闽江

流域 , 气候湿润、台风暴雨与洪水频发 . 该流域

1988~1999 年的雨量站点密度较大、观测资料精度较

高, 且受人类活动影响小, 所以选择该时期的水文日

资料进行参数率定. 参数率定结果见表 11 和 12. 表

12 列出了根据 1000 组随机生成的初始值优选参数获

得的参数平均值和均方差,   
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表 8  不同方法参数估计效果比较分析 

JB 1B 2B FB JS 1S 2S FS 

25 0.69994 2.29977 0.00314 109 1.031 2.292 402.7462 

26 0.69993 2.30001 0.00963 150 0.881 2.295 156.24484 

27 0.69993 2.29977 0.00276 52 0.701 2.299 0.04107 

22 0.69994 2.3 0.00343 68 0.863 2.296 154.97693 

25 0.69992 2.29977 0.00424 74 0.873 2.296 155.33882 

24 0.70053 2.29975 0.00702 95 0.863 2.296 154.98294 

25 0.69995 2.29977 0.00606 90 0.699 2.299 0.00077 

17 0.70014 2.29977 0.00601 96 0.865 2.296 155.01048 

20 0.70057 2.29975 0.00835 999 0.7002 2.299 0.003434 

25 0.69993 2.29977 0.00359 84 0.857 2.296 154.80628 

26 0.69993 2.3 0.00634 86 0.858 2.296 154.8277 

29 0.70029 2.29976 0.00325 163 0.7 2.299 0.00529 

26 0.69993 2.29977 0.00631 66 0.909 2.295 169.45652 

27 0.69993 2.29977 0.00464 60 0.813 2.297 134.67823 

20 0.70031 2.29976 0.00942 107 0.673 2.3 13.96529 

26 0.69992 2.30001 0.0064 330 0.69993 2.3 0.008281 

27 0.69993 2.29977 0.00304 50 0.892 2.295 158.85396 

24 0.69996 2.29977 0.00733 58 0.866 2.296 155.03202 

22 0.69993 2.29977 0.00672 46 1.041 2.291 416.61794 

18 0.70036 2.29976 0.00373 96 0.842 2.296 152.94777 

27 0.69993 2.29977 0.00709 80 0.699 2.299 0.00184 

23 0.69993 2.29977 0.00563 91 0.7 2.299 0.01435 

24 0.69992 2.29977 0.00435 77 0.694 2.3 0.61722 

26 0.69993 2.29977 0.00878 335 0.704 2.299 0.42839 

23 0.69998 2.30001 0.00639 65 0.864 2.296 155.0071 

16 0.69998 2.29976 0.00519 116 0.892 2.295 159.05438 

26 0.69992 2.30002 0.00654 12 0.675 2.3 11.61511 

28 0.69993 2.29977 0.00372 49 0.761 2.298 56.72757 

23 0.69996 2.3 0.00644 307 0.692 2.3 0.9744 

26 0.69993 2.29977 0.00954 73 0.714 2.299 3.98913 

26 0.69992 2.29977 0.00564 101 0.876 2.296 155.54838 

19 0.69996 2.30001 0.00409 84 0.87 2.296 155.15329 

23 0.69995 2.29977 0.00995 17 7.691 0.164 2301122 

17 0.69994 2.29976 0.00352 79 0.866 2.296 155.0425 

27 0.69993 2.29977 0.00325 156 0.704 2.299 0.46433 

16 0.70034 2.29976 0.00391 51 0.852 2.296 154.5392 

21 0.70007 2.29977 0.00943 91 0.873 2.296 155.31394 

18 0.69995 2.29977 0.0075 139 0.706 2.299 0.72201 

25 0.69992 2.29977 0.00515 96 0.883 2.295 156.42645 

27 0.69992 2.30001 0.0058 86 0.69 2.3 1.77654 

23.6 1.72×104 1.01×104  124.6 1.08 0.38  

表 9  单纯形法局部优值 

1S 2S FS F1 F2 F3 F4 

1.041 2.291 416.61794 416.7442 416.65793 416.71197 416.63334 

7.691 0.164 2301122.78 2301122.81 2301122.81 2301122.83 2301122.828 
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表 10  新安江模型参数 

Parameter Physical meaning 

K ratio of potential evapotranspiration to pan evaporation 

B exponent of watershed storage capacity curve  

SM areal mean free water storage capacity 

CS coefficient for surface flow concentration 

CI coefficient for interflow concentration 

CG coefficient for ground water concentration 

KE travel time through the reach (storage coefficient ) 

表 11  不同参数初值获得的参数优值 

Parameter 
Initial value 

(1) 
Optimal value 

(1) 
Initial value  

(2) 
Optimal value 

(2) 
K 2.202199 1.111977 0.2908736 1.112445 

B 0.1766915 1.013977 0.6608953 1.035315 

SM 46.76068 29.06477 3.012237 28.90373 

CS 0.1963299 0.3572581 0.292216 0.3577695 

CI 0.799014 0.4521702 0.7813784 0.4543196 

CG 0.9776084 0.9798456 0.9236649 0.9798568 

KE 2.761958 1.459411 2.497829 1.458727 
Average 
iteration 
number 

 9  40 

表 12  参数方差统计 

Parameter 
Mean value 
of parameter 

Mean square 
error 

Relative mean 
square error (%) 

K 1.11184 0.00299 0.269 

B 1.01549 0.00984 0. 969 

SM 29.14652 0.16194 0.556 

CS 0.35701 0.00055 0.154 

CI 0.45237 0.00234 0.517 

CG 0.97977 0.00016 0. 016 

KE 1.45938 0.00108 0.074 
Average iteration 

number 
26.8  0.291 

 
 

从表 11和 12计算结果可总结出: 1) 模型参数不

存在局部优值; 2) 方法从不同的初始值获得的参数

优值估计非常稳定, 相对均方差(参数均方差与其均

值之比)平均为 0.291%, 最大的也只有 0.969%, 最小

的为 0.016%; 3) 寻找方法非常有效, 平均寻找次数

只需要 26.8, 最多的也不超过 60 次, 最小的循环次

数只有 7 次循环就可以找到参数优值.  

6  结语 

通过大量具体实例分析了误差平方和目标函数

和现有参数优化方法所存在的问题, 发现: 1) 误差

平方和目标函数提供的参数估计信息存在诸多不合

理性; 2) 对于变参数模型, 目标函数会提供错误的

参数估计信息; 3) 现有的参数优选方法都是在目标

函数曲面上寻找, 这由于误差平方和目标函数的结

构使得问题复杂化, 导致无法知道一般模型是存在

唯一参数优值还是多优值, 还会使唯一参数优值的

模型在误差平方和目标函数曲面上变为多优值. 误

差平方和目标函数曲面比参数函数自身曲面更复杂, 

参数估计不适合在目标函数曲面上寻找, 而应在参

数函数曲面上寻找. 提出了参数函数、样本函数与样

本截痕交点概念, 分析论证了截痕交点唯一性定理

(即参数优值的唯一性定理).  

本文提出参数估计方法, 比较现有方法具有如

下特点和优点: 1) 直接在参数函数曲面上寻找参数. 

由于参数函数曲面比目标函数曲面结构更简单、方法

更直接, 使得参数估计过程更直观、获取的参数估计

信息更可靠有效; 2) 用样本函数的泰勒级数获取的

参数估计信息更精确. 由于样本函数的泰勒级数反

映了模型误差与参数间的精确关系, 以该关系为基

础获得的参数估计信息更精确、有效; 3) 方法的收敛

性和参数估计的唯一性能严格地得到证明; 4)有效地

解决或避免了现有参数估计方法的绝大多数问题.  

当然, 本文提出方法由于概念、理论基础、方法

是全新的, 而且本文研究只以一个函数型参数和非

函数型模型估计为例, 对于更多函数和模型的估计

效果、高阶导数估计方法等都有待深入研究, 在实际

模型参数估计的应用也还需要做大量的适应性和有

效性检验.  

附录 A 

下面证明一般正整数指数函数的交点唯一性定理.  

定理 A1.  任意 n 个参数, 最高次为 m 的指数函数, 

最多需要 R(n, m)个样本, 其截痕共同交点是唯一地相交于

参数优值点.  

其中  

 
1

( , ) ( , )
m

i

R n m P n i
=

=å , (A1) 

其中 P(n,i) 是指数函数 (1+2+···+n)
i 展开的总项数 , 

1
1( , ) 

  n
i nP n i C .  

要证明定理 A1, 需要分别证明以下 3 个方面.  

1) 任意 n 个参数 m 次方的指数函数, 最多有 R(n,m)

项参数项, 即证下式成立:  
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1

1
1

( , )


 


 
m

n

i n
i

R n m C . (A2) 

2) 任意 R(n,m)个样本截痕曲线能得参数唯一交点. 

3) 截痕曲线唯一交点解等于参数优值.  

证明 1: 采用数学归纳法证明, 当 m=1 时, 函数的一

般表达式为   

 1 1 2 2 0( ,1)  n ny n a a a aq q q= + + + + . (A3) 

1( ,1)  n
nR n C n成立;  

当 m=2 时, 函数的一般表达式可表示为 
2

1 1 2 2 1 1 2 2( ,2) ( ) ( ) n n n ny n a a a a a aq q q q q q= + + + + + + +  

 +a0. (A4) 

(A4)式可表示为  

 2
1 1 2 2( ,2) ( ) ( ,1)       n ny n a a a y n . (A5) 

所以 ( ,2) ( ,2) ( ,1) R n P n P n , 即
2

1

1
1

( ,2)


 


  n

i n
i

R n C 也

成立.  

假设当 m=k 时, (A2)式仍然成立. 则当 m=k+1 时, 函

数的一般表达式可表示为  

 1
1 1 2 2( , 1) ( ) ( , )         k

n ny n k a a a y n k , (A6) 

1
1 1 1 1

1
1 1

( , 1) ( , )


   
    

 

      
k k

n n n n
n k n k n k n k

i i

R n k C R n k C C C . (A7) 

因此, (A2)式得证.  

证明 2: 对于任意 n 个参数 m 次方包含 R(n,m)项参数

项的指数函数, 将 R(n,m)个样本代入函数式, 就可得 R(n,m)

个方程组, 此方程组把不同参数组合作为待求变量时属于

线性系数方程组(例见文中(21)式), 只要其系数矩阵满秩, 

就可直接求得参数组合变量解, 由于参数组合变量中也包

括了一次参数项, 所以其一次项的解就是其唯一共同的交

点, 而此解在方程无误差时, 显然就等于其真值. 另外当

系数矩阵不满秩时, 即相同参数组合变量其系数组成的向

量间存在线性关系时, 可以先消去线性相关的参数组合变

量项(如文中(20)式中消去了2 与两项, 变成了新变量

2+2和(21)式的满秩线性方程组)再求其解. 所以, 最多

只需 R(n,m)个样本就可得唯一解, 如果不满秩时, 样本个

数可小于 R(n,m)也可得唯一解.  

证明 3: 由于每个样本是由真参数值代入指数函数计

算得, 所以其解必然是最优参数值.  

对于一般性函数或模型, 下面进一步分析论证其截痕

交点的唯一性推理.   

推理 A1: 对任意 n 维参数的函数, 必存在 p 个不重叠的

样本截痕组, 使得样本组的截痕唯一地相交于参数优值点.  

对于函数的不重叠样本截痕指的是在参数域上不处

处相等的两个样本截痕. 对于一般性函数或模型, 由于结

构千差万别, 直接进行严格的推导证明很难, 这里采用分

析推理方法论证. 对于任一观测样本的 y 样本函数 yi=f(xi; 

1,2,···,n)是定义于 n 维参数域上的, 把样本函数描述的 n

维空间区域记为 Yi, 则对于任意 p 个不重叠截痕样本在 n

维空间区域的相交有如下关系:  

    1 2lim 


  ii p
Y Y Y , (A8) 

其中等号右边为截痕在参数优值的交点, 等号左边表示 p

个样本截痕相交的公共部分. 由于对任意两个不重叠截痕

样本, 满足下式:  

 { }min ,i j i jY Y Y YÇ < . (A9) 

因此, 随着相交样本截痕的增加, 等式(A8)左边的公

共部分迅速减少, 当 i=p 时, 其公共部分为一个点, 即截痕

在参数优值的交点. 例如, 一个 3参数函数, 其样本截痕为

3 维曲面, 两个不重叠截痕样本相交的公共部分为曲线, 3

个相交的公共部分就只有有限的几个点, 4 个相交就为参

数优值的交点 . 又如文中(10)式的任意两个不同的样本 , 

其截痕在参数平面上最多只有 4 个交点, 3 个不同截痕的样

本组就使其截痕的交点唯一地相交于参数优值点.  
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