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　 　刘峰等 ．直井中钻柱非线性螺旋屈曲准静态加载模型研究 ．天然气工业 ，２００７ ，２７（１） ：６４‐６７ ．

　 　摘 　要 　采用有限元法对直井中钻柱非线性螺旋屈曲准静态加载模型的控制微分方程进行了求解 ，对钻柱螺

旋屈曲准静态加载模型的合理性进行了理论验证 ，证明了钻柱螺旋屈曲准静态加载问题和特征值问题 ，力学模型

中考虑了钻柱的重力 ，摒弃了传统分析中的小位移假设 。研究表明 ，钻柱的螺旋屈曲过程是一个稳定的加载过程 ；

钻柱屈曲位移的幅值随轴向载荷的增大而增大 ；钻柱的屈曲位移 、弯矩和井壁约束力线密度都呈周期性变化 ；将钻

柱的螺旋屈曲问题作为一个准静态加载问题来分析是合理的 ；采用准静态加载模型计算得到的钻柱初始失稳载荷

与钻柱正弦屈曲线性特征值问题的分析结果吻合 。

　 　主题词 　钻井 　钻柱 　非线性 　螺旋屈曲 　准静态加载 　力学模型

　 　 现代定向井技术中常采用柔性钻柱进行作业 ，

钻柱的稳定性直接关系到定向井钻井工程的成败 。

上世纪 ６０ 年代 Lubinski［１］采用等螺距假设和能量
法对竖直井中无重钻杆螺旋屈曲问题进行了分析 。

其后 ，Mitchell［２］使用解析法求解了直井中无重钻柱
平面屈曲和螺旋屈曲准静态加载问题 ，用伽辽金

法［３ ，４］求解了有重钻柱在直井中的螺旋屈曲准静态

加载问题 。国内李子丰［５］等用解析法分析了无重无

摩擦力受压扭细长圆杆（管）在水平井中的等螺距螺

旋屈曲问题 。 Wu［６］采用等螺距假设用能量法对直

井和平面曲井中钻柱的螺旋屈曲做了分析 。 于永

南［７］等用能量法分析了有重钻柱在直井中的正弦屈

曲和等螺距螺旋屈曲 ，并建立了直井中钻柱正弦屈

曲特征值问题分析的有限元法 。刘峰［８］构造了有限

元增量加权迭代法对直井中有重钻柱屈曲的非线性

特征值问题进行了求解 。从目前的研究来看 ，对钻

柱非线性螺旋屈曲问题的分析方法一般有两种 ，即

将其作为一个非线性的特征值问题或非线性的准静

态加载问题进行分析 。

　 　文献［９］中已导出了直井中钻柱屈曲的控制微

分方程和泛函 ，并考察了钻柱在自重作用下的屈曲

问题 。本文在文献［９］的基础上采用有限元法对直

井中上端集中载荷作用下钻柱非线性螺旋屈曲准静

态加载问题进行了求解 ，对钻柱螺旋屈曲准静态加

载模型的合理性进行了理论验证 ，证明了钻柱螺旋

屈曲准静态加载问题和特征值问题的理论基础 。

一 、理论分析

　 　 １ ．直井中钻柱屈曲平衡微分方程和泛函

　 　直井中钻柱屈曲的分析模型如图 １和图 ２所示 。

图 １ 　钻柱屈曲力学分析模型侧视图

图 ２ 　钻柱屈曲力学分析模型井眼横截面图
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　 　图 １ 、图 ２ 中 ：p 为钻柱上端屈曲载荷 、Fe 为钻
柱下端轴向反力 、T 为扭矩 、W n 为井壁对钻柱的法
向约束力线密度 、q为钻柱重力线密度 、r为钻柱与
井眼的中心距 、θ为钻柱截面中心侧向角位移 、α为

井斜角 、u１ 、u２ 为 x 、y向线位移 。由文献［９］可知 ，在

钻柱发生屈曲时紧贴井壁的基本假设下 ，钻柱屈曲

的切向和法向平衡方程依次为 ：

EI［θiv － ６（θ′）
２
θ″］ ＋ （Ffθ′）′ ＋ ３Tθ′θ″

＋ （qx sinθ）／r ＝ ０ （１）

W n ＝ EIr［４θ′θ碶 ＋ ３（θ″）
２
－ （θ′）

４
］ ＋ Ff r（θ′）２

＋ Tr（θ′）３ － Trθ碶 ＋ qx cosθ （２）

式中 ：Ff ＝ p ＋ qz z 是外加轴向载荷 ；qz 为重力的轴

向分量 ；qx 为重力的横向分量 。

　 　切向平衡方程对应的泛函为 ：

П ＝ ΔU１ ＋ ΔU２ － Δ T１ － Δ T２ － Δ T３ － Δ T４ （３）

其中 ： ΔU１ ＝
EI
２∫

１

０
（θ′）

４ d z （４）

ΔU２ ＝
EI
２∫

１

０
（θ″）

２ d z （５）

Δ T１ ＝ pC１ ＝ p １
２∫

１

０
（θ′）

２ d z （６）

Δ T２ ＝
１
２∫

１

０
qz z （θ′）２ d z （７）

Δ T３ ＝
１
２∫

１

０
T（θ′）３ d z （８）

Δ T４ ＝
１
r qx∫

１

０
cosθd z （９）

　 　钻柱弯矩的表达式为 ：

M ＝ EI r ［（θ′）
４
＋ （θ″）

２
］ （１０）

　 　 ２ ．钻柱螺旋屈曲特征值问题和准静态加载问题

的理论基础

　 　目前对钻柱非线性螺旋屈曲问题的分析方法一

般有两种 ，即将其作为一个非线性的特征值问题或

非线性的准静态加载问题进行分析 。特征值问题对

应结构的某个临界状态 ，属于不确定性问题 。准静

态加载问题对应的是结构变形的整个过程 ，属于确

定性问题 。非线性准静态加载问题的求解可归结为

求解非线性方程组 ：

F（u） ＝ ０ （１１）

而特征值问题中结构处于临界状态时 ，在外载荷不

变的情况下将会有式（１２）成立 ：

F（u ＋ Δ u） ＝ ０ （１２）

当 Δ u较小时式（１２）可写为 ：

F（u） ＋ F′（u）Δ u ＝ ０ （１３）

式（１３）与式（１１）相减则得到非线性特征值问题的数

学方程 ：

F′（u）Δ u ＝ ０ （１４）

式中 ：F′（u）为切线刚度矩阵 。

　 　对于静力加载问题 ，式（１２） ～ （１４）是不成立的 ，

所以采用特征值问题来求解的大前提是认为在钻柱

屈曲的过程中的确存在临界状态 。可见钻柱螺旋屈

曲分析中的两种方法具有截然不同的理论基础 。后

面将通过有限元计算证明钻柱的螺旋屈曲问题是一

个确定性问题 。

　 　 ３ ．钻柱螺旋屈曲特征值问题和准静态加载问题

的有限元列式

　 　 采用两节点梁单元来模拟钻柱 ，每个节点上有

两个自由度（θ和 θ′） ，单元内的位移函数 θ可取为三

次多项式 ，并且令单元位移向量｛ue
｝中的元素为 ue

i

（i ＝ １ ～ ４） 。由于后面的验证算法中将用到钻柱正

弦屈曲的结果 。因此 ，首先给出钻柱正弦屈曲线性

特征值问题的有限元列式 。对钻柱正弦屈曲问题进

行分析时 ，由于 θ很小 ，可以将泛函表达式中的高阶

非线性项 ΔU１ 和 Δ T３ 去掉 ，而 Δ T４ 可以简化为 ：

Δ 珡T４ ＝
qx

r∫
１

０
１ －

θ
２

２
d z （１５）

则钻柱正弦屈曲线性特征值问题分析的单元刚度矩

阵和初应力矩阵中的元素依次可写为 ：

Ke
（i ，j） ＝

抄
２
ΔU２

抄ue
i抄ue

j
－
抄
２
Δ T２

抄ue
i抄ue

j
－
抄
２
Δ 珡T４

抄ue
i抄ue

j
（１６）

Ke
σ （i ，j） ＝

抄
２ C１

抄ue
i抄ue

j
（１７）

若以 u表示结构的屈曲位移向量 ，则钻柱的正弦屈

曲问题可归结为如下的线性特征值问题 ：

（［K］ － p［K σ ］）Δ u ＝ ０ （１８）

直井中钻柱螺旋屈曲非线性特征值问题分析的单元

切线刚度矩阵中的元素为 ：

Ke
（i ，j） ＝

抄
２
ΔU１

抄ue
i抄ue

j
＋
抄
２
ΔU２

抄ue
i抄ue

j
－
抄
２
Δ T２

抄ue
i抄ue

j

－
抄
２
Δ T３

抄ue
i抄ue

j
－
抄
２
Δ T４

抄ue
i抄ue

j
（１９）

非线性特征值问题初应力矩阵中的元素与式（１７）相

同 。则直井中钻柱螺旋屈曲问题可归结为如下的非

线性的特征值问题 ：

（［K（u）］ － p［K σ ］）Δ u ＝ ０ （２０）

若钻柱的单元总数为 m ，节点总数为 n ，则 n＝ m ＋ １

且屈曲位移向量 u为 ２n维向量 。直井中钻柱屈曲

准静态加载问题的单元力向量中的元素可表示为 ：

　 　 　 　 　 　 Fe
i ＝

抄 ∏
e

抄ue
i

　 　 　 （i ＝ １ ～ ４） （２１）
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式中 ：∏
e 为单元的泛函 。

　 　由此可以组集结构的节点力向量从而得到钻柱

非线性螺旋屈曲准静态加载问题的平衡方程组 ：

Fi （u） ＝ ０ 　 　 （i ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ，２n） （２２）

式中 ：u为结构屈曲位移向量 ；n为节点总数 。

很明显 ，式（２２）是一个非线性方程组 。

　 　 ４ ．边界约束条件

　 　本文引入了 ３种钻柱端部的约束条件 ：① “退化

的固支条件” （Ebbed Clamped） ：θ＝ ０ ；② 固支条件

（Clamped） ：θ ＝ ０ 且 θ′ ＝ ０ ；③ 无附加约束条件

（Free） 。在实际分析时采用了以下两种边界条件 ：

a ．钻柱上端为退化的固支条件 ，下端无附加约束条

件（EC‐F） ；b ．钻柱上端为固支条件 ，下端无附加约

束条件（C‐F） 。

二 、验证算法

　 　为了对直井中钻柱非线性螺旋屈曲准静态加载

模型的合理性进行验证 ，本文采用了如下的算法 ：①

采用准静态加载模型对钻柱非线性螺旋屈曲问题进

行分析 ，即采用 New ton‐Raphson 法求解式 （２２）所

示的非线性方程组 ；② 将前面计算得到的各个载荷

步下的屈曲位移分别代入式（２０） ，通过特征值问题

的求解得到各个屈曲位移状态下对应的屈曲临界载

荷 peigen ；③将准静态加载问题中各个载荷步的载荷

pload与对应的屈曲临界载荷 peigen作对比 ，若 peigen ＞
pload则说明钻柱此时处于稳定状态 ，用准静态加载模

型进行分析是合理的 ；反之则说明此时钻柱已经失

稳 ，不能采用准静态加载模型 。为了验证准静态加

载模型在钻柱正弦屈曲问题分析中的有效性 ，本文

采用准静态加载模型的计算来捕捉钻柱第一次出现

非零位移时对应的载荷 ，并且与钻柱正弦屈曲线性

特征值问题的临界载荷进行对比 ，若两者吻合 ，则说

明准静态加载模型可以对钻柱正弦屈曲问题作出正

确的分析 。由于本文重点在于对准静态加载模型的

合理性进行理论验证 。因此 ，不涉及对钻柱螺旋屈

曲临界载荷定义的讨论 。

三 、实例分析

　 　为了对直井中钻柱非线性螺旋屈曲准静态加载

模型的合理性进行验证 ，下面给出几个算例 。

　 　 实例一 ：采用准静态加载模型分析钻柱的屈曲

问题 ，考察钻柱上端轴向载荷 p 逐渐增大时钻柱的
屈曲过程 。主要计算参数为 ：钻柱抗弯刚度 EI ＝
３８１９１４ Nm２

，钻柱长 L ＝ ３０ m ，重力线密度 q ＝ １７２ ．０

N／m ，井斜角 α＝ ４５° ，扭矩 T ＝ ０ Nm ，井筒与钻柱的

中心距为 r ＝ ０ ．０４ m ，载荷 p 最大加载值为 １１４８６８

N ，载荷总加载步数 ２０ ，单元总数 ３０ ，边界约束条件

为 EC‐F 。图 ３ ～ ５给出了载荷 p逐渐增大时钻柱屈
曲位移 、钻柱弯矩 M和井壁约束力线密度的曲线图 。

图 ３ 　载荷 p增大时屈曲位移 θ曲线图

图 ４ 　载荷 p增大时钻柱弯矩 M 曲线图

图 ５ 　载荷 p增大时井壁约束力线密度 W n 曲线图

　 　从图 ３可看到 ，当轴向载荷 p较小的时候 ，钻柱

的屈曲位移为零 ，即钻柱从计算中的扰动位置回到

了初始位置 ，处于稳定状态 。随着载荷 p继续增大 ，

钻柱偏离初始位置 ，经历了从小位移的正弦屈曲到

大位移屈曲的整个过程 。从图 ４ ～ ５可看到 ，载荷增

大时钻柱弯矩和井壁约束力线密度的幅值也逐渐增

大 ，且约束力线密度都为正 ，符合钻柱屈曲时紧贴井

壁假设 ，所以上面的解都可取 。

　 　 实例二 ：采用本文的算法验证钻柱非线性螺旋

屈曲准静态加载模型的合理性 。主要计算参数与实
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例一相同 。 图 ６ 给出了 EC‐F 边界条件下 p eigen和
pload对比曲线 ，横坐标 δmax为各载荷步下屈曲位移幅
值的最大值 。

图 ６ 　直井准静态加载模型验证（EC‐F）

　 　从图 ６ 中可看到 ，准静态加载过程中始终有

peigen ＞ pload ，这说明钻柱的非线性螺旋屈曲过程是一

个稳定的准静态加载过程 ，因此采用准静态加载模

型来分析钻柱的螺旋屈曲问题是合理的 。

　 　 实例三 ：采用本文的算法验证准静态加载模型

在钻柱正弦屈曲问题分析中的有效性 。表 １给出了

EC‐F和 C‐F两种边界条件下的计算结果 。

表 １ 　直井中钻柱准静态加载模型和线性特征值模型

初始失稳载荷比较表

约束条件 EC‐F C‐F
线性特征值分析正
弦屈曲临界载荷（N） ３２５０４ 行．８８ ３２５０４ 妸．８８

准静态加载分析初
始失稳临界载荷（N） ３２４９０ ～ ３２５２０ 贩３２４９０ ～ ３２５２０

　 　 从表 １可以看到 ，线性特征值分析得到的不同

边界约束条件下的钻柱正弦屈曲临界载荷均处于非

线性的准静态加载模型所给出的初始失稳载荷范围

内 ，也就是说准静态加载模型能够对钻柱的正弦屈

曲做出正确的分析 。计算表明当准静态加载模型计

算时的加载步长取为更小的值时 ，结果更加准确 。

四 、结 　论

　 　本文采用有限元法对直井中钻柱非线性螺旋屈

曲准静态加载模型的控制微分方程进行了求解 ，对

钻柱螺旋屈曲准静态加载模型的合理性进行了理论

验证 ，证明了钻柱螺旋屈曲准静态加载问题和特征

值问题的理论基础 ，力学模型中考虑了钻柱的重力 。

分析表明 ，钻柱的螺旋屈曲问题是一个确定性问题 ，

将钻柱的螺旋屈曲问题作为一个准静态加载问题来

分析是合理的 ，也是符合客观实际的 。采用准静态

加载模型计算得到的钻柱初始失稳载荷与钻柱正弦

屈曲线性特征值问题的分析结果吻合 ，即准静态加

载模型也能够用于分析钻柱的正弦屈曲问题 。
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