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摘 要

本文用数值试验的方法
,

证实了正压原始方程存在着非频散的非线性波解
,

并讨

论 了它的主要特点
.

一
、

线性波和非线性波

正压大气运动的支配方程是正压原始方程组
.

研究正压大气中的演变过程和检验数值模

式的性能
,

都要求找出这组方程的一些有实际意义的特解
.

然而这是很困难的
,

主要的障碍在

于方程的非线性特点
.

对于准地转大尺度低速流
,

其演变过程就整体而言是准地转过程
,

可以用准地转位涡度方

程来描写
.

它仍然是非线性方程
,

尽管比原始方程组已大为简化
,

但要找到它的真正包含了非

线性作用的特解还是困难的
.

1 9 3 9 年
, R os sb 广

,
讨论了线性化的正压涡度方程的波动解及其频散关系

,

给出了随基本

气流移动
,

并受 自转地球表观修正的大尺度涡旋运动的一个模型
,

即所谓 R os s by 波
.

随后
,

H a u
wr itz 2[] 将它推广到球面情形

,

得到了更有实用价值的 H au wr itz 波
,

迄今仍被用来检验全

球正压模式的性能
〔3 1

— 尽管对原始方程而言它并非真解
.

后来
,

许多人
〔̀ 一 6]
发现这样得到的波解刚好满足相应的非线性方程

.

事实上
,

对扰动特性

施以某种限制
,

就可使非线性方程变成线性方程
,

原则上总可求解 71[
.

郭晓岚
「8] 用类似的方法

得到了球面上斜压准地转位涡度方程的三维波解
.

应当指出
,

上述波解只是满足非线性方程的线性波
,

其特点是波动的等位涡线和波动流线

平行
,

因此非线性作用实际上被取消
.

此外
,

这种做法不适用于原始方程组
.

曾庆存田 用摄动法求得了正压原始方程组的一类非线性波解的零级和一级近似
,

并给出

了高级近似的求解方法
.

以下概述一下文献工9] 的结果
,

借以说明这类非线性波解与线性波的

联系和区别
.

对正压原始方程组
,
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,

利用扰动的特征

水平尺度 L * 、

特征时间尺度 *t 和风和高度的特征量 U * 、

必
*

将 ( l) 式无量纲化
,
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,
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。 )和 ( s) 式中之第三式
,

分别为由一
、

二级近似方程组得出的位涡度方程
,

其中画横线的

项是绝对位涡度平流
.

限定 必
。

满足
,

其中
x
待定

,

可求得 ( 7 )式的解
:
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( 13 )

显然
,

端就是考虑了可压缩性影响的 R os s by 波
,

这表明是取了线性波作为原始方程非频散波

解的零级近似
.

为使所得的解更实用
,

要求它们在 尹平面上的通道 o 《 刃《 , 的边界上满足刚壁条件
,

即
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,
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其中
:

+X1
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x f
, ,

iar 石
, :

叽呈
, : U Z , ; B 。 , ;刀: , ; 刀2 , 、 J ,

和
, J :

均为已知参数的函数 (表达式略 )
, : U ;

是

一个自由参数
.

这里没有再对解施加限制
,

强迫 ( s) 式中的位涡度平流为零
,

在这个意义上可以说原始方

程行波解的一级近似中包含了非线性作用
.

虽然这只是一种弱非线性作用
,

但它对保持解的

非频散特点是至关重要的
.

事实上
,

一级近似中包含了不同尺度的谐波分量
,

按照线性理论它

们将以不同的相速移动
,

从而引起整个波形的改变
,

但在我们的非线性系统中
,

不同尺度的谐

波同时存在
,

产生出合适的非线性作用
,

恰恰是维持整个波形不变所必须的
.

当然
,

只有某些

特定的谐波分量的组合才具有非频散特点
,

因此我们只能求得非线性系统的一些非频散特解
。

若不考虑边界条件 ( 16 )式
,

则 ( 2 0) 式中的
、 B 。
是一个任意常数

,

因此一般情况下相速的一

级修正
c ,

依赖于零级近似的振幅 神
,

这正是非线性波的特点
.

但这一点并不是绝对的
,

当考

虑边界条件时可得到
1 ” 。
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此时相速与振幅无关
_

我们在另文中
,

还将给出非频散的非线性波解的二级修正
,

求出更高级的修正原则上也是

可以办得到的
.

总之
,

用摄动法对 R o s b y 波进行修正
,

可以给出正压原始方程组的一类移动性波解
,

其中

包含了一定的非线性作用
.

以下
,

我们将通过数值试验对其进行研究和检验
.

二
、

数 值 试 验

取定一组环境参数和扰动尺度参数
:
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这表明我们所考虑的是
“
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”
条件 下的大尺度低速流中的慢波

,

可压缩性较弱
.

此外
,

这里的

夕作用被人为地减小了
.
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取定零级近似中的自由参数
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,

符合摄动法的量级原则
,

表明参数的选取是合适的
.

零级近似是无辐散的
,

满足地转风关系
,

而且没有非线性作用 ;一级修正则是有辐散的
、

非

地转的
,

包含了零级近似和它 自身之间的非线性作用
.
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将它们分别乘以
。

/ t
* , 。

t/
*

沿波动气流的位涡度平流
.

同一级近似的涡度场

和
。

/
, * ,

就得到散度
、

非地转涡度 (注意 一 △刀 ,
一 △必、

一 △中1

) 和

图 2一 4 给出了它们在 t ~ O 时刻的分布
.

△ (必
。
十 ·价

1

,
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赤
(见图 ” ,相比较可以看出

,

散度比涡度小两个量级
·

比通常的大尺度散度小一个量级 ;就整体而言
,

非地转涡度约占总涡度的 10 多
,

但在南北边界

附近
,

非地转涡度和地转涡度相 当
,

其作用是削弱以至抵消的地转风涡度 ; 沿波动气流的位涡

度平流的分布和涡度场的平移演变趋势是一致的
,

粗略的估算表明
,

其作用可以达涡度平均变

化率的 15 多左右
.

{{{{{
图 s t 一 。 时刻一级近似的涡度场 (单位 : 10 一 5

秒一 ,

在摄动法的量级原则所允许的范围内
,

改变参数的取值
,

上述诸特点仍然保持
.
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比万 , 尸 下一
~

J
\ 口刃 J 互 / \ d 夸 口刃 /

给出的
! 一 。 时刻的高度场和风场见图 6

.

其理论移速为 (
c 。

+ 。 cl )
·

U * * 7
.

61 米
·

秒
一 , ,

理论周期约为 .9 5 天
.

可以看出
,

一级近似对零级近似的修正是明显的
:
高度修正量可达 70

米
,

风的修正约为 1 米
·

秒
一 ` ,

移速增大了 15 务
.

用摄动法所逼近的原始方程组 ( l) 的特解 ( 4 )是一种沿
x
方向平移的非频散波

,

然而从理

论上讨论这种逼近的收敛性及误差估计是一件困难的事情
.

为此
,

我们用数值试验的方法来

` 仁~ --L L L

图 6 ` ~ 。 时刻一级近似的高度场和风场 (单位 : 米 )
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研究其零级和一级近似的演变特性
.

采用文献 〔 1 1 ]中提出的完全保持能量守恒的差分格式
,

将夕平面上的矩形区域

:R 毛。簇
x 簇 2二 L * , o ( y 簇 , L *

}

离散化为网格区域

尺 J : { (
x , ,

y i )
,一。

,
1

,
.

~ , 32 ; ,一。 ,
: , 二 , 1 6

}
,

其中
x *

~ t’d
, y ,

一 id
,

而格距

兀 L *
,

_ _ , _
, 、

~
a 一

—
一 l 乡 0

.

j ) 亿分兰毛 ;

l 6

在 i 一 0, 32
,

处取周期边界条件
,

在 j ~ o ,

16 处取刚壁边界条件
,

分别以
才一 。 时刻零级近

似和一级近似的格点值为初值
,

取 △ , 一 5 分钟
,

作了较长时间的积分
.

1
.

零级近似的数值试验

初值取为
:

一 子+ 少
*

·

价
。

(
x , , , , , o )

一少
.

沙 (
x 、 ,

, , ,

。 )
,

口y ( 2 8 )

U * 妙 (
, , ,

, , , 。 )
d X

此磷此

图 7 由零级近似初值积分到第 H 天时的高度场及其理论值 (虚线 )

(单位 : 米 )

乙
小

么
_

1
.

0 1 0

图 8 第 H 天时风的偏差向量

(单位 : 米
·

秒
一
今
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用上述格式积分了 13天
,

图 7 是积分到第 11 天时的高度场 (虚线表示第 11 天的零级近似高度场 )
.

可以看出
,

解

的波形有比较明显的变化
,

与零级近似的差别最大可达 20 一 30 位势什米
,

但仍保持了零级近

似的平移特点
,

平均移速约为 6
.

3 0米
·

秒
一 , ,

比理论值偏慢 。
.

2 3 米
·

秒
一 `

.

图 8 给出了第 11

天模式输出的风与零级近似风的偏差向量
,

偏差风是系统性的
,

具有明显的非地转特点
,

风速

可达 2 米
·

秒
一 `

.

2
.

一级近似的数值试验

初值取为
:

一 子+ 少
* ·

[价。 + e
(价

,
+ A :

) ] (
x , , 夕,

,

o )
,

一 U二

}
一 U二

!

一 立 ( 。
。

+ 。 。 ,

) + 。

粤1(
x , ,

, , , 。 )
,

d y 口 x 」
( 2 9 )

其 (必
。
+ 。巾

,

) + 。

粤1(
x ` ,

, , , 。 )

d x d y 」

此u9j心
了leseseeesesJ、weaesreelse又

用同一格式积分了 22 天
.

图 9 是积分到第 9
.

5 天时的高度场 (虚线表示同一时刻一级近似的高度场 )
,

它与一级近

似的最大偏差为 6 米
,

最大偏差风速为 .0 5 米
·

秒
一 `

.

按 16 天平均的移速为 7
.

4 4 米
·

秒
一 ` ,

比理论值偏慢 0
.

17 米
·

秒
一 ` .

可以说
,

在较长时间的积分过程中
,

数值解很好地保持了一级近

似的演变特性
,

这就证实
,

一级近似是正压原始方程一类非频散波解的良好近似
.

图 9 由一级近似初值积分到第 9
.

5 天时的高度场及其理论值 (虚线 )

(单位 : 米 )

同本节相比
,

上节的数值解与零级近似有较大的偏离
.

注意到它们是用同一格式
、

同样的

空间分辨率和时间步长计算 出来的
,

它们的初值相近 (而且上节的初值中只含单一的波型 )
,

所

以两种数值解中所包含的计算误差大体相同
.

由此就可以推断
: 这种偏离是由于零级近似与

原始方程组的真解有较大的差别造成的
.

尽管如此
,

零级近似 (亦即 oR
ss b y 波 )作为原始方程

波解的一种初级近似
,

仍然是可取的
.

真正的非频散解的总动能和总位能应当分别守恒
,

然而上节和本节给出的数值解的总动

能和总位能
,

随时间却有小的振荡
.

图 10 给出了总动能随时间变化的曲线 (由于总能量严格

守恒
,

总位能的变化 曲线是类似的 )
.

本节的总动能振荡周期约为 7 小时
,

振幅约为总动能的
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8/ 1 0 0 0,

相当于每一格点上的风速改变 0
.

05 米
·

秒
一 , ; 上节的总动能振幅不小于 3 8八 00 0

,

相

当于每一格点上的风速改变 0
.

22 米
·

秒
一 ,

.

气气
、

厂、 厂、 Z氏 \ 厂, 、 厂、 厂、 ///

___

口口口口口口口
’ `̀

图 10 上节〔上 )和本节 (下 )的总动能变化曲线

显然
,

这种现象反映了小振幅快波的存在
.

前面的对比分析已经表明
,

对于这种快波的激

发和强弱来说
,

差分格式的计算误差是次要因素
,

而初值协调性的优劣则是主要因素
:
上节中

用的是地转风初值
,

产生的快波较强 ;本节中用的是平衡风 (考虑了非地转涡度 )加上适 当的无

旋风
,

有效地减小了快波的振幅
.

总之
,

数值试验的结果表明
:
正压大气中存在着一类非频散的大尺度慢波

,

单个的 R os s by

波只是它的初级近似 ;用摄动法求取线性波的一级乃至更高级的修正
,

可以更精确地逼近这类

波解 ;具有一定的非地转涡度和少量的散度
,

演变过程中受到较弱的非线性作用的制约
,

是这

类波动的特点
.
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