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真值递延法模糊推理插值器  

闫建平 1*  梁  怡 2 

(1. 北京师范大学计算机系, 北京 100875; 2. 香港中文大学地理系, 香港) 

摘要    分析了己有模糊推理算法作为近似表达函数关系的方法应用时存在的
缺陷, 给出了真值递延法模糊推理算法并证明了其具有保持被插函数单调性等
良好性质. 最后, 讨论了把真值递延法也作为两种不同蕴涵算子下的全蕴涵三Ⅰ
算法的清晰化方法的合理性, 指出不同蕴涵算子下的全蕴涵三 I算法和 CRI模糊
推理算法虽然在模糊输出集上存在差异, 但在采用真值递延法作为共同的清晰
化方法后, 两类模糊推理算法在“精确输入-精确输出”响应关系下趋于统一. 

关键词    模糊推理算法  插值算法  全蕴涵三Ⅰ算法  真值递延法 

作为两种近似表达函数关系的方法, 模糊推理算法与插值算法之间的联系
在文献[1~3]中得到初步揭示. 文献[4]在分析模糊推理的插值型近似[1]的合理性

时, 探讨了使模糊推理算法不是近似地而是准确地直接成为一种插值算法的意
义、可能性及其实现, 提出了模糊推理插值器概念. 

本文继续模糊推理插值器的研究, 寻找在单输入单输出情形下的新的清晰
化方法, 以使所得到的模糊推理算法不仅是一种插值算法, 而且作为一种近似表
达函数关系的方法应用时具有一些良好的性质. 

1  CRI方法下的模糊输出集及各种清晰化方法的分析 

以下恒设输入、输出变量 x, y的论域分别为 X=[a, b], Y=[c, d], 设模糊推理规
则集 
 If is ( ) , then is ( )  ( 1,2, , )i ix A x y B y i n=  (1) 

的输入论域 X上基元 A1(x), A2(x), ⋯, An(x)分别以 a=x1<x2<⋯<xn=b为峰点; 输出
论域 Y上基元 B1(y), B2(y), ⋯, Bn(y)分别以 y1, y2, ⋯, yn为峰点. 

采用文献[4]的概念和记号, 假设所涉及的模糊集基元均具有正规性[4], 即基
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元均为隶属函数连续的单峰点模糊数,而且在峰点左(右)侧严格单调增(减); 假设
每一论域上的模糊集基元组均具有模糊划分性质 [1], 即 , 对于 (1)式 , 

. 这些假设在插值法中也是基本的, 如分段线性插值基函

数即为正规的且在应用中的基函数组满足模糊划分性质. 在模糊推理中, 分段线
性插值基函数也被用作为模糊集基元, 称为三角形基元, 或线性基元. 

1 1
( ) ( ) 1

n n

i i
i i

A x B y
= =

=∑ ∑ ≡

模糊推理算法与插值算法之间的联系是通过规则集与插值条件之间存在的

内在、自然的联系建立起来的. 
定义 1  对于给定的规则集(1), 称由(1)决定的输入、输出论域上基元的峰点

间对应关系形成的二元组 { }( , ) 1, 2, , .i ix y i n= 是与规则集(1)相联系的插值条

件. 

定义 2  对于给定的插值条件 { }( , ) 1, 2, , .i ix y i n= , 其中节点满足   a =

1x 2x< nx b< < = , 称如下形成的规则集(1)是与 { }( , ) 1, 2, ,i ix y i n= 相联系

的 规 则 集 : (1) 中 输 入 论 域 上 基 元 1 2( ), ( ), , ( )nA x A x A x 分 别 以

{ }( , ) 1, 2, ,i ix y i n= 的第一分量诸点 1 2, , , nx x x 为峰点 ; 输出论域上基元

对应地分别以第二分量诸点 为峰点. 1 2 1( ), ( ), , ( )B x B x B x 1 2, , , ny y y

为使论述简单起见, 设所涉及的插值条件 { }( , ) 1, 2, ,i ix y i n= 关于第二坐

标是严格单调的 , 即严格单调增 : ; 或严格单调减 : 

(非严格单调时可分段考虑). 
1 2 nc y y y d= < < < =

1 1n nc y y y d−= < < < =

[ , ]x a b∀ ∈ , Zadeh提出并被普遍接受的CRI (compositional rule of inference[5]) 

模糊推理算法确定的规则集(1)下对应于精确输入 x的模糊输出响应 为(在

Mamdani蕴涵算子下): 

( )B y

  (2) 
1

( ) [ ( ) ( )].
=

= ∨ ∧
n

i ii
B y A x B y

对 的解析分析有助于理解各种清晰化方法的意义 .不失一般性 , 设( )B y

1i ix x x +≤ ≤ , 此时,  在对基元所做的假设下,  

  (3) 1 1( ) [ ( ) ( )] [( ( ) ( )].i i i iB y A x B y A x B y+ += ∧ ∨ ∧

当与(1)相联系的插值条件关于第二坐标严格单调增且 时, 

为如下分段定义的隶属函数: 

( ) 0.5iA x ≤ ( )B y
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其中, 分点 , , ,p q y r由输入 x惟一决定:  
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输出论域上取线性基元时的 的图形如图 1所示. ( )B y

 

图 1 

当与(1)相联系的插值条件关于第二坐标严格单调减而仍然有 时, 分

段定义的 如图 2所示, 解析表达式成为 

( ) 0.5iA x ≤

( )B y

 

1

1

1

1 2

( ) , .
( ), .
( ), .

( )
( ), .

( ), .
0,          .

−

+

+

+ +

⎧
⎪
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

≥ ≥

≥ ≥

≥ ≥

≥ ≥

≥ ≥

其他

i i

i

i

i

i i

B y y y p
A x p y

B y q y y
B y

q

A x y y
B y r y y

r
 (6) 

其中, 分点 , , ,p q y r由输入 x惟一决定:  
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图 2 
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对于 情形时的 可类似讨论. ( ) 0.5iA x > ( )B y

采用重心法(在 Matlab 软件中称之为 centroid, 下同)清晰化方法的 Mamdani
模糊推理模型对应精确输入 x的精确输出为  

 ( )d ( )d .
y Y y Y

y y B y y B y
∈ ∈

= ⋅∫ ∫ y  (8) 

类似于重心法, “形心法”(bisector)取二等分B(y)所围面积的点y作为对应x的
精确输出, 二者基于相类似的加权综合原理.另一类有应用价值的清晰化方法则
是在“最大隶属原则”下, 即在B(y)达到最大隶属度的诸点中, 取某点y作为对应x
的精确输出[6], 正如其名称所揭示的那样, 这些方法有“中心法”(mom, 达到最大
隶属度诸点的平均值)、“最小值法”(som, 达到最大隶属度诸点的绝对值的最小
值)、“最大值法”(lom, 与最小值法相反)等.  

然而, 当我们分析由这些清晰化方法所确定的输入输出函数关系 y=y(x)在整
个[a, b]上的表现时, 发现它们都存在着某些缺陷, 而不适合作为一种近似表达函
数关系的方法应用.如:  
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1) 重心法模糊推理算法当且仅当其蜕化为简略推理法[1]时其输入输出关系

才满足与其规则集相联系的插值条件[4]. 如, 即使插值条件满足简单的线性关系, 
但当节点不等距选取时重心法也不是插值法(图 3). 类似地, 形心法也不是插值
法. 

2) 中心法、最小值法、最大值法虽然是插值法, 但它们在[a, b]上都是不连
续的, 形成跳跃型间断(图 4为最大值法模糊推理算法确定的输入输出函数关系). 

 
图 3 

 
 
图 4 

注 1  图 3和 4均由Matlab软件中的 Fuzzy Logic Toolbox生成, 其中论域取
, 插 值 条 件 取 满 足 简 单 的 线 性 关 系 的 点 集[ , ] [ , ] [0,1]a b c d= = y x=

{ }(0,0), (0.1,0.1), (0.3,0.3), (0.6,0.6), (1,1) , 输入、输出论域上模糊集基元都取线性基

元. 
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正是在肯定CRI方法确定的模糊输出集 是合理的, 而现有各种清晰化

方法是不恰当的基础上, 文献

( )B y

[4]提出了应该寻找其他表现更好的清晰化方法, 以
使模糊推理算法所确定的输入输出函数关系既满足与规则集相联系的插值条件, 
又具有良好的函数逼近性质.其中的模糊推理插值器概念即要求: 对于每一推理
规则集, 由该模糊推理算法所决定的输入输出关系都满足与规则集相联系的插
值条件. 

2  真值递延法模糊推理算法 

本文给出的真值递延法模糊推理算法看作一种清晰化方法即是取模糊输出

集 的图形中重要的竖直线( )B y y y= 所对应的分段点 y作为对应精确输入 x的精

确输出. 
在规则集(1)下, 对应 1i ix x x +≤ ≤ y也可直接由 的

 [ ]1 1( ) , ( ) ,  ( ) (i i i i i i )y y y y y B y A x+ +∈ ∧ ∨ =  (9) 

确定. 在本文关于基元的假设下, 由于在 上 存在反函

数, 故(9)式也可以表示为 
1 1[( ) , ( )]i i i iy y y y+ +∧ ∨ ( )iB y

 [ ] (1
1 1( ) , ( ) , (i i i i i iy y y y y y B A x−

+ +∈ ∧ ∨ = )) .  (9′) 

定义 3  在规则集(1)下, 称由(9)式确定的输入输出关系 ( )y y x= 为真值递

延法模糊推理算法. 
在本文所做的关于基元的假设下, y存在而且惟一. 

定理 1  真值递延法具有以下性质:  
1) 真值递延法是插值法, 即其输入输出关系满足由规则集的前、后件峰点对

应关系决定的插值条件;  
2) 真值递延法遵守“最大隶属原则”, 即 y使 达到最大隶属度;  ( )B y

3) 真值递延法确定的函数关系 ( )y y x= 关于 x在论域 [ , 上是连续的;  ]a b

4) 当在输出论域上取线性基元时, 真值递延法对应 1i ix x x +≤ ≤ 的输出 y成

为 1 1
1

( ) ( ) ( )
n

i i i i j j
j

y y A x y A x y A x+ +
=

= ⋅ + ⋅ = ⋅∑ , 即成为简略推理法, 亦即分段插值法.

故真值递延法是分段插值法满足插值条件的推广;  
5) [ , ]x a b∀ ∈ , 真值递延法对应 x的输出响应 y吻合每条推理规则后件的真

值 ( )jB y 都 等 于 x 吻 合 相 应 推 理 规 则 前 件 的 真 值 ( )jA x , 即

( ) ( ) ( 1, 2, , )j jB y A x j n= = , “递延”的意义即在于此;  

6) [ , ]x a b∀ ∈ , 满足 5)的 y为惟一的, 即 
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, (1 ), ( ) ( )j jy Y j j n B y A x y y∀ ∈ ∀ = ⇔ =≤ ≤ ; 

7) 当所联系的插值条件关于第二坐标严格单调增(或减)时, 真值递延法实
现的输入输出函数关系也是严格单调增(或减)的. 

证  1) 在规则集(1)下, 当输入 ix x= 时, 且对应( ) ( ) 1i i iA x A x= = ix 的模糊

输出集 . 由 的单峰点性, 只有 , 故真值递延

法对应

( ) ( )iB y B y= ( )iB y ( ) 1 ( )i i i iB y A x= =

x的 iy y= . 

2) 当 1i ix x x +≤ ≤ 时, 由(4)式或(6)式, 对应 x的模糊输出集 的最大隶

属度为

( )B y

1( ) ( )i iA x A x+∨ , 而由(5)式或(7)式, 1 1( ) ( ) , ( ) ( ),i i i iB y A x B y A x+ += =  故由(3)

式 , 1 1 1( ) [ ( ) ( )] [( ( ) ( )] ( ) ( )+ + += ∧ ∨ ∧ = ∨i i i i i iB y A x B y A x B y A x A x , 即 y 使 达到

最大隶属度. 

( )B y

3) 由基元的假设及 1[ ( )]i iy B A x−= , 显然 ( )y y x= 在 上是连续的. [ , ]a b

4) 当在输出论域上取线性基元且 1i ix x x +≤ ≤ 时, 1

1
( ) i

i
i i

y y
B y

y y
+

+

−
=

−
, 故 

( )1 1 1
1

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i i i i i i j j
j

y y A x y A x y A x y A x y A x+ + +
=

= ⋅ + ⋅ − = ⋅ + ⋅ = ⋅∑ . 

由真值递延法的定义(9), 性质 5)、6)显然. 
7) 以单调减情形为例给出证明, 单调增时类证. 

事实上 , 当插值条件 { }( , ) 1, 2, , .i ix y i n= 满足 , 且

时 , 真 值 递 延 法 对 应

1 2 ny y y> > >

1 (1 1)i ix x x i n+ −≤ ≤ ≤ ≤ x 的 输 出 y 显 然 满 足

1i iy y+ ≤ ≤ y . 

对于 , [ , ],x x a b x x′ ′′ ′ ′′∈ < , 设真值递延法对应 ,x x′ ′′的输出分别为 1 2,y y . 

当存在某个 时 , 因1(1 1), i ii i n x x x x +′ ′′− <≤ ≤ ≤ ≤ ( )iA x 在 上严

格单调减, 故
1[ , ]i ix x +

( ) ( )i iA x A x′ > ′′ . 如此则 1 2( ) ( ) ( ) ( )i i i iB y A x A x B y′ ′′= > = . 而

在 上严格单调增, 故

( )iB y

1[ ,i iy y+ ] 1 2y y> . 

当存在某节点 kx ,使 kx x x′ <≤ ′′时, 显然更有 1 2ky y y>≥ . 

注 2  ①当被插函数单调时, 重心法模糊推理算法所实现的输入输出响应关
系是否也单调呢？即使在线性基元组下也很难回答这一问题; ②由 4), 简略推理
法也具有保持被插函数单调性的性质; ③即使只对简略推理法来说, 保持被插函
数单调性这一性质在插值法中也不是平凡的. 因为尽管简略推理法就是以模糊
数隶属函数作为插值基函数的一类分段插值法, 但一般的分段插值法不成立所
述性质, 而只有某些特殊类型的分段插值法, 如分段线性插值法才成立所述性质.
又文献中也未见到与这一性质有关的研究. 
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3  真值递延法作为全蕴涵三 I算法清晰化方法的讨论 

全蕴涵三I算法[7,8]从建立模糊命题演算形式系统出发, 以逻辑语义蕴涵理论
为基础探讨模糊推理的更合适的理论框架, 尝试弥补CRI模糊推理的缺陷.文献
[7]特别指出CRI方法在得出模糊输出集 时所采用的关系合成方法不仅偏离

了语义蕴涵的框架, 而且不是关系再现算法, 即把作为规则前件的模糊集

( )B y

( )iA x

在输入论域上当作“模糊输入”输入时, CRI方法下输出论域上的对应的“模糊输
出”未必等于 . ( )iB y

简记单条规则“ if is ( ) , then is ( )i ix A x y B y ”为 ( ) ( )i iA x B y→ . 之所以采用

( ) , ( )i iA x B y 记号而不采用文献[7]中的A(x), B(y)记号是便于继续直接使用真值递

延法(9)式中的记号 y . 

对于模糊集 A*(x), 全蕴涵三 I算法认为: 对应于“模糊输入”A*(x)的比 CRI方
法更合理的模糊输出集 B*(y)应为使 

 ( ) ( * *( ) ( ) ( ) ( )i i )A x B y A x B y→ → →  (10) 

成为重言式的输出论域Y 上的最小模糊集 B*(y). 
文献 [7, 8]着重探讨了两种蕴涵算子下的全蕴涵三Ⅰ算法 , 一种即

Lukasiewicz蕴涵算子 
2: [0,1] [0,1], ( , ) (1 ) 1L LR R a b→ = − a b+ ∧ , 

另一种即 

2
0 0

1, ,
: [0,1] [0,1], ( , )

(1 ) , .
a b

R R a b
a b a b

⎧
→ = ⎨ − ∨ >⎩

≤
 

可以看出, 文献[7]所强调的关系再现要求在“精确输入-精确输出”情形下即
为满足插值要求. 由于应用中最终要实现的输入-输出关系总是“精确输入-精确
输出”, 而全蕴涵三Ⅰ算法的研究重点在形成模糊输出集的逻辑语义蕴涵机制上, 
因而并未涉及全蕴涵三Ⅰ算法的进一步的清晰化处理. 以下我们讨论对全蕴涵
三Ⅰ算法应用真值递延法进行清晰化处理的意义. 

同样地, 对于清晰化前的模糊输出集的理解是至关重要的.先解析分析在单
条规则 ( ) ( )i iA x B y→ 下全蕴涵三Ⅰ算法对应精确输入 0 [ , ]i i 1x x x +∈ 的模糊输出集.

采用以{ }0x 的特征函数 ( ) 0

0

1, ,
0,

χ
=⎧

= ⎨ ≠⎩

x x
x

x x
作为模糊化输入的方法, 在 算子下, 

由于

0R

( ){ } { }0 01 ( ) ( ), ( )y i iE x X x R A x B y xχ= ∈ − < = 0R, 故在 算子下的模糊输出集

为*
0 ( )B y [7]
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)  (11) ( ) ( ) ( )( ) ( )(*
0 0 0 0sup ( ), ( ), .

y

i i i i
x E

B y x R A x B y R A x B yχ
∈

⎡ ⎤= ∧ =⎣ ⎦

在RL算子下, 全蕴涵三Ⅰ算法对应输入x0的模糊输出集 为*( )LB y [8]

( ) ( ) (

( )

*
0

0

sup ( ) ( ), ( ) 1 0 ( ), ( )

1 ( ) ( ) 1.

L L i i L i
x X

i i

B y x R A x B y R A x B y

A x B y

χ
∈

⎡ ⎤= + − ∨ =⎣ ⎦

= − + ∧

)i
 

显然, 由 的定义可以看出, 的隶属函数都为分段定义的, 且

由真值递延法确定的对应输入

0 , LR R * *
0 ( ), ( )LB y B y

0x 的满足 0( ) ( )i iA x B y= 的输出 y在

中都是关键分段点, 故把真值递延法作为全蕴涵三Ⅰ算法的清晰化方法有其明
确的几何意义. 我们把真值递延法对应于输入

* *
0 ( ), ( )LB y B y

0x 的输出 y 作为在两种蕴涵算子

下的全蕴涵三Ⅰ算法的共同的“清晰化”输出的合理性及意义综合在下述定理中:  
定理 2  真值递延法作为全蕴涵三Ⅰ算法的清晰化方法, 具有以下性质:  
1) 真值递延法是全蕴涵三Ⅰ算法在“最大隶属原则”下的清晰化方法, 即 y

使 , 达到最大隶属度;  *
0 ( )B y *( )LB y

2) 真值递延法使全蕴涵三Ⅰ算法在实现了“模糊输入-模糊输出”下的关系再
现的基础上, 更进一步实现了“精确输入-精确输出”下的关系再现, 即真值递延
法也使全蕴涵三Ⅰ算法成为插值算法;  

3) 全蕴涵三Ⅰ算法和 CRI 算法这两类模糊推理算法在模糊输出集上存在的
差异在采用真值递延法作为共同的清晰化方法后不复存在, 两类算法最终在“精
确输入-精确输出”响应关系下归于统一. 

证  由前述 , 的表达式, 1)显然. *
0 ( )B y *( )LB y

2)全蕴涵三Ⅰ算法的设计己经使其实现了“模糊关系再现”, 即不施行清晰化

前, 当输入为规则“ ( ) ( )if is , then isi ix A x y B y ”的前件 ( )iA x 时, 输出即为规则

的后件 . 更有, 全蕴涵三Ⅰ算法也实现了“精确输入-模糊输出”下的关系再

现, 即当输入为规则前件

( )iB y

( )iA x 的峰点 ix 时, 输出也为规则的后件 (显然CRI

方法亦然). 在采用真值递延法作为全蕴涵三Ⅰ算法的清晰化方法后, 因为对应

输入

( )iB y

ix 的模糊输出集 , 故在真值递延法“清晰化”后, 对应

输入

* *
0 ( ) ( ) ( )L iB y B y B y= =

ix 的精确输出恰为 , 即也实现了“精确输入-精确输出”下的关系再现. iy

3)对于两种蕴涵算法下的全蕴涵三Ⅰ算法及 CRI算法, 都采用真值递延法作

为清晰化方法时, 对应于区间 [ ]1,i ix x + 上精确输入 0x 的精确输出都是输出论域

上区间 [ ]1 1( ) , (i i i iy y y y+∧ ∨ )+ 中满足 0( ) ( )i iA x B y= 的惟一的点 y , 故清晰化结

果是同一的, 两类算法在真值递延法清晰化下归于统一. 
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