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摘要  就菱方晶体建立了简单菱方晶格气体模型, 用密度波理论研究了菱方固溶体的有序结构. 根据
无序态固溶体系统的能量在Brillouin区高对称点取极值的特点, 确定驱动有序结构的波矢量. 由此推导
出 7 种有序结构类型, 包括 4 种完全有序结构和相应的A基元浓度. 根据这些理论结果预报了A1/4BB3/4, 
A1/2B1/2B , A3/4BB1/4型有序固溶体的存在. 根据刚玉型二元金属氧化物的特点, 用二次有序化理论对其中阳
离子的有序结构进行研究, 预报了(A1/4B3/4B )2O3,  (A1/2BB1/2)2O3 和 (A3/4B1/4B

 

)2O3型有序固溶体的存在. 根据
理论结果对文献报道的典型实验结果进行了解释, 包括刚玉结构的过渡金属掺杂α-Al2-xTxO3 (T = Sc, Y, 
La, Ac, x = 0.5)晶体, 刚玉型α-FeAlO3晶体, α-Fe2-xCrxO3固溶体, 以α-Al2O3, α-Cr2O3和α-Y2O3 为主要成
分的抗高温氧化的多元膜和复合膜等. 这些有序结构的确定为材料结构和性能的第一性原理研究等奠
定了基础.   

关键词  菱方晶体  密度波  有序结构  刚玉 

www.scichina.com  2715 

                      
 2007-11-05收稿, 2007-11-22接受 
高等学校博士学科点专项科研基金(编号: 20020056018)和中国民航总局教育研究基金(编号: 03-3-07)资助项目 

菱方晶系是 7个晶系之一. 近年来许多菱方晶体
材料受到重视 , 如蓝宝石晶体(α-Al2O3)既是综合性
能优良的红外窗口材料[1], 也是铁电体材料及多种外
延薄膜的衬底材料[2,3], α-Al2O3是TiAl基合金高温抗
氧化膜的主要成分[4,5]; 以α-Al2O3为基础的红宝石是

重要的激光材料; 掺钛蓝宝石晶体是应用最为广泛
的可调谐激光晶体和产生超快高功率激光抽运的重

要工作介质. Zr, Hf等掺杂的BaTiO3属菱方晶系, 在
室温以上稳定, 是新型压电陶瓷材料[6]; r-BN是新型
超硬材料c-BN的前驱体[7]; 亚稳的菱方α-Ga2O3的带

隙很窄 , 显示与β-Ga2O3极为不同的光电特性
[8]. 由

于晶体结构对性能有决定作用 , 多组元有序固溶体
成为这类材料研究的重要内容 . 如刚玉结构的过渡
金属掺杂α-Al2-xTxO3(T = Sc, Y, La, Ac, x = 0.5)晶体, 
是高k栅介电材料 [9,10], 已有报道刚玉型α-FeAlO3的

存在[11]. 抗高温氧化的多元膜和复合膜的研究[12~14], 
其他刚玉型固溶体性能的研究 [15,16]等都是当前研究

的热点.  
理论上 , 虽然立方晶系 [17~19]和六方晶系 [20,21]的

有序结构类型已有了主要结果 , 但菱方晶系的有序
结构理论研究尚未见报道. 因此, 对菱方晶系的有序
结构的理论研究是非常必要的 , 这对于相关材料的
研究具有重要的指导作用.  

1  模型与理论方法概述 
菱方结构与六方结构有一定的相关性 , 因而常

将菱方结构转换为六方结构进行表示 . 该结构的原
胞以及它的六方对称单胞如图 1. 我们以α < 90°的简
单菱方晶格为基础, 画出其第一Brillouin区和高对称
点Γ , X, M, L, K, 如图 2. 对比可知, 菱方晶格的
Brillouin区与六方晶格的Brillouin区 [20]极为不同, 特
别是对称性以及相关的对称元素明显不同. 这样, 由
高对称点有序波矢驱动的菱方晶体的有序结构类型

将不同于六方晶体, 因此需要进行系统的理论研究.  

 
图 1  菱方结构的原胞和六方对称单胞 
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图 2  菱方格子的第一 Brillouin区以及高对称点 
 

为此, 建立二元菱方格气模型. 在无序态, 基元 
A和B 随机地占据菱方晶格的格点; 在有序态, 基元A
和B则在菱方晶格上有序分布. 设系统的格点数为N, 
基元A和B的数目分别为NA和NB, NA + NB =N. 基元A
的浓度x = NA/N. 密度波理论是从基元间相互作用
Hamilton量的本征方程出发, 研究确定k空间的能量
基态及其波函数的理论方法 , 它能给出完全有序条
件下的超结构类型和基元浓度. 原则上, Hamilton量
可以包括任意长程的基元间相互作用 . 根据密度波
理论[19~21], 基元A在任意复式格子的格点(R, α)的占
据概率为 

 1( , ) ( , ) ( ) exp( )
2

P x U Q iσ σ
σ

α α= + ⋅∑R k k k R , (1) 

式中 ( , )Uσ α k 为极化矢量, 为波矢为 k 的密度
波振幅. 系统 Hamilton量的本征值可以表示为 

( )Qσ k

2A
0

,
( ) ( ) ( )

2 2R k

N NE U W Qαβ σ σ
α β σ

λ= − +∑ ∑ ∑∑R k k

)

, (2) 

式中U0为纯A种基元和纯B种基元占据时系统的相互
作用能之和, 为实空间相互作用能参量, 

其Fourier变换为

(Wαβ ′−R R

k 空间相互作用能参量 , 即 ( )Vαβ k

 . (3) ( ) ( ) exp( )V W iαβ αβ= ∑
R

k R k ⋅ R

( )σλ k , 和( )Vαβ k ( , )Uσ α k 满足 

 .  (4) ( ) ( , ) ( ) ( , )V U Uαβ σ σ
β

σ β λ α=∑ k k k k

最稳定的结构对应 E 的极小值, 也就是对应 ( )σλ k 的
极小值. (3)式表明, 可以包括任意长程的, 而

不仅仅是最近邻的相互作用能参量. 这使 E的极值性
的判定依据更充分 .  研究表明 ,  在 Bri l louin 区 , 

( )Vαβ k

( )σλ k 有两类极值点, 一类是 k 空间的任意点, 其极
值特性由基元间相互作用参量决定, 并且随之变化; 
另一类是高对称点(特殊点), 其极值特性只取决于系

统在无序态的对称性. 在高对称点(k星), ( )σλ k 必有
极值存在 , 与相互作用能参量 无关(Wαβ ′−R R ) [19]. 

正是 ( )σλ k 取极小值的高对称点和极化矢量 ( , )Uσ α k
决定了最稳定的有序结构 . 考虑到能量的简并和系
统在k空间的点群对称性, 相互等效的波矢归属于同
一个k星, 即{Kjs}. 根据Landau 理论[22], 可得 
 ,  (5) ( ) (js s sQσ σ ση γ=K )js

式中Kjs为k星{Kjs}的第js个波矢, ηs和 ( )s jsσγ 分别是

与{Kjs}相应的长程序参量和对称性参量. 由此, 密度
波函数可以表示为 

 
1( , ) [ ( ) ( , )
2

  exp( ) c.c.].

s s j
s js

js

P x js U

i

σ σ σ
σ

α η γ α= +

× ⋅ +

∑∑ ∑R K

K R

s
 

(6)
 

据此, 可以确定最稳定的有序结构类型.  

2  有序结构类型的确定 
对于简单菱方晶格, 1σ = . 令 u = 1/2, s = 1/3. 

根据 k星的定义, 确定其不等效高对称点及其坐标如
下:  
{Γ}星: (0, 0, 0), {X}星: (u, 0, 0), (0, u, 0), (0, 0, u),  
{M}星: (u, u, 0), (0, u, u), (u, 0, u), {L}星: (u, u, u),  
{K}星: (s, s, 0), (s, −s, 0), (s, 0, s), (−s, 0, s), (0, s, s),  
(0, −s, s). 
2.1  V(L)为极小值且为非正数 

根据(6)式, 基元的密度波为 

L L 1 2 3( ) cos π( )P x n n nη λ= + +R +   

 L L 1 2 3

L L 1 2 3

    ( 2 ),     
    ( 2 1),

x n n n m
x n n n m

η λ
η λ

+ + + =⎧
= ⎨ − + + = +⎩

 (7) 

式中m为整数. 这确定了如图 3(a)的超结构. 在完全
有序的条件下, ηL= 1, P(R) = 1或 0, 可以求出对称性
参数γL和A基元浓度x, 分别为γL=1/2, x = 1/2. 两种基
元比例 1 1A BN N =: :

3 ].+

. 基元沿{111}方向有序排列.  

2.2  V(M)为极小值且为非正数 

这种情况下, 密度波为 

  
(8)

 M M 1 2

M 2 3 M 1

( ) [ (1)cos π( ),
 (2)cos π( ) (3) cos π( )

P x n n
n n n n

η γ
γ γ

= + +
+ + +

R

按照对称性参量的不同选取, 可分为两种.  
(ⅰ) 当 M M(1) 0γ γ= ≠ , M M(2) (3) 0γ γ= = 时, 密

度波为 

M M 1 2( ) cos π( )P x n nη γ= + +R  
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M M 1 2

    ( 2 ),      
    ( 2 1),

x n n m
x n n m

η γ
η γ

+ + =⎧
= ⎨ − + =⎩

基元密度波为 

  (12) 
1    ( ), 

( )
0    ( ). 

A
P

B
⎧

= ⎨
⎩

区

相区
R

相

式中m为整数. 由此确定的有序结构如图 3(b). 在完
全有序条件下 , 对称性参量 M 1/ 2γ = ; A基元浓度

. 基元比例N1/ 2x = A:NB = 1:1. 因 3个基矢等价, 所
以基元沿{110}方向有序排列. 

此时, 系统处于相分离状态.  

2.5  V(M)和 V(X)简并, 同时为极小值且为非正数 

对称性参量的选取为 M M(1) 0γ γ= ≠ , M (2)γ =  

M (3) 0γ = , 和 X (3) 0γ = , X X(1) (2)γ γ=  X 0γ= ≠ . 此
时, 密度波为 

(ⅱ ) 当 M M M M(1) (2) (3) 0γ γ γ γ= = = ≠

]

),

时 , 密度
波为 

M M 1 2

2 3 1 3

( ) [cos π( )
 cos π( ) cos π( )

P x n n
n n n n

η γ= + +
+ + + +

R
 X X 1 2 M M 1 2( ) [cosπ cosπ ] cosπ( )P x n n n nη γ η γ= + + +R +

),

 

M M X X 1 2

M M X X 1 2

M M

2     ( , 
2      ( , ),

                    ( .              
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x

η γ η γ
η γ η γ
η γ

+ +⎧
⎪= + −⎨
⎪ −⎩

均为偶数

均为奇数

其他)

 (13)   (10) M M 1 2 3

M M

3     ( ,   
      ( ). 

x n n n
x

η γ
η γ

+⎧
= ⎨ −⎩

为 数 数和 均 偶 或奇

其他

由此可得出第三种超结构, 如图 3(c). 在完全有序条
件下, 对称性参量 M 1/ 4γ = , A基元浓度 . 基

元比例N

1/ 4x =

A:NB = 1:3. 基元沿{111}方向有序排列.  

由此确定的超结构类型如图 3(e). 他由 3套子晶格相
互套构形成, 基元沿{110}方向有序排列, 其中基元
的不同形状分别表示不同的占据概率.  

2.3  V(X)为极小值且为非正数 
2.6  V(L), V(M)和 V(X)简并, 均为极小值且为非正数 

当 X X(1) 0γ γ= ≠ , X X(2) (3) 0γ γ= = 时, 密度波为 
根据对称性参量的选取, 分为以下两种情况.  

X X 1( ) cosπP x nη γ= +R  

  (11) X X 1

X X 1

    ( 2 ),
     ( 2 1),

x n m
x n m

η γ
η γ

+ =⎧
= ⎨ − =⎩

(ⅰ) L 0γ ≠ , M M M(1) (2) (3)γ γ γ= = M 0γ= ≠ , 且

X (1)γ = X X X(2) (3) 0γ γ γ= = ≠ . 此时, 密度波函数为 
+

L L 1 2 3

X X 1 2 3

M M 1 2

2 3 1 3

( ) cos π( )
 [cos π cos π cos π ]
 [cos π( )
 cos π( ) cos π( )]

P x n n n
n n

n n
n n n n

n
η γ

η γ
η γ

= + + +

+ + +
+ +
+ + + +

R

 

式中m为整数. 由此式确定的超结构如图 3(d). 完全
有序时 , 对称性参量 X 1/ 2γ = , A基元浓度 1/ 2x = . 

基元比例NA:NB = 1:1. 同理, 基元沿{100}方向有序
排列.  

2.4  V(Γ)为极小值且为非正数 

 

 
图 3  7种有序结构类型 

基元的不同形状代表不同的占据概率 
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η γ η γ η γ
η γ η γ η γ
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均为偶数

中两个为偶数

中两个为奇数

均为奇数

 

(14) 
这确定了由 4套子晶格套构形成的超结构, 如图 3(f).  

(ⅱ ) L 0γ ≠ , M M(2) 0γ γ= ≠ , M M(1) (3) 0γ γ= = , 
且 X X(1) 0γ γ= ≠ , X X(2) (3)γ γ= = 0. 此时, 密度波函
数为 

L L 1 2 3 X X 1

M M 2 3

( ) cos π( ) co π
 cos π( ) 

P x n n n
n n

η γ η γ
η γ

= + + + +

+ +

R s n

),
),
),

n
n

 

L L M M X X 1 2 3

L L M M X X 1 2 3

L L M M X X 1 2 3

L L M M X X 1 2 3

 (
 ( , 
 ( , 
 ( ).       

x n n n
x n n
x n n
x n n n

η γ η γ η γ
η γ η γ η γ
η γ η γ η γ
η γ η γ η γ

+ + + +⎧
⎪ − − + +⎪= ⎨ − + − +⎪
⎪ + − − +⎩

和 均为偶数

为偶数 为奇数

为奇数 为偶数

和 均为奇数

 

(15) 
这确定了图 3(g)给出的由 4套子晶格套构形成的超结
构.  

3  结果与讨论 
我们用密度波理论确定了菱方晶体的 7种有序结

构类型, 并给出了 4 种完全有序结构和相应的A基元
浓度, 以及相分离结构. 考虑到格气模型和密度波理
论关于基元的对称性, 根据上述预测结果可知, 化学
式可以表示为A1/4B3/4, A1/2B1/2, A3/4B1/4的菱方晶体均

可能存在于如图 3 的有序结构, 并且是可能的基态. 
据此 , 可以预设某种菱方晶系固溶体或有序合金的
结构, 再进行结构和性能的第一性原理研究.  

在刚玉(α-Al2O3)结构中, O2−离子按六方最紧密

排列, 堆积层垂直于 3 次对称轴; 阳离子填充O2−离

子之间的八面体间隙, 配位数为 6. 但只有 2/3 的八
面体间隙被阳离子充填, 其余 1/3为空位, 并且空位的
分布是均匀有序的. 对阳离子有序固溶体而言, O2−离

子位置固定, 金属离子Al3+, Cr3+, Fe3+, Y3+, La 3+等占

据间隙位 . 此类二元氧化物固溶体的分子式可表示
为(AxB1-x)2O3, 其中A (或B )代表一种阳离子, 0＜x＜1. 
这也可以视为两种氧化物组元A2O3与B2O3在菱方晶

格上的分布问题. 由于刚玉结构元胞中有 4个阳离子, 
必须用 4 套简单菱方子晶格相互套构形成的复式格
子描述. 如果无序系统的能量在 点取极小值, 将出
现相分离状态. 此时, 4 套子晶格不等价, 也就是阳
离子A(或B)在 4套子晶格上有不同的占据概率. 例如, 

(ⅰ) A基元占据σ = 1的子晶格, B基元占据σ = 2,3,4
的子晶格 , 则有 (A

Γ

1/4B3/4)2O3或 (A3/4B1/4)2O3型有序固

溶体; (ⅱ) A基元占据σ = 1,3的子晶格, B基元占据σ 
= 2,4的子晶格, 则有(A1/2B1/2)2O3型有序固溶体; (ⅲ) 
A基元占据σ = 1,2的子晶格, B基元占据σ = 3,4的子
晶格, 也有(A1/2B1/2)2O3型有序固溶体. 这些有序结构
的形成对于此类材料的结构和性能, 如晶格参量、致
密度、能隙、介电性质等会产生重要影响.  

Hosseini等 [9]对α-Al1.5La0.5O3的电子结构进行了

第一性原理研究 . 计算表明 , La替代Al, 使带隙由
α-Al2O3的 6.4 eV减小到约 3.6 eV. 对态密度的计算结
果与实验结果很好地一致. Benam等 [10]对α-Al2-xTxO3 
(T = Sc, Y, La , Ac; x = 0.5)的电子结构进行了第一性
原理研究. 结果表明, 这些合金的带隙宽度显著降低, 
且这种降低与替位离子的半径有关 . 他们预设的结
构即为(A3/4B1/4)2O3结构.  

最近, Nagai 等[11]报道了刚玉型α-FeAlO3的存在, 
这与本文的预测一致.  

刚玉结构α-Al2O3, α-Cr2O3和α-Y2O3均具有高温

抗氧化性能. 由于其结构相同, 且互溶, 形成二元甚
至多元金属氧化物是完全可能的 . 这对于调控氧化
膜与基体的晶格匹配度 , 提高结合力是值得探讨的
方向之一. 为了降低氧化铝Al2O3由γ相向α相转变的
温度 , 通常加入α-Fe2O3, 他有助于生成小尺度的
α-Al2O3晶粒. 研究已证实α-Al2-xFexO3固溶体的存在
[12]. Suzuki等 [13]发现 , 经喷吹臭氧等技术制备的
Cr2O3涂层与Fe基体之间有一层薄而致密、空隙极少
的刚玉型(Cr, Fe)2O3. 这有助于提高基体在 1050 K以
下的抗氧化性能.  

文献[15]报道了固溶体α-Fe2-xCrxO3的存在, 并且
证实Sn掺杂的α-Cr2O3和α-Fe1.1Cr0.9O3仍具有刚玉相关

结构. Ishida等[16]报道了刚玉型Fe2O3-Al2O3(富)固溶体
的存在 , 认为这种复合颗粒是较好的化学循环燃烧
室材料. 他们认为刚玉型固溶体增强Fe2O3和Al2O3颗

粒的结合力 , 固溶体含量的增加使材料的机械强度
增强.  

实际上, 如果考虑α≤90°, 即简单立方晶格是简
单菱方晶格的特例 , 则本文的结果也可以用于有序
钙钛矿铁电材料的有序结构设计和预测 . 这与文献
[18]的结果一致.  

应当指出的是 , 本文只考虑了基元的“对”相互
作用. 实际上晶体材料中往往存在多体作用, 此时系
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统的Hamilton量更为复杂 ; 再者 , 相互作用能参量
Vαβ (k)不仅与基元的种类有关, 也与基元的浓度有关. 
因而, 仅靠理论推导难以确定系统能量的极值性. 因
此, 要最终确定某种有序结构的基态性质, 必须进行
第一性原理计算. 事实上, 基元可以是原子, 也可以
是原子团. 原子团的情况下, 如果各个原子团中原子
结合紧密, 形成较稳定的团结构, 则原子团之间的相
互作用用对近似描述是足够精确的 . 密度波理论可
以给出合理的结果. 如果原子团结合不紧密、结构不
稳定 , 则原子团之间的相互作用具有较大的多体成
分. 此时上述理论结果仍可在研究中参考, 但直接使
用需要慎重.  

总之 , 本文的结果可以用来预测和研究菱方晶
系固溶体的有序结构. 基于这些确定的结构类型, 可
以进行第一性原理计算 , 研究系统的结构和其他物
理性质.  
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