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摘要 正则 Dirichlet 形式的正则子空间问题, 即存在性及其刻画等问题, 是作者关注近 20 年的问题,

该问题来自第二作者对于 Markov 过程的 Killing 变换的 Dirichlet 形式刻画问题的研究, 这个问题是

Dirichlet 形式理论的一个基本问题, 在最近 10 年中取得了一点进展. 本文将主要叙述问题及其背景,

并介绍围绕该问题得到的一些结果与遗留的问题.

关键词 Dirichlet 型 Markov 过程 正则子空间

MSC (2010) 主题分类 31C25

1 引言

作者对数学的基本理解是美与简洁, 正如 Hardy 所说, 数学容不下丑陋的东西. 一个理论再有用,

如果它本身不美, 数学中也不会有它的位置. 时齐 Markov 过程一直是概率论中最重要的研究方向之

一, 不仅因为它有实际背景, 而且它与经典的分析有深刻的联系, 它的转移半群联系着算子半群, 算子

半群联系着无穷小算子, 它通常是一个椭圆型的算子, 所以, 与调和分析和偏微分方程有本质的联系,

通过 Markov 过程, 可以直观地看到怎么解一个 Dirichlet 问题. 当然 Markov 过程理论本身也是非常

漂亮的.

Dirichlet形式的理论属于位势论的范畴,是用分析的工具来研究Markov过程,结合分析和Markov

过程的美,在过程的构造方面特别有用. 通常要构造一个 Markov过程就必须要构造转移函数,如经典

的 Feller 半群理论, 但用 Dirichlet 形式理论就只需构造一个满足条件的二次型就可以了, 几乎所有的

Markov 过程性质都可以通过 Dirichlet 形式来刻画. Dirichlet 形式的理论在 20 世纪 50 年代由法国的

Beurling、Choquet 和 Deny 初创, 后来日本数学家 Fukushima 于 1970 年左右在正则性条件下构造出

一个很好的 Markov过程,此后 30年,这个理论是概率论研究的热点,许多中国概率学者投身其中,如
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马志明、郑伟安、陈振庆、张土生和本文作者等. 现在热潮慢慢退去, 但本文作者兴趣还一直沉浸于

其中的一个问题:正则 Dirichlet形式的正则 Dirichlet子空间的存在性和刻画问题.这个问题是作者在

研究 Markov 过程的 Killing 变换如何用 Dirichlet 形式表达时提出来的, 也算是 Dirichlet 形式理论的

一个基础性问题. 作者在 2005 年与 Fukushima 合作做出第一个结果 (参见文献 [1]), 后来也取得了一

些结果, 但离真正解决还很遥远. 本文将综述该问题及其进展, 鉴于篇幅, 不包含证明细节, 有兴趣的

读者可参见文献 [2–6]. 这些结果从形式上看, 条件与结论都简洁清晰, 也容易理解其背后的直观意义,

符合作者对于数学的理解, 正因为如此, 作者近 20 年执着于此问题, 更希望有兴趣的专家、学生参与

其中, 以进一步完善 Dirichlet 形式的理论.

2 Markov 过程与 Dirichlet 形式

本节主要参见 Blumenthal 和 Getoor 的专著 [7] 和 Fukushima 的专著 [8]. 假设有一个局部紧具

有可数基的空间 E, B 是其上的 Borel σ- 代数, m 是一个具有完全支撑的 Radon 测度. 这样, 我们有

一个 L2 空间 L2(E;m).

一个转移半群 (Pt : t > 0) 是指 E 上的一族核满足

(1) Pt+s = PtPs;

(2) Pt(x,E) 6 1.

称 X = (Xt,Px) 是 E 上一个转移半群为 (Pt) 的 Markov过程, 若一个随机过程 (Xt : t > 0) 和概率测

度族 (Px : x ∈ E) 满足

(1) (Xt) 是轨道右连续且具有强 Markov 性的随机过程;

(2) 对任何 A ∈ B, x ∈ E, 有

Ex[Xt+s ∈ A | Ft] = Ps(Xt, A), a.s.;

(3) 对任何 x ∈ E, Px(X0 = x) = 1, Brown 运动和 Lévy 过程是众所周知的 Markov 过程.

定义 2.1 (1) 一个形式 E 是指定义在 L2(E;m) 的某个子空间 D(E ) 上的双线性形式;

(2) 一个形式 (E , D(E )) 称为对称的, 如果对任何 u, v ∈ D(E ), 有

E (u, v) = E (v, u)

且是非负定的, 即对任何 u ∈ D(E ), 有 E (u, u) > 0;

(3) 对任何 α > 0, u, v ∈ D(E ), 定义

Eα(u, v) := E (u, v) + α

∫
uvdm,

如果 E 是非负定的, 那么 Eα 是内积;

(4) 一个形式 (E , D(E )) 称为闭对称形式, 如果它是稠定的 (定义域 D(E ) 是稠密的) 对称非负定

形式且 D(E ) 关于内积 E1 是 Hilbert 空间.

对于闭对称形式 (E , D(E )),我们习惯地记为 (E ,F ). 由标准的理论知,它唯一对应一个 L2(E;m)

上的自共轭算子 (L,D(L)):

D(L) ⊂ F , E (u, v) = (−Lu, v), u ∈ D(L), v ∈ F .

390



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 3 期

由 Hill-Yoshida 定理知,

Tt = etL, t > 0

是对应的对称压缩算子半群, 还有对应的预解 (Gα). 到现在为止, 所有的概念和结论都是分析中的标

准结论,与概率论没有关系.把形式与概率论联系起来的概念是所谓的 Markov性. 直观地, Markov性

的目的是使得对应的半群满足 Markov 性:

Tt1 6 1.

设有 E 上的函数 u 和 v, 称 v 是 u 的正规收缩, 是指对几乎所有的 x, y ∈ E, 有

(1) |v(x)| 6 |u(x)|;
(2) |v(x)− v(y)| 6 |u(x)− u(y)|.

显然, |u| (0 ∨ u ∧ 1) 都是 u 的正规收缩. 现在叙述 Markov 性.

定义 2.2 设 (E ,F ) 是闭对称形式. 如果对任何 u ∈ F 且 v 是 u 的正规收缩, 有 v ∈ F 且

E (v, v) 6 E (u, u),

那么称正规收缩在 E 上可操作, 这时称 (E ,F ) 是一个 Dirichlet 形式.

一个闭对称形式 (E ,F ) 是 Dirichlet 形式当且仅当其半群 (Tt) 满足: 对任何满足 0 6 u 6 1 的

u ∈ L2(E;m), 有

0 6 Ttu 6 1.

例 2.1 设 E = R, m 是 Lebesgue 测度, 则 ( 12D,H1(R)) 是 Brown 运动对应的 Dirichlet 形式,

其中

D(u, v) =

∫
u′v′dm, u, v ∈ H1(R),

H1(R) 是 Sobolev 空间.

设 X = (Xt,Px) 是 E 上的一个 Hunt 过程, 其转移半群是 (Pt). 称 X 关于 m 对称, 是指对 E 上

任何非负可测函数 f 和 g, 有 ∫
Ptf · gdm =

∫
f · Ptgdm.

这时 (Pt) 可以看成是 L2(E;m) 上具有 Markov 性的对称压缩算子半群 (Tt). 然后定义 F 是使得

sup
t>0

⟨u, u− Ttu⟩L2 < ∞

的平方可积函数 u 的全体, 定义

E (u, u) := sup
t>0

⟨u, u− Ttu⟩L2 .

因为对称性 E 由其在对角线上的值唯一决定.

定理 2.1 上面定义的 (E ,F ) 是一个 Dirichlet 形式.

这个定理说明对称 Markov过程可以决定一个 Dirichlet形式. 反过来, 一个 Dirichlet形式是否总

是由某个 Markov 过程以这样的方式来诱导? 这个问题首先是由 Fukushima 在 1970 年回答的, 后来

在 1990 年左右由 Albeverio、马志明和 Röckner 完善. 构造一个 Markov 过程的关键是有一个转移半

群, 转移半群是核组成的一个半群, Fukushima 发现从一个对称压缩算子半群反过去得到转移半群的

一个充分条件是形式的定义域中有足够多的连续函数, 就是他引入的所谓正则性条件.
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定义 2.3 一个 Dirichlet形式 (E ,F )称为是正则的,如果定义域中的紧支撑连续函数 C0(E)∩F

在 C0(E) 中依最大值范数稠密, 而在 F 中依 E1 范数稠密.

定理 2.2 [8] 如果 (E ,F )是一个正则的Dirichlet形式,那么存在一个关于m对称的 Hunt过程X

使得 (E ,F ) 是由 X 诱导的, 这个 Hunt 过程在 Pm 等价的意义下唯一.

但是正则并不是一个很稳定的概念, 因为它在很多常见的变换下不能保留. Albeverio、马志明和

Röckner 引入了拟正则的概念, 证明了一个对称的 Borel 右过程诱导的对称形式是拟正则 Dirichlet 形

式, 反之亦然. 本文主要讨论正则的情形, 拟正则相关概念在这里不再赘述, 有兴趣读者可以参见马志

明和 Röckner 的专著 [9].

3 问题的背景

本节的结果可参见文献 [10,11]. 考虑 Markov过程的 Killing变换.首先简要介绍 Killing变换.给

定一个具有转移半群 (Pt) 的 Markov 过程 X = (Xt,Px) 和一个取 [0, 1] 值的乘泛函 M = (Mt), 即满

足适应性和乘性:

Ms+t = Ms ·Mt ◦ θs, s, t > 0

的随机过程, (Ft) 是过程的自然流. 注意, 由于乘性, 取 [0, 1] 值和它的递减性是等价的. 再假设对任

何 x ∈ E, 有

Px(M0 = 1) = 1.

这意味着变换不改变状态空间. 定义概率测度

Qx(A) := Ex

(∫ ∞

0

1A ◦ ktd(−Mt)

)
, A ∈ F∞,

其中 (kt)是轨道上的 Killing算子,即保留时间 t前的轨道不变,将时间 t后的轨道变成坟墓点. 那么,

在测度族 (Qx) 下, (Xt) 也是一个 Markov 过程, 其转移半群是由下式决定:

Qtf(x) = Ex(f(Xt)Mt).

我们把新的 Markov 过程记为 Y , 称其为 X 的 M - 子过程, 这个变换也称为子过程变换. 如果 X 对应

一个 Dirichlet 形式, 那么新过程 Y 是不是也对应一个 Dirichlet 形式呢?

假设 X 关于 m 对称, 那么它自然诱导它的 Dirichlet 形式 (E ,F ). 首先一个问题是 Y 是不是也

关于 m 对称? 遗憾的是, 一般不是. 那么什么时候是呢? 我们需要引入 M 关于 m 的 Revuz 测度:

νM (A×B) = lim
t↓0

Em

[ ∫ t

0

1A(Xs−)1B(Xs)d(−Ms)

]
, A,B ∈ B.

这个测度是 E × E 上的测度, 实际上是 M 的无穷小测度, 它几乎唯一地决定了 M . M 连续 (一直到

生命时 ζ 前) 的充分必要条件是测度集中在对角线上.

我们称 M 关于 m 对称, 是指测度 νM 对称:

νM (A×B) = νM (B ×A).

定理 3.1 [10, 11] Markov 过程 Y 关于 m 对称的充分必要条件是 M 关于 m 对称.
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在这个前提下, Markov 过程 Y 也诱导一个 Dirichlet 形式, 记为 (E ′,F ′). 注意如果 M 不是对称

的, 那么 Y 也诱导一个形式, 它不是对称的, 但是也满足界面条件, 称为非对称的 Dirichlet 形式.

现在的问题是 (E ′,F ′) 怎么用 (E ,F ) 来表达? 这个表达是 Feynman-Kac 公式的一种推广.

定理 3.2 [10] 如果 M 对称, 那么,F ′ = F ∩ L2(ν̄M ),

E ′(u, v) = E (u, v) + νM (u⊗ v), u, v ∈ F ′,

其中 ν̄M 是 νM 的边缘测度, u⊗ v 定义一个二元函数

u⊗ v(x, y) = u(x)v(y).

在这个表达式下, 我们还可以证明

(1) F ′ 是 F 的稠子空间;

(2) 当 u, v 非负时, E ′(u, v) > E (u, v).

注意这两个条件中没有 M 出现. 为了方便, 当这两个条件成立时, 称 Dirichlet 形式 (E ′,F ′) 强从属

于 (E ,F ). 如果把其中的稠密性要求去掉时, 我们称 Dirichlet形式 (E ′,F ′)从属于 (E ,F ). 这两个概

念是引入我们所关心问题的关键.

怎么反过来从 Dirichlet 形式的角度来刻画对应的 Markov 过程有子过程变换的关系呢? 强从属

性就够了, 参见文献 [11].

定理 3.3 [11] 设 X 和 Y 是两个关于 m 对称的 Markov 过程, 诱导的 Dirichlet 形式分别为

(E ,F )和 (E ′,F ′),则 Y 是 (等价于) X 的子过程的充分必要条件是 Dirichlet形式 (E ′,F ′)强从属于

(E ,F ).

也就是说 Dirichlet 形式的强从属性等价于 Markov 过程的子过程变换. 但自从证明这个结果之

后, 我们一直怀疑从属性本身可以推出强从属性, 为什么呢? 让我们假设 (E ′,F ′) 从属于 (E ,F ), 用

F 0 表示 F ′ 在 F 中的 E1- 闭包, 那么 (E ,F 0) 也是一个正则的 Dirichlet 形式且 (E ′,F ′) 强从属于

(E ,F 0). 现在再看 (E ,F 0) 与 (E ,F ) 的关系: 它们两个都是正则的 Dirichlet 形式, 都对应于 Markov

过程, 但 F 0 是 F 的子空间. 现在我们可以给出正则子空间的定义.

定义 3.1 设 (E i,F i) (i = 1, 2) 是 L2(E;m) 上两个正则 Dirichlet 形式. 如果 F 1 ⊂ F 2 且 E 2

限制在 F 1 上等同于 E 1,那么称 (E 1,F 1)是 (E 2,F 2)的正则 Dirichlet子空间 (有时简称为正则子空

间), 反过来, (E 2,F 2) 是 (E 1,F 1) 的正则 Dirichlet 扩张 (有时简称为正则扩张).

这样, 从属与强从属是否等价的问题等价于 F 0 是否必然与 F 相同的问题. 这便是我们所关心

的主要问题: 一个正则的 Dirichlet 形式是否有非平凡的正则 Dirichlet 子空间?

这乍看上去是不可能的, 从 Brown 运动的角度看, 我们平常熟悉的子空间的例子是 [0, 1] 上的反

射 Brown 运动和 [0, 1] 上的边界吸收的 Brown 运动, 但这两个 Brown 运动正则的空间不同, 一个在

状态空间 [0, 1] 上正则, 另外一个在开区间 (0, 1) 上正则. 另外, 分析中一个基本的定理说明自共轭算

子是极大的, 即不存在自共轭的扩张. 所以直观地看, 这个问题的答案是否定的. 尽管作者认为问题的

答案是否定的, 但一直都毫无头绪. 那作者为什么一直对这个问题有兴趣呢? 首先, 它是作者在研究中

提出的问题, 很多数学工作者一辈子都在做别人提出的问题, 能做自己提出的问题当然有兴趣. 其次,

Dirichlet 形式理论已经过了成熟期, 能够遇到一个该理论的基本问题并不容易. 最后, 这个问题的答

案无论是肯定还是否定都很有意义, 如果答案是否定的, 那么就是说任何正则的 Dirichlet 空间没有非
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平凡正则子空间, 这个结果非常漂亮; 反过来, 如果至少某些 Dirichlet形式有非平凡正则子空间, 那么

我们会看到很多平常没有关注的 Dirichlet形式或者对应的 Markov过程,这也一样有很多值得继续研

究的问题.

4 Brown 运动的正则子空间

2000年,第二作者应坚刚访问在关西大学的 Fukushima教授,对他叙述了自己的问题, Fukushima

对这个问题也很有兴趣,共同从一维 Brown运动开始,证明了 Brown运动没有非平凡的正则 Dirichlet

子空间 [12]. 但其后, 第二作者应坚刚的一个学生试图将这个结果推广到一维扩散过程时, 作者发现证

明有问题, 这追溯到文献 [12] 的证明有问题. 改正这个问题后我们惊讶地发现 Brown运动的 Dirichlet

形式是有非平凡的正则子空间的, 而且可以被清楚地刻画 [1].

为了叙述这个结果, 我们简单介绍一维扩散过程. 一维扩散过程是指直线上的某个区间内的连续

轨道的强Markov过程. 我们称区间 I 上一维扩散过程 X = (Xt,Px)是正则的,是指对任何位于区间 I

内部的 x 和 y, 有 Px(Ty < ∞) > 0 蕴含着 Py(Tx < ∞) > 0, 其中 Tx 表示 x 点的首中时. 对于一个正

则的一维扩散过程 X, 必定存在一个定义在 I 上的严格递增的连续函数 s, 使得对任何 a < b ∈ I 和

x ∈ (a, b), 有

Px(Ta < Tb) =
s(b)− s(x)

s(b)− s(a)
.

这个函数称为 X 的尺度函数, 它在相差一个仿射变换不计的意义之下是唯一的. 如果 s(x) = x, 那么

X 有自然尺度. 显然, Brown 运动有自然尺度, 如果 X 的尺度函数为 s, 那么一维扩散 t 7→ s(Xt) 有自

然尺度, 即与 Brown 运动有相同的首中分布. Blumenthal-Getoor-McKean 定理指出, 两个有相同首中

分布的 Markov 过程相差一个连续的时间变换, 即存在 Brown 运动 (Bt) 的一个严格递增连续加泛函

(At), 使得

s(Xt) = Bτt ,

其中 t 7→ τt 是 t 7→ At 的逆. 记 m 是 (At) 关于 Lebesgue 测度的 Revuz 测度, 即它由下式定义:

m(f) = lim
t↓0

1

t

∫ [
Ex

(∫ t

0

f(Xs)dAs

)]
dx.

测度 m由时间变换唯一决定,称为 X 的速度测度.因此,一个正则的一维扩散在区间内部的运动是由

其尺度函数和速度测度决定的. 现在可以叙述我们的第一个结果. 下面当我们称一个过程的正则子空

间时, 是指其对应的 Dirichlet 形式的正则子空间.

定理 4.1 [1] (1)直线上 Brown运动所对应的 Dirichlet形式 ( 12D, H1(R))有非平凡的正则 Dirich-

let 子空间;

(2) Brown 运动的正则 Dirichlet 子空间是不可约的;

(3) (E ,F ) 是一维 Brown 运动的正则 Dirichlet 子空间当且仅当其对应的一维扩散过程的速度测

度是 Lebesgue 测度, 尺度函数 s 是绝对连续的且其密度函数是 R 的某个子集 G 的示性函数. 这时,
F =

{
u ∈ L2(dx) : du ≪ ds,

du

ds
∈ L2(R; ds)

}
,

E (u, u) =
1

2

∫
R

(
du

ds

)2

ds, u ∈ F .
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定理清楚地给出了 Brown 运动正则子空间的刻画, 其中密度函数是示性函数是指

ds(x)

dx
= 1G(x) =

1, x ∈ G,

0, x ̸∈ G,

或者, s 可以表示为

s(x) =

∫ x

0

1G(y)dy,

为了让 s 严格递增, 集合 G 必须是测度稠的, 即对于任何 a < b, 集合 (a, b) ∩ G 是正测度的. 广义

Cantor型集合的补集有这样的性质. 容易看出,非平凡的正则 Dirichlet子空间 F 中不会有光滑函数,

从 Fukushima 的经典著作看, 其中提到的 Dirichlet 形式的例子都是从光滑函数空间出发按某种范数

完备化得到的, 因此, 定义域中没有光滑函数的 Dirichlet 形式是非常奇异的, 探索它的结构是很有意

义的事情.

本文开启了正则 Dirichlet 子空间的研究, 我们感兴趣于下面几个问题:

(1) 什么样的正则 Dirichlet 形式有非平凡的正则 Dirichlet 子空间?

(2) 如果有的话, 如何刻画所有正则子空间?

(3) 探索正则 Dirichlet 子空间的结构和概率含义.

下面的几个一般性的结论参见文献 [2], 这里不详细解释.

定理 4.2 (1) 正则 Dirichlet 形式的正则子空间的跳测度与 Killing 测度不会改变;

(2) 改变 Killing 测度或者跳测度中的大跳部分不会改变 Dirichlet 正则子空间的结构;

(3) 对称阶梯过程 (如对称复合 Poisson 过程) 没有正则 Dirichlet 子空间.

5 正则子空间的结构

怎么探索正则子空间的结构呢? 下面从 Brown 运动的正则子空间开始, 假设 G 是 R 的一个稠密
开子集, 且

s(x) =

∫ x

0

1G(y)dy, x ∈ R.

为了 s非平凡,我们要求 Gc 的测度非零,即 G的补集是一个测度正的 Cantor型闭集. 这时 s在 G上

的导数是 1,在 Gc上没有增加. 由定理 4.1知,以 Lebesgue测度为速度测度、以 s为尺度函数的扩散过

程 X 对应的 Dirichlet 形式是 Brown 运动的 Dirichlet 正则子空间. 它究竟有什么样的结构? 它在 Gc

上究竟是怎么运动的?

因为 G 是开集, 它将是可数多个不相交开区间的并:

G =
∪
n

(an, bn).

直观地看,在每个开区间 (an, bn)上, X 就像 Brown运动一样地运动.怎么研究 Gc上的运动呢?我们采

用迹的方法比较两者, Brown运动和它的正则子空间在Gc留下的迹. 这等于是忽略两者在G上类似的

运动, 只看两者的不同之处. 怎么看两者的不同之处? 当然是看迹的 Beurling-Deny 分解. 关于迹的基

本介绍参见 Fukushima的书 [8],关于迹的 Beurling-Deny分解参见作者和合作者 Chen、Fukushima、He

的工作 [13,14]. 什么是迹? 直观地说是在某个子集上留下的痕迹, 从概率的角度看, 就是时间变换. 如
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果 X 是 E 上的一个 Markov 过程, F 是正容度子集, 那么存在一个连续递增加泛函 A = (At) 使得其

精细拟支撑恰好是 F , 即当且仅当 X 在 F 中时 A 才有增加, 考虑其逆 τ = (τt), 它就会跳过那些 X

不在 F 中的时间, X 的时间变换

X̂ = (Xτt : t > 0)

是一个关于 A的 Revuz 测度对称的 Markov过程, 它只记录 X 在 F 中的行为,它的 Dirihclet形式就

称为 X 对应的 Dirichlet 形式在 F 上的迹.

在现在这种情形,因为 F = Gc 的 Lebesgue测度是正的,故可以直接用它的占有时来作时间变换,

迹的对称测度 µ 就是 Lebesgue 测度在 F 上的限制.

定理 5.1 [3] 设 (Ê , F̂ ) 和 (Ê (s), F̂ (s)) 分别是 ( 12D,H1(R)) 和 (E (s),F (s)) 在 F = Gc 上的迹.

(1) 形式 (Ê (s), F̂ (s)) 是形式 (Ê , F̂ ) 的正则 Dirichlet 子空间;

(2) Dirichlet 形式 (Ê , F̂ ) 和 (Ê (s), F̂ (s)) 的 Beurling-Deny 分解分别是

Ê (φ,φ) =
1

2

∫
F

φ′(x)2dx+
1

2

∑
n>1

(φ(an)− φ(bn))
2

|an − bn|
, φ ∈ F̂e

和

Ê (s)(φ,φ) = Ê (φ,φ) =
1

2

∑
n>1

(φ(an)− φ(bn))
2

|an − bn|
, φ ∈ F̂ (s)

e .

从定理 5.1 我们可以看到以下两点:

(1) 正则 Dirichlet 子空间可能丢失原形式的扩散部分;

(2) 尽管 F 的测度是正的, 正则子空间 (E (s),F (s)) 在上面是一个扩散过程, 但是它的迹在其上却

只有跳, 反观 Brown 运动在其上的迹却有扩散部分.

这说明正则子空间对应的过程在 F 上的运动不是一般的快, 而是快到让人观察不到.

6 一维强局部正则 Dirichlet 形式: 不可约

解决了一维 Brown运动的问题,我们自然转向高维 Brown运动和 Lévy过程,但是基本没有进展,

所以又回到一维扩散的情形.

首先考虑的是表示: 直线上一个强局部的正则 Dirichlet 形式的表示. 仔细阅读 Fukushima 的经

典著作 [8, 15], 会发现其中关于 Dirichlet 形式的一个经典的表示定理, 那就是 Beurling-Deny 分解: 如

果 (E ,F ) 是一个正则的 Dirichlet 形式, 那么, 对任何 u, v ∈ F , 有

E (u, v) = E (c)(u, v) +
1

2

∫
(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))J(dxdy) +

∫
u(x)v(x)k(dx), (6.1)

其中三个部分依次称为扩散部分、跳部分和 Killing 部分. 这个分解是唯一的. 后面两个部分分别是

由两个测度 J 和 k 决定的, 分别称为跳测度和 Killing测度.比较神秘的是第一部分, 它具有强局部性

质: 如果 v 在 u 的支撑的某个邻域上等于常数, 那么,

E (c)(u, v) = 0,

即每个函数影响的范围是局部的,在它活动的邻域附近.对于具体的 Dirichlet形式,我们感兴趣扩散部

分的表示. Fukushima 的书上的例子基本上都是从给定的形式出发讨论问题, 几乎没有涉及抽象形式
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的具体表示. 现在讨论直线上不可约强局部正则 Dirichlet 形式的表示. 下面表示定理是由 Fang 等 [4]

和 Fukushima [16] 分别在 2010年独立提出的. 先介绍记号,设 m是 R上一个 Radon测度, s是一个严

格递增连续函数, 定义 
F (s) :=

{
u ∈ L2(R;m) : u ≪ s,

du

ds
∈ L2(ds)

}
,

E (s)(u, u) :=
1

2

∫ (
du

ds

)2

ds, u ∈ F (s).

定理 6.1 设 (E ,F ) 是 L2(R;m) 上的不可约强局部正则 Dirichlet 形式, 则存在唯一 (在相差一

个仿射变换不计的意义下) 的从 R 到自身的同胚映射 s, 使得

(E ,F ) = (E (s),F (s)).

虽然这个定理看上去简单, 其实意义不一般, 我们也只能做一维扩散, 对高维 Euclid 空间上的强

局部正则 Dirichlet 形式还没有什么思路, 感兴趣的读者可以考虑这个问题. 另外, 将定理中的 R 换成
某个区间 I, 强局部换成局部, 仍然有类似的结论, 这里不再叙述.

定理的证明依赖于对称测度的唯一性定理, 参见文献 [17], 它是一个一般性的关于对称测度唯一

性的充分条件.

定理 6.2 [17] 如果 Markov过程 X 精细不可约且关于非零测度 m 对称, 那么除去 m 的常数倍,

它没有其他对称测度.

注意, 定理中的精细不可约是指对任何 x ∈ E 和任何精细开集 B, 有

Px(TB < ∞) > 0,

其中 TB 是 B 的首中时.

有了表示,我们便可以叙述一维对称扩散的正则子空间结论.设有 L2(R;m)上两个强局部不可约

正则 Dirichlet 形式 (E i,F i), i = 1, 2, 由上面的定理知, 存在两个 R 到自身的同胚 s1 和 s2, 使得

(E i,F i) = (E (si),F (si)), i = 1, 2.

定理 6.3 [4] (E 1,F 1) 是 (E 2,E 2) 的正则 Dirichlet 子空间当且仅当 s1 关于 s2 绝对连续且密度

函数是某个集合的示性函数.

显然, 本定理推广了前面 Brown 运动的正则子空间刻画定理, 而且由此定理, 我们也可以容易地

给出 Brown 运动的正则扩张的例子. 只要给出一个满足 dx ≪ ds 且密度是一个集合的示性函数的严

格递增连续函数 s 就可以了, 例如,

s(x) = x+ c(x),

其中 c(x) 在 [0, 1] 上是 Cantor 函数, 在 (−∞, 0) 上等于 0, 在 (1,+∞) 上等于 1. 那么 dx ≪ ds 且密

度是 Cantor 集补集的示性函数. Fitzsimmons 和 Li 还研究了在什么条件下定义域 F 包含光滑函数.

定理 6.4 [18] 设 (E ,F )是 L2(R;m)上一个尺度函数 s的强局部不可约正则 Dirichlet形式. 用 t

表示 s 的逆: t = s−1. 那么下面结论成立:

(1) F ⊃ C∞
0 (R) 当且仅当 t 绝对连续, 且 t′ 局部平方可积;

(2) 设 C∞
0 (R) ⊂ F , 用 F̃ 表示 C∞

0 (R) 在 F 中的闭包, 则 s 的 Lebesgue 分解中的绝对连续部分

是 (E , F̃ ) 的尺度函数;

(3) 如果 F ⊃ C∞
0 (R), 那么 C∞

0 (R) 在 F 中稠密当且仅当 s 绝对连续.
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7 一维强局部正则 Dirichlet 形式: 一般情形

考察一般的、没有不可约性的、直线上强局部正则 Dirichlet 形式的表示. 为什么要考察这种情形

呢? 下面有两个理由:

(1) 它不可以简单地从不可约的情形推出;

(2) Brown 运动的正则 Dirichlet 扩张不具有不可约性.

本节的结果参见文献 [5].

现在固定 R 上一个 Radon 测度, 以及 L2(R;m) 上强局部正则 Dirichlet 形式 (E ,F ).

为了说清楚这个表示问题, 我们引入一些记号, 设 I = ⟨a, b⟩ 是一个区间, 这里端点可以开也可以

闭, I 上的尺度函数是一个严格递增的连续函数, 尺度函数 s 称为适应于 I, 如果 s 在任何开端点处的

极限是无穷. e(I) 表示 I 中以某种方式固定的点, 为了唯一性, 我们总是要求尺度函数在 e(I) 处等于

零. 用 S∞(I) 表示 I 上适应的尺度函数全体. 定义
F (s) :=

{
u ∈ L2(R;m) : u ≪ s,

du

ds
∈ L2(ds)

}
,

E (s)(u, u) :=
1

2

∫ (
du

ds

)2

ds, u ∈ F (s).

引理 7.1 当 s 适应于 I 时, 这样定义的形式 (E (s),F (s)) 是 L2(I;m) 上正则 Dirichlet 形式.

现在可以给出直线上一般强局部正则 Dirichlet 形式的表示了, 参见文献 [5].

定理 7.1 [5] (E ,F ) 是 L2(R;m) 上一个强局部正则 Dirichlet 形式的充分必要条件是存在互相

不交的至多可数个区间 {In}, 以及 sn ∈ S∞(In), 使得
F =

{
u ∈ L2(R;m) : ∀n, u |In∈ F (sn),

∑
n

E (sn)(u |In , u |In) < ∞
}
,

E (u, u) =
∑
n

E (sn)(u |In , u |In), u ∈ F .

这个表示定理说明, (E ,F ) 对应的一维扩散过程实际上分裂成为至多可数个可达分支, 每个可达

分支是一个区间, 它在每个区间 In 上是一个以 sn 为尺度函数的对称扩散, 即在其余的地方

R
\(∪

n

In

)
,

它待在原地不动. 所以, (E ,F ) 可以表示为区间和适应的尺度函数列 {(In, sn) : n > 1}, 称为它的有效
区间 (有限或者可数).

这个定理的必要性部分的证明利用经典的一维扩散理论 (如文献 [19]), 以及应用前面在不可约情

形下的表示定理. 充分性部分的证明的难点在于验证如上给出的 Dirichlet 形式是在 R 上正则的, 这

部分完全是分析的, 比较困难. 这里以一个例子给予解释.

例 7.1 设 R = I1 ∪ I2, 其中 I1 = (−∞, 0], I2 = (0,∞). 再设 s1(x) = x, s2 适应于 I2, 例如, 取

log x. 然后令 
F = {f ∈ L2(R) : f |Ii∈ F (si), i = 1, 2},

E (u, u) =
2∑

i=1

E (si)(u |Ii , u |Ii).
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然后我们要证明 (E ,F ) 在 R 上正则, 即 F ∩ Cc(R) 在 F 中稠密. 因为 E1 和 E2 在各自区间上是正

则的, 我们只需验证对任何满足

f |I1 ∈ F (s1) ∩ Cc(I1),

f |I2 ∈ F (s2) ∩ Cc(I2)

的平方可积函数 f 和 ε > 0, 存在 fε ∈ F ∩ Cc(R), 使得

E1(f − fε, f − fε) < 2ε.

不妨设 f(0) = 1, f(x) = 0, x ∈ (0, ε]. 因为 s2(0+) = −∞, 存在 ε′ ∈ (0, ε), 使得

s2(ε)− s2(ε
′) > 2ε−1.

定义 ϕ ∈ C(R) 为

ϕ(x) =


1, x 6 s2(ε

′),

s2(ε)− x

s2(ε)− s2(ε′)
, x ∈ (s2(ε

′), s2(ε)),

0, x > s2(ε),

再定义

fε = f + ϕ(s2)1(0,ε].

那么, fε ∈ Cc(R) 且有

E1(fε − f, fε − f) =

∫ ε

0

(ϕ(s2))
2 +

1

2

∫ ε

0

(
dϕ(s2)

ds2

)2

ds2

6 ε+
1

2

∫ s2(ε)

s2(ε′)

(ϕ′)2dx

= ε+
1

2

∫ s2(ε)

s2(ε′)

(
1

s2(ε)− s2(ε′)

)2

dx < 2ε.

与此相关的一个结果是 Brown 运动的正则 Dirichlet 扩张的刻画, 参见文献 [6].

定理 7.2 [5] 一个正则 Dirichlet 形式 (E ,F ) 是 Brown 运动的正则 Dirichlet 扩张当且仅当它是

一个具有有效区间 {(In, sn) : n > 1} 的一维强局部正则 Dirichlet 形式, 满足如下条件:

(1) R \ (
∪

n In) 的 Lebesgue 测度为零;

(2) 对任何 n, dx ≪ dsn 且密度函数是某个集合的示性函数.

用我们的表示还可以简单而直观地证明分析中一个由 Hamza 在 1975 年给出的一个经典结果:

C∞
0 (R) 上由测度 µ 定义的形式

E (u, v) =

∫
u′(x)v′(x)µ(dx)

可闭 (它的最小闭扩张是闭对称形式) 的充分必要条件. 有兴趣的读者可参见文献 [8, 定理 3.1.6]. 除

此之外, 我们还可以回答定义域 F 中是否有光滑函数以及光滑函数全体在定义域中是否稠密等问题.

定理 7.3 [5] 设 (E ,F ) 是 L2(R; ,m) 上一个正则强局部 Dirichlet 形式, 其有效区间为

{(In, sn) : n > 1},
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那么, C∞
c (R) ⊂ F 等价于: 对任何的 n, dx ≪ dsn 且对任何的 L > 0, 有

∑
n>1

∫
In∩(−L,L)

(
dx

dsn

)2

dsn < ∞. (7.1)

为了回答光滑函数在其中稠密的问题, 我们需要引入一个概念. 下面引入两个测度:

λs :=
∑
n

dsn, λl(dx) := 1(
∪

n In)c(x)dx.

记得 en 是 In 内取定的一个固定点. 一个区间 In 称为尺度孤立的, 如果对任何 m ̸= n, 有

λs([en, em]) = ∞

或者

λl([en, em]) > 0.

直观地, 或者中间有山不可逾越, 或者中间有水不可横渡.

定理 7.4 [5] 设 (E ,F ) 是 L2(R; ,m) 上一个正则强局部 Dirichlet 形式, 其有效区间为

{(In, sn) : n > 1},

再设 C∞
c (R) ⊂ F , 那么 C∞

c (R) 在 F 中稠密的充分必要条件是对任何 n, 有 dsn ≪ dx 且 In 是尺度

孤立的.

如果光滑函数在 F 中但是不稠密, 即

C∞
c (R) ⊂ F , C∞

c (R) ̸= F ,

其中闭包是指在 F 中关于范数 E1 的闭包, 那么我们自然可以问闭包组成的 Dirichlet 形式将会是怎

么样的, 也就是说, 如果

F̃ := C∞
c (R),

那么 Dirichlet 形式 (E , F̃ ) 的有效区间与 (E ,F ) 的有效区间有什么关系?

设 {(In, sn) : n > 1} 是 (E ,F ) 的有效区间, 那么每个 sn 有 Lebesgue 分解如下:

dsn = gn(x)dx+ κn, κn ⊥ dx.

记

s̄n :=

∫
gn(x)dx

为绝对连续部分对应的函数, 它仍然是尺度函数. 然后我们按照函数列 {s̄n} 对区间列 {In} 重新组合.

两个不同区间 Ii 和 Ij 称为是关于 {s̄n} 尺度连通的, 如果

λs̄([ei, ej ]) < ∞ 且 λl([ei, ej ]) = 0,

其中

λs̄ :=
∑
n

ds̄n.
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显然尺度连通是等价关系, 而且尺度连通的区间之间的所有区间与它们是尺度连通的, 这样我们可以

合并尺度连通的区间重新组成区间, 记为 {Ĩk}, 因为在任意一个合并区间 Ĩk 中, 不属于有效区间的点

的全体是 Lebesgue 零测集, 所以, 我们可以定义一个新的连续严格递增的函数 s̃k, 使得

ds̃k = 1Ĩkλs̄.

定理 7.5 [5] 光滑函数的闭包组成的 Dirichlet 形式 (E , F̃ ) 的有效区间恰好是

{(Ĩk, s̃k) : k > 1}.

8 未回答的问题

这是一个一般的问题, 我们只回答了一维扩散的情形, 相对于我们想要解决的问题来说, 还仅仅

是冰山一角, 一般的情形还未有答案, 下面列出部分可以探索的问题来结束本文:

(1) 高维 Brown 运动正则 Dirichlet 子空间的刻画和结构;

(2) 对称稳定过程是否存在非平凡正则 Dirichlet 子空间;

(3) 对称扩散过程是否一定有非平凡正则 Dirichlet 子空间.
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Regular subspaces of regular Dirichlet forms
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Abstract This paper focuses on the problem of the existence and representation of regular Dirichlet subspaces
of a regular Dirichlet form, which was raised by the second author when studying the characterization of Killing
transform of Markov processes by Dirichlet forms, and has been studied for about 20 years. A brief survey on
recent progress on this problem in the frame of 1-dimensional symmetric diffusions is presented.
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