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摘要　　给出了仿射簇上的码的广义 Hamming重量的一个下界 ,这类码由簇上适当

的有理多项式列所定义.
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众所周知 ,代数几何码由代数曲线上的适当的有理函数的赋值向量所定义[ 1] .可以存在

性地证明存在渐近好的代数几何码超过Gilbert-Varshamov界[ 1] ,这是近年编码理论中的一个重

要结果.但是迄今为止 ,这样的代数几何码的具体构造还未找到
[ 2]
.通过所谓的单项式的良

性序列 ,可以构造一类仿射曲线上的码[ 3] ,这种码包含 Hermite 曲线上的单点代数几何码作为

特殊情形.由良性序列定义的码是具体构造的 ,而且良性序列的条件使得估计码的最小距离

变得十分容易.但是 ,良性序列的条件对于估计码的最小距离并不是必要的.本文研究一类

仿射簇上的码 ,它们是由良性序列定义的码的推广 , 且包含重量 Reed-Muller 码[ 4] 和 Reed-

Muller码[ 5]作为特殊情形.将给出这类码的广义 Hamming重量的一个估计.

广义 Hamming重量在文献[ 6]中被首次定义 ,但是不可约循环码的最小支撑重量的概念在

较早的文献[ 7]中就出现了.对于一个固定的线性码 ,广义Hamming重量恰好就是它的最小支

撑重量.对于一个[ n , k]线性码 C , 若 r≤k , 则它的第 r个广义Hamming重量定义为

dr(C)=min{ χ(D) D 是 C的 r维子码},

其中χ(D)={i  c =(c1 , …, ci , …, cn)∈D , ci≠0}是码 D 的支撑 , χ(D)是它的支撑重

量.显然.码 C的第一个广义Hamming重量 d1(C)恰好就是它的最小距离.广义 Hamming

重量的许多性质 ,例如对偶性 ,可以在文献[ 6]中找到.

1　码的构造

设 T 是域F 上的多项式环F[ x1 , … , xm]的一个子集 , T 的仿射零点的集合定义为

Z(T)={P ∈ F
m
f(P)=0 ,  f ∈ T}.

　　设 I 是F[ x1 , … , xm ]的一个理想 ,则称 V=Z(I)为一个仿射簇(或简单地称为簇),由

Hilbert基定理[ 8]可知 ,域上多项式环的每个理想都是有限生成的 ,故存在有限多个多项式

f 1(x1 , …, xm), … , f s(x1 , …, xm),使得 I =〈f 1(x1 , … , xm), … , fs(x1 , … , xm)〉.所以 V是
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多项式方程组 f 1(x1 , … , xm)=0 , … , f s(x1 , …, xm)=0的公共根的集合.

设 V是F
m
中的一个簇 , V的定位理想定义为 I ={g ∈F[ x1 , … , xm ] g(P)=0 ,  P ∈

V}.显然 , I 是一个理想且 V=Z(I).事实上 , V的定位理想是满足条件 I I 和 V=Z(I)的

极大理想.因为 V=Z(I)=Z(I),在下文中 ,为方便起见 ,假定式 V=Z(I)中的理想 I 就是V

的定位理想.

V在F上的坐标环定义为F[ x1 , … , xm] / I , 以F[ V]记之.V在F上的函数域定义为F[ V]

的分式域 ,记之为F(V).函数域F(V)中的元素称为 V上的有理函数.在下文中 ,考虑F[ x1 ,

…, xm ]中的一类多项式 ,此类多项式中的每一个多项式的每一项的系数都为 1 ,显然 ,这样一

个多项式也可以视为 V上的一个有理函数 ,称它为 V上的有理多项式.

设 V是有限域F q上的一个簇 ,设它有 n 个仿射零点 ,适当地排列成 P1 , … , Pn .对于簇

V上的任意有理多项式h , 向量 h=(h(P1), …, h(Pn))称为 h 的赋值向量.设 是 V上所

有的有理多项式的集合的一个全序 ,可以如下构造簇 V上的码:

定义 1.1　设 H={h1 , h2 , …, hn}是 V上的一列有理多项式 ,满足条件:

(1)h1 h2 … hn , 即 H 是一个有序列 ,

(2)h 1 , … , hn 在F q上线性无关.

对任意 k , 1≤k≤n , 设 Ek 是由 h1 , … , hk 生成的q元码 , Ck 是Ek 的对偶码 ,称 Ek 和 Ck 为

簇V上的码.

显然码 Ek 和Ck 的码长等于n , 而 Ek 和Ck的维数分别为 k 和n-k .只需研究码的另一

类参数 ,即最小距离和广义Hamming重量.

2　重量分次序

注意到在上节码的定义中 ,有理多项式由一个全序排成有序列 ,本节将定义一种有理多项

式的重量分次序.

设 R 是域F 上的一个代数.记由全体非负整数构成的集合为N.设 ρ是一个适当定义的

函数:

ρ:R ※N ∪ {-∞},

对任意 f , g ∈R , 满足下列条件:

(1)ρ(f)=-∞,当且仅当 f=0;

(2)对任意 λ∈F , ρ(λf)=ρ(f);

(3)ρ(f+g)≤max{ρ(f), ρ(g)},当 ρ(f)≠ρ(g)时 ,等号成立;

(4)ρ(fg)=ρ(f)+ρ(g),

称 ρ为R 上的一个重量次数函数 ,称 ρ(f)为 f 的重量次数(或简单地称为 f 的重量).

文献[ 5]定义了序函数和重量函数.容易看出重量次数函数是序函数和重量函数的推广.

看几个例子.取 R=F[ x1 , …, xm ] ,则 ρ(f)=deg f是一个重量次数函数 ,其中 deg是通常

意义下的多项式的次数.设 w1 , …, wm 是一组固定的整数 , 则 ρ(f(x1 , …, xm))=

deg f(xw11 , …, x
w
m

m)也是一个重量次数函数.考虑F42上的平面 Hermite曲线 H:

x
5 +y

4 +y =0.
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容易看出在F4
2[ x , y] / I 上存在一个重量次数函数 ρ, 使得 ρ(x)=4 , ρ(y)=5 ,而 ρ(x

i
y

j
)=

4i+5j , 其中 I 为 H的定位理想.

设 ρ为多项式代数R 上的一个重量次数函数.考虑 R 中的所有的单项式的集合S , 可以

定义一个重量分次(字典)序 如下:

x
i
11 , … , x

i
m
m  x

j
1
1 , … , x

j
m
m

当且仅当下列条件之一成立:

(1)ρ(xi11 , …, x
i
m
m)<ρ(x

j
1
1 , … , x

j
m
m),

(2)ρ(x
i
11 , … , x

i
m
m)=ρ(x

j
1
1 , …, x

j
m
m),但存在 l(1≤l≤m),使得对于 l+1≤k ≤m , ik=jk ,

但 il<jl.

显然重量分次序 是一个单项式全序 ,而且它可以自然地扩展成 R 中的有理多项式集合

上的一个全序.

由码的定义不难发现 ,由良性序列定义的码[ 3]是簇上的码的特例.簇上的码也包含单点

代数几何码以及重量 Reed_Muller码[ 4]为特例.

例2.1(单点代数几何码)　有限域Fq2上的平面 Hermite曲线 Hq由下列射影方程定义:

X
q+1 +Y

q
Z +YZq =0. (2.1)

这条曲线有 n =q3个仿射Fq2-有理点 ,另外 ,无穷远点 P∞=(0∶1∶0)也是它的一个有理点.设

D=P1+…+Pn 和G=mP ∞为曲线上的两个除子 ,考虑单点代数几何码 CΨ(D , m P∞).设

x=
X
Z
, y =

Y
Z
, 则 x 和 y 以P∞为极点 ,且它们的极点的重数分别是

ordP
∞
(x)=q , 　ordP

∞
(y)=q +1 ,

可以证明

B(m)={xiy j 0 ≤ i ≤q
2 -1 , 0 ≤ j ≤q -1 , qi +(q +1)j ≤m}

是 L(mP∞)的一组基.设 B(m) =r , 并记 B(m)={h1 , h2 , … , hr}, 其中 ordP
∞
(hi)<

ordP
∞
(h i+1), 则 CΨ(D , mP∞)定义为

CΨ(D , mP∞)={c ∈ F
n
q
2 c · hi =0 , 1 ≤ i ≤ r}, (2.2)

其中 hi 是hi 在D 上的赋值向量.

　　另一方面 ,Hermite 曲线的仿射方程为

x
q+1 +y

q +y =0.

　　设 I 为 Hq 的定位理想 ,容易看到在 R=Fq2[ x , y] / I 上存在一个重量次数函数 ρ,使得

ρ(x)=q , 　ρ(y)=q +1 , 　ρ(xiy j)=qi +(q +1)j.

设 为重量分次序.取 H ={h1 , …, hn}={x
i
y
j 0≤i≤q2-1 , 0≤j≤q-1},其中 hi h i+1 ,

则 H 满足定义 1.1中的条件(1)和(2), 所以对任意 r , 1≤r≤n , 可以定义码 Cr.由(2.2)式

看出

CΨ(D , mP∞)=Cr.

　　例2.2(重量 Reed-Muller码[ 4])　设 ω1 , … , ωm 为一组自然数 , ω1≤ω2 ≤…≤ωm.对任

意 f(x1 , …, xm)∈F q[ x1 , … , xm] ,定义 degωf(x1 , …, xm)=deg f(x
ω
11 , … , x

ω
m

m).设 n=q
m
,考虑

赋值映射
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 :Fq[ x1 , … , xm] ※F
n
q ,

其中  (f)=(…, f(P i), …), P i取遍空间F
m
q .设 V(ω)={f ∈Fq[ x1 , …, xm ] degωf≤ω}.重

量 Reed-Muller 码WRM(ω,m , q)定义为

WRM(ω, m , q)= (V(ω)). (2.3)

　　设 I=(0)为Fq[ x1 , …, xm]的零理想 ,则 V=Z(I)=Fm
q , 而 ρ=degω是Fmq [ x1 , …, xm]上的

一个重量次数函数.取 H ={h1 , h2 , …}={x
i
11 , …, x

i
m
m 0≤ik ≤q-1 , k =1 , … , m},其中 h i 

h i+1 , 则 H 满足定义 1.1中的条件(1)和(2),所以可以定义码 Ek.设 {h i ∈H ρ(hi)≤ω} =

k , 则由(2.3)式有

WRM(ω, m , q)=Ek.

　　因为重量 Reed-Muller码是 Reed-Muller码[ 5]的推广 ,所以簇上的码也包含 Reed-Muller码为

特例.事实上 ,在上例中若取 ω1=ω2=…=ωm=1 , 就得到通常的 Reed-Muller码.

3　码的参数的估计

假定 V=Z(I)是Fmq 中的一个簇 ,设它有 n 个仿射零点.设 ρ是R =Fmq [ x1 , …, xm ] / I 上

的一个重量次数函数.设 H={h1 , …, hn}是 V上一列有理多项式 ,满足定义 1.1中的条件

(1)和(2)以及条件

(3)h1=1 , ρ(h1)<ρ(h2)<…<ρ(hn).

本节研究码 Ek 的广义Hamming重量.

设{h i i=1 , …, k} H 为 V上的一列有理多项式.对 r≤k ,记 D{h
1
, h

2
, … , h

r
}为方程组

h1=h2=…=hr =0在F
m
q 中的根的个数 ,要求这些根同时是 V 的仿射零点.设[ h i

μ
]表示 h1 ,

h2 , … , hi
μ
-1 , h i

μ
的任意一个线性组合 ,使得 hi

μ
的系数为 1 ,即

[ h i
μ
] =hiμ+∑

i
μ
-1

j=1
αjh j ,

其中系数 αj(j=1 , … , iμ-1)为Fq 中的任意元素.定义

D
(k)
r =max{D{[ h

i
1
] , … , [ h

i
r
]} ii , …, ir ≤ k}.

　　定理 3.1　对任意 r , 1≤r≤k , 有

dr(Ek)=n -D
(k)
r .

　　证　由码的定义和广义Hamming重量的定义直接得到.

引理 3.1　设 Q1 , … , Qt 是F
m
q 中的 t个不同的点 , b1 , … , bt 为Fq 中的任意 t 个元素 ,则

存在多项式 p ∈F
m
q [ x1 , … , xm] ,使得 p(Qi)=bi , i=1 , …, t.

证　设 Q=(a1 , … , am)为Fmq 中的一个点 ,取 pQ = ∏
m

i=1
[ 1 -(xi -a i)

q-1] , 则有:当

P =Q时 , pQ(P)=1;当 P≠Q 时 , pQ(P)=0.称 pQ为Q点处的指标多项式.设 pQ
i
是Qi(i=

1 , … , t)点处的指标多项式 ,取

p(x1 , …, xm)=∑
t

i=1
bipQ

i
(x1 , …, xm),

则 p(x1 , …, xm)为满足引理的多项式.
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引理 3.2　设 f 1 , … , f k为多项式且它们不属于 I , 记〈f1 , …, fk〉为 f 1 , …, fk 生成的理

想 ,则

D{f
1
, … , f

k
}≤dim(R/〈f 1 , … , fk〉).

　　证　设D{f
1
, … , f

k
}=t且{Q1 , … , Qt}为 f1 , … , fk 的公共零点的集合 ,其中每个 Qμ也是I 的

仿射零点.R/〈f 1 , … , f k〉是F q上的一个线性空间.设 dim(R/〈f 1 , …, fk〉)=l ,且{pν(x1 ,

…, xm)ν=1 , …, l}为 R/〈f 1 , …, fk〉的一组基.每一个 p(x1 , … , xm)∈ R/〈f1 , …, fk〉可以唯

一地表成 p =∑
l

ν=1aνpν.所以 R/〈f 1 , …, f k〉中的每个元素 p唯一地对应着Flq 中的一个向量

a=(a1 , …, al)
T.

设 b=(b1 , …, bt)
T
, 其中 bμ=p(Qμ), μ=1 , …, t , 则有线性关系 b=Pa ,其中 P 是一

个 t×l 矩阵(Pμν), Pμν=pν(Qμ), μ=1 , …, t , ν=1 , …, l , 而 a=(a1 , … , a l)
T
.所以 ,存

在线性映射

P:F l
q※Ftq ,

(a1 , …, a l)
T
|※(b1 , …, b t)

T
=(Pμν)(a1 , …, a l)

T
.

(3.1)

　　由引理 3.1 ,对任意(b1 , … , bt)
T∈ Ftq , 存在多项式 p′(x 1 , … , xm)∈F q[ x1 , … , xm] ,使得

p′(Qμ)=bμ, μ=1 , …, t.由于 I 中每个多项式以及〈f 1 , …, fk〉中的每个多项式都以 Q1 , … ,

Qt为零点 ,所以 p′(x1 , … , xm)投影到 R/〈f 1 , …, fk〉中的一个多项式 p(x1 , …, xm),使得

p(Qμ)=p′(Qμ)=bμ.所以 ,对任意 b ,存在元素 p ∈ R/〈f 1 , …, fk〉, 其中 p 对应着 a ,使得

Pa=b.这说明映射(3.1)式是一个满射.所以 t≤l , 即

D{f
1
, … , f

k
}≤dim(R/〈f 1 , … , fk〉).

　　引理 3.3　向量空间Fq[ x1 , … , xm] / I 的维数等于 n , 即 V的仿射零点的个数.特别地 ,

H 构成F q[ x1 , …, xm] / I 的一组基.

证　记 V ={P1 , …, Pn}.假设 dim(Fq [ x1 , … , xm ] / I)=l.和引理 3.2 的证明类似 ,

F q[ x1 , …, xm ] / I中的每个元素 p(x1 , … , xm)唯一地对应着Flq 中的一个向量(a1 , …, al)
T ,而

且存在线性映射

P :F l
q ※F n

q ,

(a1 , … , a l)
T|※(b1 , …, bn)

T ,
(3.2)

其中 bμ=p(Pμ), μ=1 , … , n , P 是一个满射.

设p′(x1 , …, xm)为Fq[ x1 , …, xm]中的多项式 ,它投影到Fq[ x1 , …, xm] / I 中的元素p(x1 , …,

xm).如果(b1 , …, bn)
T=0 , 即 p(P1)=p(P2)=…=p(Pn)=0 , 则p′(P1)=…=p′(Pn)=0.

所以p′(x1 , … , xm)∈ I ,因为 I 为 V 的定位理想.这说明 p(x 1 , …, xm)=0 , 即(a1 , … ,

an)
T
=0.所以 P 是一个单射.从而 dim(Fq[ x1 , …, xm] / I)=n .

因为 h1 , … , hn 在 I 的零点上的赋值向量 h1 , …, hn 线性无关 ,所以 ,作为F q[ x1 , … ,

xm] / I 中的元素 , h1 , …, hn 线性无关.所以 H是Fq[ x 1 , … , xm] / I 的一组基.

定理 3.2　对任意 h i ∈H , 有

D{[ h
i
]}≤ρ(h i).
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　　证　记 R 中的元素的重量集合为W =ρ(R)={ρ1 , ρ2 , …},假设 ρ1<ρ2<….理想

〈[ hi ] 〉中的元素的重量集合为 ρ(〈[ hi ] 〉)={ρ(h) h ∈〈[ h i ] 〉}={ρ([ h i] g) g ∈ R}=

{ρ([ h i] )+ρ(g) g ∈R}=ρ([ h i] )+W=ρ(h i)+W ,其中等式 ρ([ h i] )=ρ(h i)根据[ hi ]的

定义以及条件 ρ(h1)<…<ρ(hn)得到.

考虑集合 B={fμ∈R ρ(fμ)=ρμ∈ W}.可以证明 B中的任意有限多个元素线性无关.

事实上 ,如果 fμ
1
, … , fμ

l
(μ1<…<μl)线性相关 ,不失一般性 ,假设 fμ

l
=al-1 fμ

l-1
+…+a1 fμ

1
,

其中 a l-1≠0 , 则 ρ(fμ
l
)=ρ(fμ

l-1
).但这是不可能的 ,因为对 μ≠ν,有 ρ(fμ)≠ρ(fν).另一方

面 , ρ(H) ρ(B)=W.所以 , H ≤ B .由引理 3.3 ,知 dimR = H ≤ B .所以 B是 R

的一组基.因为〈[ h i] 〉={g[ h i] g ∈R}=[ h i] R.类似地可以证明 C={fμ∈〈[ h i] 〉 ρ(fμ)∈

ρ(h i)+W}是〈[ hi ] 〉的一组基.进一步 ,由于〈[ hi ] 〉是 R 的子空间 ,可以假设 B是 C 的扩张

(子空间的基可以扩张成整个空间的一组基),即 C B.因此 ,所有的 fμ对〈[ hi ] 〉的剩余类的

集合构成 R/〈[ h i] 〉的一组基 ,其中 ρ(fμ)∈W-(ρ(h i)+W).所以 R/〈[ h i] 〉的维数小于或等

于W-(ρ(h i)+W)的元素的个数.

另一方面 , 0=ρ(h1)∈ W;且对任意 ρμ=ρ(f)∈ W 及ρν=ρ(g)∈ W , 有 ρμ+ρν=

ρ(fg)∈W.所以 W -(ρ(h i)+W)的元素个数至多为 ρ(h i).这说明 dim(R/〈[ h i ] 〉)≤

ρ(h i).由引理 3.2 , D{[ h
i
]}≤dim(R/〈[ h i] 〉).因此 ,

D{[ h
i
]}≤ρ(h i).

　　下列推论给出簇上的码的最小距离的一个下界.

推论 3.1　码 Ek的最小距离至少为n-ρ(hk),即

d(Ek)≥n -ρ(hk).

　　设χ为一条代数曲线 , χ的第 r个度数定义为[ 9]

γr =min{degA A为曲线χ的除子且 dimA≥r}.

在下面的讨论中 ,考虑这样的曲线:它有 n 个仿射零点 P1 , …, Pn , 还有一个有理点 P

在无穷远处.设 H={h1 , … , hn}为一列有理多项式 ,每个 hi 以P 为其唯一的极点.

定理 3.3　对 1≤k ≤n , r≤k ,

D
(k)
r ≤ρk -γr ,

其中 ρk=ρ(hk).

证　设 N=D(k)r =D{[ h
i
1
] , … ,[ h

i
r
]}, 其中 N≤n.由定义 ,方程组[ h i

1
] =…=[ hi

r
] =0有 N

个不同的根 ,不失一般性 ,设它们为 P1 , … , PN .设 D=P1+…+PN , D 是曲线χ上的一个除

子.令 G=mP ,考虑空间 L(G)={A A为χ上的除子且 A+G≥0}.

对每一个函数[ h i
j
] , 1≤j≤r , 考虑它的主除子([ h i

j
] )=([ h i

j
] )0-([ hi

j
])∞ ,其中([ h i

j
])0

和([ h i
j
] )∞分别为[ h i

j
]的零点部分和极点部分.由定理 3.2 , deg([ hi

j
])0=D{[ h

i
j
] }≤ρ(hi

j
)≤

ρ(hk), 因为 ij≤k .又因为 deg([ h i
j
])∞=deg([ hi

j
])0 , 所以 deg([ hi

j
])∞≤ρ(h i

j
)≤ρ(hk), 这

说明函数[ hi
j
]在 P 点处的极点的重数不超过ρ(hk),所以

[ h i
j
] ∈ L(ρ(hi

j
)P) L(ρ(hk)P).
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　　另一方面 , P1 , …, PN 为[ h i
j
]的零点 ,所以存在有效除子 Qj , 即满足 Qj≥0的除子 ,使得

([ hi
j
])+ρ(hi

j
)P =D +Qj.

所以 ,

([ h i
j
] )=D +Qj +(ρ(hk)-ρ(h i

j
))P -ρ(hk)P ,

其中(ρ(hk)-ρ(hi
j
))P≥0 , 令 Q′j =Qj+(ρ(hk)-ρ(h i

j
))P , 则有

([ h i
j
])=D +Q′j -ρ(hk)P ,

其中 Q′j ≥0.

定义 fj=[ h i
j
] /[ hi

1
] ,考虑有理函数 f 1 , … , fr .fj 的主除子为

(fj)=([ h i
j
])-([ h i

1
])=Q′j -Q′1.

所以 ,(fj)+Q′1=Q′j ≥0 ,这说明

fj ∈ L(Q′1).

另一方面 ,由 h1 , … , hn 的线性无关性 ,可证 f 1 , …, fr 是线性无关的.所以

dimQ′1 =dimL(Q′1)≥r.

由 γr 的定义 ,

degQ′1 ≥γr .

　　考虑([ hi
1
] )的次数 ,有

deg([ h i
1
] )=deg(D +Q′1 -ρ(hk)P)=

degD +degQ′1 -deg(ρ(hk)P)≥D
(k)
r +γr -ρk .

另一方面 ,由于任意主除子的次数为 0 ,有 deg([ hi
1
])=deg([ hi

1
])0 -deg([ h i

1
])∞=0 , 所以 ,

0≥D
(k)
r +γr-ρk ,即

D
(k)
r ≤ρk -γr .

　　由以上定理 ,可得下列推论 ,它给出码 Ek 的广义Hamming重量的一个下界:

推论 3.2　对于 1≤r≤k , 有

dr(Ek)≥n -ρk +γr .

　　由广义 Hamming重量的对偶性[ 6] ,也可以研究 Ck 的广义 Hamming重量 ,因为 Ck 是 Ek 的

对偶码.
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