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二次系统 (z E)出现至少四个极限环的例子

史 松 龄
(中国科技大学研究生院

、

中国科学院应用数学研究推广办公室 )

摘 要

19 7 4年 5月
,

美国数学会召开 的讨论 iH lbe rt 问题专题会议上提出的问题之一

是
:
由两个二次多项式给定的平面向量场是否有超过三个的极限环 (见文献 [ l 〕,

第

51 页 )
.

本文的例子肯定地回答了这个问题
.

D
.

iH lbe rt 第十六问题关于微分方程的部分是
:
求方程

d y

众

~ 夕,
(
x , y )

尸
。

(
x , 夕)

( E
,

)

的极限环的最大数目和位置
,

其中 p
。 ,

Q
。

是
x , y 的 n

次多项式
.

这个问题引起很多数学工作

者的关心
,

人们作了不懈的努力
,

但进展极为缓慢
.

甚至对 (几 ) 的研究也是如此
.

关于这方

面的工作已有专门的综合论述 .2[ 习
.

以 H (
。
) 记方程 ( E

。

) 的极限环的最大数 目
.

19 5 5年
,

苏联科学院院士 fl e TOP Be K戚 与 lJ a H皿哎“ , “
证明

,, 了 : H ( 2 ) ~ 3
.

19 5 6 年
,

M o 月 , a Ho B` 5 , 再次肯定 H ( 2 ) ~ 3
.

19 6 5 年
,
月e p K a e 「̀ ,

也肯定 H ( 2 ) ~ 3
.

1 9 6 7 年
,

lJ a H八。 e

与 n eT po cB
K
浦发表声明

`7] ,

指出文献 [ 4」中引理 12 的证明有错误
,

但仍声称 H ( 2) ~ 3
.

美国

多次有人怀疑这一结论
` ,

,

幻 ,

但没有能提出确切的意见
.

本文证明 H ( 2) ~ 3 的结论是错误的
.

现提供下述的
:

定理
.

H ( 2 ) ) .4

在第二节中
,

我们对数值系数的二次系统

贵
一 `

一
, 一 10一 + ( 5 + 。 )

· , + , 2 ,

食一
+ 一 + ( 一 2 5 + 8

一
9。 ) · ,

,

( l )

其中 又 ~ 一 1 0一 “
, 。 ~ 一 1 0一了o , 占一 一 1 0一

忍 ,

具体地作出四个 p o i n c a r己
一

eB n di x s o n
环域

,

每

一个里面至少存在一个极限环
.

因而 H ( 2 ) 〕 4
.

本文 1夕7 8 年 12 月 31 日收到
,
1 9 7 9 年 l 月 26 日收到修改稿

.
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一
、

定理 的 证 明

引理 1
.

系统 ( l )只有两个奇点
:

定焦点
.

直线 K:

l十 x十

0( 0
,

0)
,

A (0
, l )

.

奇点 。 是稳定焦点
.

奇点 A是不稳

( 一 2 5 + 8 。 一 9占)少 ~ o

是无切直线
.

证
.

水平等倾线 `即 今 一 。 的轨迹、 由两条直线组成一条是
二 一

、 d t /

o
,

其上有两个

奇点
: 0 ( 0

,

0)
,

A (0
,

1)
.

另一条是直线 K
,

其上没有奇点
.

在 K 上
, 夕一 o ,

而

分 ~ 夕2 [ 一 1 0 ( 2 5 一 s e + 9占)
2 + ( 5 + 砂 ( 2 , 一 8。 + 9占 ) + 一 ]

+ 夕 [一 l + ( 2 5 一 s e + 9占 ) (又+ 2 0 ) 一 ( 5 + 占 ) ]一 10 一 几
.

上式右边二次式的判别式
:

△ 一 [ 4 9 4 + 又( 2 5一 8。 + 9占 ) 一 16 0。 + 17 9占 ]2

+ 4 ( 1 0 + 几) L一石
,

1 2 4 + 2 5占 + ( s
。 一 9占) ( 4 9 5 + 5 9占一 s o e

) ] < 0 ,

所以 分 < 0
.

即直线 K是无切直线
,

其上没有奇点
.

奇点 0( 0 ,

0) 的一次近似的特征方程是
:

nU

一一

+pp 一 石

一 1 ,

特征根是共扼复数
:

又
p ~ 育 士 i

`

斌4 一 护

因为实部是负的
,

所以奇点 。是稳定焦点
.

奇点 A (0
,

1) 的特征方程是
:

Ip 一 ( 5 + 占 + 又)
,

一 1 1
l

- -

一 ! 一 O
2 4 一 8仔 + 9吞

,
P

特征根是共扼复数
:

1
「 / 尸 . , . 。 、 .

卜 /
, / , , 。 . ’

n 。 、 / 。 . 0 . , 、 2 1

~ — L戈〕 州 r 几 , 一 O j 工 i V ,

“
,

一
0 口 , ~ 7 0 少一 戈 , ,

.
0 , 一 几 j

一
J

。

因为实部是正的
,

所以奇点 A 是不稳定焦点
.

引理 1证毕
.

引理 2
.

系统 ( l) 只有一个无限远奇点
,

并且是鞍点
.

证
.

引用齐次坐标 ( X
,

y , Z ) 研究无限远奇点 9[]
.

设系统 ( l) 的无限远奇点为 叹 1
,

及
,

0 )
,

则 互满足方程
:

j伏 ) “ 1 + ( 一 1 5 + 8。 一 9占从 一 ( 5 + 占派
, 一 左

, 一 0
.

因为

f
,

(左) 一 一 1 5 + 8 , 一 9占 一 2 ( 5 + 占城 一 3左2

的判别式为负
,

所以 厂(妇 < 0 ,

故 f认 ) 单调递减
,

因此 f认 ) 一 o 只有唯一实根 左
.

又因为

,

/ 1 、 一 1

I 龟丁二 l一
一

二尸
\ I U / 2

十 处
~

二卫旦一 5 + 舀

1 0 0
一 10一 3

< 0 ,
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:

二次系统( E, ) 出现至少四个极限环的例子 1 0 5 3

`

/ 1 \
_

1
.

s e 一 乡8 5 十 占 1
, 。 _ 、

~
。

I 奄— . - — , ~

一
-

一
- —

I U
~

户
, V ,

\ 2 0 / 4 2 0 4 0 0 8

所以
1 一 , 一 1

— <瑞 斤 <砚 —
-

2 0
’

1 0
-

进一步可确定 p ( 1
,

友
,

0) 是无限远鞍点
.

令 X , X
,

Y 一 Y + 左X
, z , z

,

再令 X 一 1 ,

dx ~ 0 , y 一 y
,

Z ~ z ,

则得 :

多夕

d t

d 君

d r

一 y【一 1 5 + s a 一 9古一 2 ( 5 + 占从 一 3左
,

] + :
( l 一 从 + 左

,

) 一 y ,

( 5 + 吞 + 3左)

+ (一又+ z左)夕: + y , z 一 夕, ,

~ [ 1 0 一 ( 5 + ; )交一 交
`
] : 一 ( , + 占 + 2左) , : 一 。 一 幻

: ,
一

十 y : , 一 y , ;
.

一次近似的特征根是
:

P
Z

一

故 尸( l
,

左
,

o ) 是初等鞍点
.

1 0 一 ( 5 + 占诚 一 左, > 0 ,

一 1 5 + 8 , 一 9占一 2 ( 5 + 占沃 一 3友
, < 0

.

因为 反> 尖
,

互比无切直线 K 的斜率 (小于 l / 2 4 ) 还要大
,

所以 P 点与直线 K 在赤道上
艺U

的相对位置如图 1 所示
.

赤道上积分曲线的方向是根据文献【1 01 标定的
.

引理 2 证毕
.

令
:

;
`

一 工 (
x Z + , , )

,

; ,

一 (
: + 粤、

: ,
+ l ox , + 丝二卫匕土 j竺 , 3 ,

Z \ j l j
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F;

(
一0 0 1一 丝

4

。 +生 aZ +Z oe

)
一 +` , 0 + ,。`

一 ,· ” + ` ” · ” ’ 十 二 , 3

+ 12 7 5 + 鱼
; 一 13 5 , + 工 ( s 。 一 9。 )

,

1
4 4 J

y月

F S

一

(
一 , ` 6

·

十

小
, ”

0 4 3

l 5
占一 2 2占2

+
x , 一 ( 4

,

0 5 0 + 8 0 0占一 1 0占,

) x
4 y

、

l
了

占
i一5

+ 鱼
。 + : , 。 2

、
二 3 , 2 + (一兰

3 / \ 鲤
一 立婴互

。

+3 川即
3 j /

F `
~

+

(i
卫
之

聋竺
+

紧
旦 ” + ,

,

” 2 ` , 2
+

瞥
`

今
夕5,

(
丝

嘿
一

兴黔
。 一塑劣

旦
一

“
,

, ” 0“ 3

一

臀
“

今
· `

+

(
一 3;

,

, 5

卜 二
臀

呈`

卫 l

拳
` 2 + , , “ 3

)
一 , +

(整黔乃
卫
令巡

“

一塑笋
。 2一

臀
, 3

一

警
“ 4

)
一 , ’ +

(
一

缨
+

瞥
` +

黔
”

+ 2 0 5 0
3

)
一 , 3

一

(些笋
之“

护耀逛
` 2 + ;

瞥
“ 3

+

粤
“ 4

)
·
,

,

一

降
。 +

等
” 2 + , , “

今
· , ’

洋些

严
, `

·

G
一

~ F ,
+ F

3
+ F ; , G 6

~ G ;
+ F S

+ F `

x
:

~ 一 1 ox Z + ( 5 + 占)
x夕 + 夕2 , y : ~ x , + (一 2 5 + s e 一 9占)

x y
.

引理 3
.

代数曲线 “

分支以 L :

记之 )
.

证
·

在圆周 护 + 尹
二

~ 1 0一 51
在区域 1 0一肠 < p < 1 0一 25 内有唯一的单闭分支 (这个闭

声 ( p > 0 ) 上
,

根据不等式

}艺
。 , ,一 , ,

{、
, `

艺 }一
,

,
面+ 尹= k `+ , = 之

进行估值
,

可得不等式
IX

,
! < 2 0 p 2 ,

IY
,

! < 3 o p Z ,

< 1 0协2 ,

< 1 0月户3 5

< 1 0 , p . ,

< 1 2 x 1 0协
, s

}箭}
< ’ 。 ,

’ ,

!箫1
=< 1 04一

,

}登]
< `。 ,

` ·

!登】
< 8 x 1 0 5, ,

.

丛ax丛加丛
ax
登】尸

3

】< 10加, ,

IF
;

1 < 1 0 , p ` ,

! F
S

} < 1 0加
, ,

! F
6

! < 1 0`p 6 ,

因为

G `
!
; , : o一 t , 妻 ; ,

}生 一 10 , , 一 1 0

所以曲线 G`
~ 1 0一 5,

在圆

L 2

P 一 10一 25

子, 2

一 ` 0 ,
3

一 , 护

小
1。一

内有闭分支
,

现证这个闭分支是唯一的
.
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夕出现至少 四个极限环 的例子1 0 5 5

对同一个 e 及 。簇
, :

< , 2 < 1 0一乃 有

G `
(
; Z e o : 8

, , Z s i n 口) 一 G 6

(
; : c o s 日

, , , : i n s )

~ l / ,

` 弓 — 又r 二一 1)r 一艺 (r ,一 r l) { F
.

( e o s s
, : i n s )】

) (
r 名

一 r :

) 卜土
了

L 2

一 1 0 , (
r笠+ r : r : + r

孟) 一 艺 艺
10 , + ` r : r孟一`

异 (
r : 一

) (
; 2

一

少五 一 3 x l o , r龙一 艺
` 0` + , r `

八 十

2

立 一 ; 。3 , ;1一 (
, 刁一

; :

) {
, 2

(工 一 1。; ; 2

卜 二1>
。

.

J L \ 2 / Z J

r....L一,...L
、、碑、、了

.月.月犷犷

因此
,

曲线 G ` 一 1 0一兄 在圆 p ~ 1 0一乃 内只有唯一的闭分支
.

以 乙 ,

记这个闭分支
.

因为
。 。
一 1。一 5 1 、 , 2

{李
+ 1。 2; + 1 0 3; 2 + 1 0 5 ; 3

+ l。` , 4

1
,

L 艺 J

所以在环线 L ;

上还有
: 10一肠 < .P

在区域 1 0一肠 < p < 1犷乃 内
,

因为

`
一

擎丫+( 粤丫
一 二 2

十 , 2 + 2二

夕
一

擎
十 2 , 又琴 +( 女琴丫

\ O x / \ o y / 万二飞 o x — 口 y 城芯飞 口 x /

+ (女琴丫
) ; 2

{
, 一 2 ;

(
1。 2 +

夕
,。 3一 ; ,

、一 2 0 2 只 , 。 1 1

1
从二写 O y / L 、 苏二 / J

) 1 0一 5, [ l 一 2 x 10一二5 火 1 0 , 一 2 x 1 0一匆 x 1 0+ `弓
] > o ,

所以 L ;

上 (在区域 1 0一 26 < p < 10 刁
,

内 ) 没有奇点
.

这就证明了 L :

是单闭的 oJ r dan 曲线
.

引理 3 证毕
.

同理可证
:

引理 4
.

代数曲线 G ;

~ 1 0一 153 有唯一单闭分支在区域 10一刀 < p < 1 0一 76
之中(以 L Z

记

这个闭分支 )
.

引理 S
.

LI
, L Z

都是系统 l( ) 的无切环
.

证
.

不难验证
,

在环线 L l

上

攀 } 一 (里粤婴
。 + 儿攀

。 2
+ 15 ,
八(

x , + , 2
)

3
+

华
x

Z
+

婴
y Z

4 t l ( 1 ) \ l艺 1艺 / 口 x 口 y

+ ·

{
一 (一 + , 2

)
2
+ ( 8”

一
3一 , + , 3

) x
Z + :一

+ 3· , 2
+ 4 (一 1 3 8

+ “ 一
3 6“ , ,” ` 2 + 8一

(蹂份
+

器)}
+ 几

(一睿势)
( 1

.

9 x 1 0 2占户 6
+ 5 x 1 0 7尸 + 1 0一 7 0 x Z户`

+ 10一 2, 0 X Z户2

毛 户 6

[一 1
.

9 x 1 0一 ,`
+ 5 x 10 7夕。

a x

) + 1 0一` ,户`
+ 1 0一 250 x 1 0一 刁9

簇 户`

(一 1
.

4 x 1 0一 , 6户系i
。

+ 1 0一` ,
) + 1 0一 2 , ,

《 一0一 ` x 肠 X (一 1 0一`吕

) + 1 0一 2 , , < 0
.

这证明了
,

在 L ,

上
,

系统 ( l) 的积分曲线当
`
增加时由外往里钻

.
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在环线 乙才上
,

d自 l ~

d t l `一,

一 e
(
x z
+ 夕2

)
2 +

a F
4

a x

+ `

x(
2 + ·

丝
, 十 二

a 刃
) 1 0一 , o p ` 一 5 x 1 0协

5 + 2又户 2

) p 呼( 10
一 7 0 一 5 X 1 0 , x 1 0一 7̀

) 一 1 0一 `力 x 1 0一` ”

) 1 0一 ` x 77 x 1 0一 7` 一 1 0一栩 > 0
.

这证明在 L
`

上
,

系统 ( l) 的积分曲线 当
`
增加时由里往外钻

.

引理 , 证毕
.

引理 1一 , 证明
:
系统 (一) 具有四个 p o i n e a r卜 eB

n d i
x s o n

环域 (如图 i 所示 )
.

环域 I: 外界为赤道的一部分与无切直线 K所组成
,

内界为奇点 A
.

环域 11 :
外界为赤道的另一部分与无切直线 K所组成

,

内界为无切环 L ; .

环域 111
:
外界为无切环 乙: ,

内界 为无切环 肠
.

环域 W
:
外界为无切环 与

,

内界为奇点 0
.

根据 oP i n ca r卜 eB dn ixs on 环域定理
,

每一个环域里面至少各存在一个极限环
.

系统 ( l) 至

少存在四个极限环
.

因而 N ( 2 ) ) 4
.

定理证毕
.

本文是在华罗庚教授的关心和帮助下完成的
,

并得到导师秦元勋教授的指导和董金柱教

授的帮助
,

作者深表谢意
.
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