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摘 要

本文根据第一作者1 % 1 年提 出的双剪应力屈服准则
,

系统地提 出了双剪应为强

度理论
.

它包括双剪应力屈服准则(应力空间)
、

双剪应变屈服准则(应变空间)
,

考虑

s D 效应和静水应力效应的广义双剪应力强度理论以及 晶体滑移的临界双剪应 力准

则
.

一
、

引 言

材料在复杂应力状态下的强度理论
,

是固体力学以及材料和结构强度研究中的重要基础 ;

对于各种工程数值计算也十分重要
.

因此
,

强度理论的研究
,

吸引了固体力学
、

材料科学
、

应用

数学以及机械
、

土木
、

冶金和航空工程等各个领域研究者的广泛兴趣
.

在过去两百年来曾经提

出过很多屈服和破坏准则
.

关于材料屈服和破坏的研究
,

大致可以分为两个时期
: 在 1 9 51 年以前基本上是破坏现象

的研究
.

这一时期提出了若干屈服和破坏准则
.

rT se c a

准则和 iM sse 准则是应用最广的两个

屈服准则
.

195 1年 D r cu ke r 1[] 等提出了一个关于屈服面的基本公设
,

由这个公设可得 出屈服

面的外凸性
.

1 9 6 2 年 H乃 10 111 阳 2[J 又将屈服面的外凸性推广到应变空间
,

屈服准则的研究在

更坚实的理论基础上得到发展
.

各向同性材料的屈服准则
,

可以表述为三个独立的应力不变量或三个主剪应力的函数
,

即

f (沂 ) = f ( I
: , 1 2 , 1 3

)
,

( l )

f (沂 ) 一 f( J
Z ,

J
,

)
,

( l
`

)

f (伪 ) 一 f (
r : 2 , : 2 , , r ,:

)
,

( 2 )

式中 I : , 1 2 , 1 3

为应力张量不变量
,

J
Z ,

J
3

为应力偏量不变量
, 几 2 , 几 ,

和 几
1

为三个主剪应

力
.

广义强度理论可以表述为

f ( ia ) 一 F ( I : ,

J
刁 ,

J
3

)
,

( 3 )
F (巩 ) 一 F (

r , : , : : 3 , : 3 1 ; 叭
2 ,
丙

3 ,
几

:

)
,

( 4 )

式中 氏
2 ,

丙
3 ,
几

:

分别为主剪应力 lr Z ,

几
3 ,
跳

:

作用面上的正应力
.
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二
、

双剪应力屈服准则

本文第一作者 1 91 6年提 出的双剪应力屈服准则
” ,

满足 D ur c k er 公设的屈服面的外凸性

条件
.

双剪应力屈服准则认为材料的屈服决定于两个较大的主剪应力
,

即最大剪应力 几 ,

和中

间主剪应力 叭
2

或 几 3
.

它的数学表达式为
〔3]
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时
,
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合
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一
“ ` 1 2

成 r 2 3

时
,

在实际使用时可以根据 叭 2

) 介
,

或 r 12

蕊 几 ,

选用方程 (劝式或 ( 5
`

)式
.

双剪应力屈服准则的菱形十二面体剪切模型如图 1所示
.
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图 l 双剪应力屈服准则的剪切模型 图 2 用菱形十二面体组成连续体

菱形十二面体同立方体一样
,

也是一种空间等分体
,

即可以用相同的多面体来充满一个空

间
.

许多菱形十二面体单元的组合可以作为一个连续体
,

如图 2 所示
.

值得指出
,

各个菱形十

二面体可以形成紧密的变形而仍保持为平行多面体
,

它们充满空间而没有空隙和重叠
,

是一种

适合于变形连续介质力学的单元模型
.

在应变空间中
,

双剪应力屈服准则可以推广为双剪应变屈服准则如下

、

、
矛
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、
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式中
8 1 , 5 2

和 。 、

为三个主应变
,
扩 为拉伸 (压缩 )极限应变

, 那 为泊松比
.

双剪应变屈服准则和其它两个应变屈服准则
,

即 rT se ca 应变屈服准则 (最大剪应变屈服

准则 )和 M ise
s 应变屈服准则 (八面体剪应变屈服准则 )

〔̀ , 刃
一样

,

在应变空间中满足屈服面的

1) 俞茂键
,
各向同性屈服函数的一般性质

,
西安交通大学科学论文
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外凸性
.

三
、

广义双剪应力强度理论

在建立双剪应力屈服准则时
,

我们曾引人下述假设
,

即材料的拉伸和压缩屈服极限相等
,

静水应力不影响材料的屈服
.

这一假设对于常用金属材料的屈服是适合的
,

但是不适合于

脆性材料的断裂
.

最近的一些研究表明
,

静水应力对某些金属的屈服有一定影响
.

也有一些

研究者研究了高强度钢
、

聚合材料和土壤的 SD 效应
,

即拉伸和压缩的强度差效应
,

并且提出

了一些考虑静水应力 ` 和 S D 效应的广义强度理论
〔̀ 一 8] .

其中一些强度理论主要以应力偏量

第二不变量 J
:

(或八面体剪应力 几 ) 为基础
,

进一步考虑应力张量第一不变量 I ,

和应力偏量

第三不变量 J
3 .

如 ( 3 )式所示
.

按照双剪应力准则
,

进一步考虑静水应力 ` 和 SD 效应对材料破坏的影响
,

可以导出一

个新的广义双剪应力强度理论
.

为此
,

引人菱形十二面体模型
,

如图 3 所示
.
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图 3 广义双剪应力强度理论 图 4 广义双剪应力强度理论

的菱形十二面体模型 在主应力空间中的极限面

由于三个主剪应力中
,

最大主剪应力 几 ,

恒等于另两个主剪应力之和
,

即 几
3
~ 几 2

十 几
3 ,

它们中只有两个独立量
.

考虑两个较大主剪应力及其相应的正应力
,

可以建立一个广义双剪

应力强度理论为
r 一 : , 3

+ : 1:

+ 夕(几
,
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+ : 23
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时
,
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时
,

( 7 )

( 7
,

)

当当

式中 夕为反映十二面体正应力对材料破坏强度的影响系数
, c 为与材料拉压强度有关的数值

.

它们的值可由材料的拉伸极限应力
a
擎和压缩极限应力 己 确定为

s(臼(0’
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,

( 7 )式的广义双剪应力强度理论为
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显然
,

双剪应力屈服准则为广义双剪应力强度理论的一种特殊情况
,

即材料拉压强度相同

(
“ ~ l) 的情况

.

广义双剪应力强度理论在三维主应力空间中的极限面及其在 两 平面上的极 限迹 线 如 图
4 (

:

) 和 ( b ) 所示
.

它是一个以静水应力轴 (
。 1
一 伪 ~ 几 ) 为轴线的半无限的不等边六锥面

.

极限六锥面的形状和大小与材料拉伸和压缩强度极限有关
.

当材料的拉压强度极限相等时
,

广义双剪应力强度理论的极限面成为双剪应力屈服准则的六边棱柱面
.

广义双剪应力强度理论也可以改写成下述形式
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式 ( 1 0) 和 ( 10
’

)可以看作为考虑了平均正应力 ` (静水应力 ) 和最大正应力 巩 (或最小正应力

几 ) 影响的双剪应力强度理论
.

四
、

晶体和多晶体金属滑移的非 S hc m id 效应和临界双剪应力准则

双剪应力强度准则
,

也可以推广应用于晶体的多滑移问题的研究
.

在宏观力学中
, T er s ca 于 18 6 4 年建立了最大剪应力屈服准则 ;晶体的临界剪应力定律则

于 19 2 4 年第一届国际应用力学大会上由 Shc m id[
9]
提 出

.

它们的准则与某些材料和晶体的实

验资料相一致
.

但是
,

rT se ca 准则和 cS h m记 滑移定律
,

对于某些材料和晶体也存在一些差

异
.

这是由于其它剪应力也将影响材料的塑性变形
.

多年来
,

曾经观察到晶体滑移的多滑移系统和非 Sc h m i d 效应
.

s c h m id 自己〔, 。 , , s e e g e r 〔川

等人曾指出
,

有些滑移并不仅仅在一个系统上进行
,

而有几个等同的滑移系统同时参加形变
.

例如
,

钠卤化物与钾卤化物晶体通常有两个十二面体的滑移系统
,

而 N a CI
, K CI

, K B r , K 【

等碱金属卤化物晶体往往在十二面体滑移系统上首先发生滑移
, S比ge

r
把它们称为十二面体

滑移 l11[
.

se ge er 还指出
,

一般多晶体在很小的形变时就要出现多滑移
.

S hc oll 还证明
,

对面
J

合立方金属的实验
,

一开始就得到多滑移
,

同时
,

其临界剪应力要高于单滑移的临界剪应力
.

sc h m记 和 eS ge er 也指出
,

对这个效应做出定量的解释还存在着困难
.

近十余年来
,

这一问题的研究得到进一步发展
.

东京大学 aT iar 和 H ay as ih 于 19 71 年指

出
` 12]

,

在多晶体金属中
,

晶体不能在简单滑移系统中发生变形
,

而必须在多滑移系统 中变形
.

因为单滑移系统将在晶界上产生一些缝隙
,

但实际情况并不如此
.

在多晶聚合体中
,

为了满足

力学条件
,

晶体滑移必须多于四个滑移系
.

他们又指出
,

多于 四个滑移系统的组合
,

应考虑到

晶格的对称性和力学条件
.

因此常用一个八面体
、

十二面体
、

二十四面体等表示多滑移系统
.

最近 A sa or 和 iR ce 13t ,
也指出

,

除了滑移面上的剪应力
: ma

二

影响剪切变形外
,

其它剪应

力也将影响剪切变形
,

因为其它剪应力也将促进主滑移系统的剪切变形
.

他们把这种与 S hc m id

定律的差异
,

称为非 Shc m id 效应
.

显然
,

由于滑移现象的多样性
,

已经不可能用单一的 s hc m id 剪应力定律来表述各种晶体

材料的塑性变形规律
.

根据晶体的菱形十二面体滑移系和相应的空间应力状态的双剪应力准则
,

可以导出一个
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类似的晶体临界双剪应力准则
〔,

,.]

立方单元体的空间应力状态以及从立方体截取出来的矩形体
,

如图 , 的 (
:

)一 ( d) 所示 ;

从这些矩形体截取出来的正交八面体如

图 。 中的 f( )’, ( g ) 和 ( h )所示 ;从正交

八面体中截取出来的菱形十二面体如图
5 (

e
) 所示

.

这两个滑移模型
,

即菱形十

二面体滑移模型和正交 八 面 体 滑 移 模

型
,

可用来表示晶体在复杂应力状态下

的多滑移系统
,

并建立相应的晶体临界

双剪应力准则
.

晶体临界双剪应力准则认为
,

当十

二面体多滑移系统或正交八面体多滑移

系统上的两个剪应力之和达到某一临界

值时
,

晶体开始发生滑移
.

临界双剪应

力准则可以解释一些晶体和多晶体的多

滑移系统和非 s hc m记 效应
.

最后还要指 出
,

临界双剪应力准则
,

预示了菱形十二面体多滑移系和正交八

面体多滑移系
.

但这里的八面体不同于

正八面体
,

正八面体是一种等倾八面体
,

而这里的八面体是一种各个面都相互垂

直的八面体
,

故称之为正交八面体
.

拼拼拼拼拼拼拼拼拼拼拼拼
}}}}}门门}}}}}

}}}}}
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五
、

双剪应力强度理论与

实验资料的比较
。 一 r 复合应力状态是机器结构中最

常见的一种应力状态
.

这时双剪应力屈

服准则和广义双剪应力强度理论分别表

述为
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图 5 在复杂应力状态下的菱形十二面体

多滑移系统和正交八面体多滑移系统
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时
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图 6双剪应力强度理论在 a一 `
复合应力状态的极限迹线

图7 广义双剪应力强度理论与铸铁实验资料的比较
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”/ y , ,

、 1 /
. _

厂爪厂代- 代一飞
、 一 .

I’ 诀 I’ 刀 万恤 十 声v 了 + 斗 r 一

夕气 ”
·

对于不 同拉压强度比
“ ~ 瞬 /己 的极限线

,

如图 6所示
.

这些极限线
,

由两组曲线相交

的内曲线所组成
, “ 一 1 时为双剪应力屈服迹线 (即 昨 ~ 己 )

.

双剪应力屈服准则与几种塑性材料的初始屈服面的实验资料的比较已在文献 〔3] 中进行

T 讨论
.

广义双剪应力强度理论与 C o r n e t 和 C r a s s i〔̀
, 一 ` , , 以及 M

a i r ` , ` ,` 9 , ,

等所作的灰铸铁和

孕育铸铁在 。 一 : 复合应力状态下的实验结果的比较如图 7 (
:

) 和 ( b ) 所示
.

图 7 (
:

) 中△为灰铸

铁实验点
,

O 为孕育铸铁的实验点
.

图 7 ( b ) 则为 C o r n e t 和 C r a s s i〔, , , 以及 M
a i r 〔, , , ,

C o f f i
n 〔` , ,

等对不同铸铁所得到的实验结果
.

在图 8 中给出了三种不同标号混凝土 ( O

—
4 00 号

, X

—
30 0 号

,

△— 20 。 号 ) 在

拉剪和压剪复合应力状态下的实验结果
〔0zJ

.

对于这些结果
,

冈岛达雄
、

Br se l e : 以及坪井善胜

等分别提出了不同的经验公式
[2旧 ,

但都没有得出一个理论表达式
.

在图 8 中
,

根据材料的拉压

强度比
,

绘出了广义双剪应力强度理论所预示的相应的强度极限迹线
.

图 s 广义双剪应力强度理论与三种不同标号混凝土实验结果的比较

从以上这些试验结果以及文献 〔31 中的试验资料对比中可见
,

双剪应力强度理论与一些材

料的实验资料的符合程度是令人满意的
.

J ~

/ 、 、 结 论

材料在复杂应力状态下的强度理论
,

是一个复杂而重要的问题
.

关于这一问题的现有的

大量研究
,

大多以最大剪应力准则或正八面体剪应力准则为基础
.

但是由于各种材料的破坏

和晶体滑移现象的复杂性和多样性
,

似乎还不可能用单一的理论或准则去说明各种不同材料

在复杂应力状态下的破坏和滑移现象
.

因此
,

必然存在一些不同的理论和假设去适合不同材

料和晶体在复杂应力状态下的破坏和滑移
.

本文把菱形十二面体模型作为连续介质力学的单元体
,

系统地提出了双剪应力强度理论
.

它包括双剪应力屈服准则 (应力空间 )
、

双剪应变屈服准则 (应变空间 )
、

考虑 S D 效应和静水应

力效应的广义双剪应力强度理论
,

以及晶体滑移的临界双剪应力准则
.

双剪应力强度理论与某些钢和铝
〔3 , 以及一些铸铁 15[

一 ` , , 和混凝土叫 的实验结果较为符合
户
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