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摘要 Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) 理论是 20 世纪最重要的数学成就之一. 近年来, 很多数学

和物理分支中, 如天体力学、凝聚态物理、动力系统、偏微分方程、数学物理和算子谱理论, 出现了形

形色色与 KAM 相关但经典 KAM 理论不能解决的问题, 刺激了 KAM 理论和方法的进一步发展. 本

文对有限维和无穷维 KAM 理论的最新研究成果给出一个简要的综述 (并不很全面), 内容包括 KAM

理论中的非退化条件、低维不变环面及其有关 Hamilton 偏微分方程的 KAM 定理.

关键词 KAM 理论 Hamilton 系统 不变环面 小分母 非退化条件 Hamilton 偏微分方程

MSC (2010) 主题分类 37K55, 35B10

1 有限维 KAM 理论

Hamilton 系统是由辛流形上的 Hamilton 函数确定. 在局部坐标下, 通常可以写成下列形式:

q̇ = Hp(p, q), ṗ = −Hq(p, q), (q, p) ∈ P ⊂ R2n,

其中 H 是 Hamilton 函数, 相应的辛结构为 dq ∧ dp, n 是自由度.

Hamilton系统有许多重要的自然科学背景,最重要的例子就是著名的 N 体问题,它是由 N 个质点

构成的一个 Newton 系统, 只考虑质点之间的万有引力作用. 多体问题首先来源于太阳系的数学模型,

而太阳系的稳定性问题长时间以来一直是数学、力学和天文等科学家非常感兴趣的问题,参见文献 [1].

1.1 可积和近可积 Hamilton 系统

最简单的 Hamilton 系统是可积系统, 它的相空间结构和动力学性质完全清楚, 因此, Hamilton 系

统的可积性问题长久以来一直吸引着许多科学家的注意. 这方面最重要的成果是 Liouville 可积性定

理, 这个结论由 Arnold [1] 证明.
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定理 1.1 (Liouville 定理) 设 H 是 2n- 维辛流形上的 Hamilton 函数, 且有 n 个相互独立对合

的首次积分 F1 = H,F2, . . . , Fn. 令

Mf = {x | Fi(x) = fi, i = 1, 2, . . . , n},

其中 f = (f1, f2, . . . , fn) ∈ Rn, 则 Mf 是光滑流形, 且关于 H 的 Hamilton 流是不变的. 如果 Mf 还是

紧的连通流形, 则它同胚于下列 n 维环面:

Tn = {(φ1, φ2, . . . , φn) mod 2π} = Rn/2πZn.

此外, H 在流形Mf 上的相流是条件周期运动,也就是说,在角坐标 φ = (φ1, φ2, . . . , φn)下,有 dφ
dt = ω,

其中 ω = ω(f) 是拟周期频率.

Liouville 定理说明, 通过适当选取辛坐标, 一个可积系统在不变环面附近具有如下形式:

H(q, p) = h(p), (q, p) ∈ Tn ×D,

其中 p 称为作用变量, 而 q 称为角变量. 此时容易看到, 相空间被下列所有不变环面所充满:

Tω = {Tn × {p0} | p0 ∈ D},

且该不变环面上的拟周期流可以表示为 q(t) = q0 + ω(p0)t, p(t) = p0, 其中 ω = hp 是频率.

拟周期运动是可积 Hamilton 系统的典型 (typical) 现象, 可积 Hamilton 系统的相空间结构和动

力学性质清楚而且简单. 但是, 不是所有的 Hamilton 系统都是可积的. 1892 年, Poincaré [2] 证明了著

名的不可积定理, 它说明可积系统在通有的 (generic) 扰动下是不可积的 (也可参见文献 [3]). 例如, 当

N > 3 时, N 体问题就是不可积的.

但是, 如果忽略行星之间的相互引力, 此时对应于太阳系的多体问题就变成可积的. 既然太阳占

有太阳系中的绝对主要质量, 行星之间的相互引力相对于太阳的引力来说是非常小的, 因此, 太阳系

就可以作为一个可积系统的小扰动.出于这样的考虑,人们开始研究可积系统的小扰动系统,也就是近

可积系统.

考虑下列近可积 Hamilton 函数 H(q, p) = h(p) + f(q, p), 其中 (q, p) ∈ Tn ×D, 这里 D 是 Rn 中

的有界连通区域, f 是小扰动项.从动力学的稳定性来看,知道可积系统的什么性质在小扰动下可以保

持下来是很重要的. 在小扰动下, 一个可积系统什么样的不变环面能保持下来? 而什么样的不变环面

会破裂? 这些问题都是近可积 Hamilton 系统的基本问题.

这些近可积 Hamilton 系统的基本问题与天体力学中的稳定性问题有重要联系, 这些问题受到许

多天文学家和数学家, 如 Kepler, Newton, Lagrange, Liouville, Delaunay 和 Weierstrass 等的关注. 历

史上, 太阳系的稳定性问题一直受到科学家的关注. 事实上, 由于太阳系中的实际运动是拟周期运动,

因此太阳系的永久稳定性被认为是理所当然的. 既然 Poincaré 定理说明了 N (N > 3) 体问题是不可

积的, 许多数学家试图给出太阳系稳定性的理论证明, 这极大地推动了可积系统扰动理论的发展.

1.2 经典 KAM 定理

关于解析近可积系统的不变环面问题, 1954 年 Kolmogorov [4, 5] 宣布了在一定的非退化条件下大

多数未扰动可积 Hamilton系统的不变环面在小扰动下仍然保持下来,且给出了证明的基本思路;而完

整的证明后来由 Arnold [6] 和 Moser [7] 给出. Moser 的结果还适用于有限光滑系统. 这些结论现在简

称为 (经典的) KAM 定理.
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定理 1.2 [4–9] 考虑一个如上述给出的近可积 Hamilton 函数 H(q, p) = h(p) + f(q, p). 假设频率

映射 ω = hp 在下列意义下非退化:

det

(
∂ω

∂p
(p)

)
̸= 0, ∀ p ∈ D, (1.1)

且 ω = hp(p0) 满足下列 Diophantine 条件:

|⟨ω, k⟩| > α

|k|τ
, ∀ k ∈ Zn \ {0}, (1.2)

其中 α > 0, τ > n− 1. 如果 f 充分小, 则由 H(p, q) 生成的 Hamilton 系统有一个以 ω 为频率的不变

环面, 它只是未扰动可积系统的不变环面 Tω 的小小变形. 在这个意义下, 我们通常说未扰动系统不

变环面 Tω 在小扰动下保持下来. 所有保持下来的不变环面以频率为参数构成一个 Cantor型集合,在

Lebesgue 测度意义下占据了相空间的绝大部分区域.

KAM定理说明,对于具有上述非退化条件的近可积 Hamilton系统,拟周期运动是典型现象 (typ-

ical), 保持下来的不变环面在 Lebesgue 测度意义下充满了相空间的绝大部分区域. KAM 定理推翻了

传统的遍历假设: “通有的 Hamilton 系统在 (几乎) 每一个紧的连通的能量超曲面上是遍历的”. 关于

这方面的问题, 参见文献 [3, 10,11].

显然,所有不变环面组成一个稳定的区域,而这片稳定区域在 Lebesgue测度意义下占据了相空间

的绝大部分地方. 因此, Kolmogorov 结论说明了测度意义下的稳定性, 同时也从理论上对太阳系稳定

性问题给出了一个肯定的答案.

Kolmogorov 结论完整的证明首先是由 Arnold 在实解析情形下给出的 (参见文献 [6, 8]), 后来,

Pöschel [12] 又给出了一个简洁的证明. 事实上, 关于 Kolmogorov 定理有各种各样的证明, 参见文

献 [13–19]. 同时, 对于平面上具有椭圆不动点的有限光滑的保面积映射, Moser [7] 发展了一种快速收

敛方法, 证明了不变曲线的存在性. 与 Kolmogorov 定理类似, Moser 的方法同样有小分母的问题. 事

实上, 对于拟周期问题, 小分母引起的困难是本质性的. 这方面的问题可参见文献 [20–25].

下面给出 KAM 理论的基本思想和框架, 详细证明可参见文献 [12]. 主要思路是通过辛变换找到

保持下来的不变环面附近的规范形. 为此, 首先在未扰动系统的不变环面处作线性化. 考虑变换 p = ξ

+ I, q = θ, 则

H(q, p) = e+N + P (ξ; θ, I),

其中 e = h(ξ), N = ⟨ω(ξ), I⟩, ω(ξ) = hp(ξ), P (ξ; θ, I) = fh(I, ξ) + f(θ, ξ + I), ξ ∈ Π ⊂ D 作为参数, 这

里 e 是一个通常忽略不计的能量常数, N 是一个规范形, ω : ξ → ω(ξ) 称为频率映射, P 是小扰动项.

在此变换下, Hamilton 系统化为

θ̇ = HI = ω(ξ) + PI(ξ; θ, I), İ = −Hθ = −Pθ(ξ; θ, I). (1.3)

这样,一族不变环面 Tn×{p}的保持性问题转化为一族 Hamilton系统 (1.3)的不变环面的保持性问题.

通过引进参数 ξ,不变环面的频率问题可以从 KAM步骤中独立出来处理,这个技巧首先是由 Moser [7]

和 Pöschel [26] 发展起来的, 现在成为许多 KAM 理论的一个标准程序.

然后构造一个辛映射, 它是时间等于 1 的 Hamilton 流映射 Φ = Xt
F |t=1, 其中 F 是生成流映射

的 Hamilton 函数. 在此辛映射下, Hamilton 函数 H 变为

H ◦ Φ = N+ + {N,F}+R− [R] + P+,
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其中记号 [R]是指 R在 Tn 上的积分平均值, {·, ·}是 Poisson括号积.这时新的规范形为 N+ = N+[R]

= ⟨I, ω+(ξ)⟩, ω+ = ω + ω̂, 这里 ω̂ = ∂I [R]. 而新的扰动项是

P+ =

∫ 1

0

{(1− t){N,F}+R,F} ◦Xt
F dt+ (P −R) ◦ Φ.

如果下列关于 F 的线性同调方程有解:

{N,F}+R− [R] = 0, (1.4)

那么, 通过辛变换 Φ, Hamilton 函数 H 变为 H+ = N+ + P+, 其中 N+ 是新的规范形, P+ 是一个更小

的扰动项.如果上述过程可以重复的话,那么新的 Hamilton函数 H+ 就如人们期待的那样越来越接近

于一个可积的规范形了.

接下来解同调方程 (1.4), 这是 KAM 方法最重要和最关键的步骤. 将 R 和 F 展开成 Fourier 级

数, 通过比较 Fourier 系数, 形式上可以得到 Fk = 0, 如果 k = 0; Fk = 1
i⟨ω(ξ),k⟩Rk, 如果 k ̸= 0 且

⟨ω(ξ), k⟩ ̸= 0.

容易明白, 上述想法其实就是 Newton 逼近的思路, 其目的是, 通过解一个近似线性方程 (1.4), 找

到不变环面更近似的规范形. 但是, 由于小分母导致的本质性困难, 很难得到近似线性方程解的有效

控制. 事实上, 当 0 ̸= ω ∈ Rn 且 n > 2 时,

inf
0 ̸=k∈Zn

|⟨ω, k⟩| = 0 且 sup
0 ̸=k∈Zn

|⟨ω, k⟩| = ∞.

这说明线性算子 LF = {N,F} 以及它的逆算子 L−1 都是无界的, 于是对于解方程 (1.4) 来说标准的

隐函数定理就失效了, 参见文献 [27].

为了获得同调方程的一个可控的解, 人们不得不假设小分母条件 (1.2), 这个条件也称作强非共振

条件或 Diophantine 条件, 来控制逼近解的范数, 这样才能保证 KAM 迭代的收敛.

对于解析系统, Diophantine 条件 (1.2) 可以减弱为下列形式的小分母条件:

|⟨k, ω⟩| > ϕ(|k|), ∀ 0 ̸= k ∈ Zn,

其中 ϕ 是一个逼近函数, 这里逼近函数是这样一类函数: 当 |k| → ∞ 时, 比负指数函数 (如 a−|k|

(a > 1)) 衰减慢, 但比负指数的幂函数 (如 |k|−τ (τ > n − 1)) 衰减快. 上述由逼近函数给出的小分母

条件对于解析系统来说是最优的, 关于这方面的问题, 参见文献 [17, 28–30].

另一方面, 如果 τ > n − 1, 所有满足条件 (1.2) 的 Diophantine 向量构成一个没有任何内点的

Cantor 型集合. 而在 KAM 步骤中, 频率向量通常会有一点漂移, 因此, 小分母是非常重要而困难的问

题. 我们通常要求频率映射依赖于某个参数, 且满足像 (1.1) 类似的非退化条件, 这样才能保证无穷次

KAM 步骤后, 满足小分母条件的参数集合是非空的.

1.3 最佳的非退化条件

在 KAM定理中, Kolmogorov非退化条件 (1.1)是充分条件,但不是必要的; 后来许多学者试图寻

找较弱的非退化条件.

1971 年, Brjuno [31,32] 提出了一个非退化条件

rank

(
ω,
∂ω

∂p

)
= n,
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它也称为 Brjuno 非退化条件. 显然它比 (1.1) 弱一些.

20 世纪 80 年代末, Rüssmann [30] 宣布解析情形下的非退化条件可减弱为

∀ (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn \ {0}, a1ω1(p) + a2ω2(p) + · · ·+ anωn(p) ̸= 0, 在 O 上. (1.5)

从几何上看, 条件 (1.5) 等价于频率映射 ω 的像不会完全落在任何一个过原点的超平面上.

大家知道, Rüssmann 非退化条件 (1.5) 是保证 KAM 定理结论成立最弱的非退化条件 (参见文

献 [14, 18]), 然而那个时候 Rüssmann 并没有给出证明, 原因是几何条件 (1.5) 不利于做分析.

1990 年, Cheng 和 Sun [33] 以及 Herman [34, 35] 对一类特殊的三维映射, 在较弱的非退化条件下

证明了一个 KAM- 型结论, 其中未扰动系统的频率依赖于一个一维参数. 1992 年, 这个结论进一步由

Xia [36] 推广到高维保面积映射.

1994年, Cheng和 Sun [37] 在一个较弱的非退化条件下证明了 Hamilton系统的 KAM定理. 几何

上说, 这个非退化条件等同于频率映射的像可以表示为一族充分弯曲的曲线. 这个结论较大地改进了

Brjuno 非退化条件, 但还是稍强于 Rüssmann 非退化条件 (1.5).

1994 年, Xu 等 1) 给出了下列解析条件:

rank

{
ω(p),

∂βω

∂pβ

∣∣∣∣ ∀β ∈ Zn
+, |β| 6 n− 1

}
= n, ∃ p ∈ O, (1.6)

并且证明了它等价于 Rüssmann 非退化条件 (1.5). 利用此条件, 他们给出了 Rüssmann 非退化条件下

KAM 定理的严格证明. 1997 年, Xu 等研究成果 1) 的压缩版发表于文献 [38]; 徐君祥 [39] 后来还给出

过一个小的改进结果.

2001 年, 也就是在非退化条件 (1.5) 宣布 10 年以后, Rüssmann [17] 本人也给出了文献 [30] 中结

论的一个证明. 了解有关更多的信息, 参见文献 [15, 18,24,25,40].

1.4 Melnikov 定理和低维不变环面

低维不变环面的问题对于理解 Lagrange 环面的毁坏机理是非常重要的, 这方面的早期工作归功

于 Melnikov [41, 42] 和 Moser [9], 他们分别考虑了低维椭圆不变环面和低维双曲不变环面问题.

考虑一族实解析近可积 Hamilton 函数 H = N + P, 其中

N = ⟨ω, y⟩+ 1

2

m∑
j=1

Ωj(u
2
j + v2j ) (1.7)

是一个规范形, P 是一个小扰动, 相空间为 P = Tn × Rn × Rm × Rm, 赋予辛结构 dx ∧ dy + du ∧ dv,
ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) 称为切向频率向量, 而 Ω = (Ω1,Ω2, . . . ,Ωm) 称为法向频率向量.

如果 P = 0, 则 H = N 是在低维不变环面处的一个规范形. 显然, (u, v) = (0, 0) 是沿法向 (u, v)

的一个平衡点. 如果 Ωj ̸= 0 (∀ j), 那么 (0, 0) 还是一个非退化的椭圆平衡点, 这样未扰动系统有一个

椭圆低维不变环面 Tn × {0} × {0} × {0}, 切向频率为 ω, 法向频率为 Ω. 我们假设 Ω 解析依赖于 ω.

为了考虑椭圆低维不变环面问题, 我们首先引进下列小分母条件:

⟨ω, k⟩+Ωj(ω) ̸= 0, ∀ k ∈ Zn, j = 1, 2, . . . ,m, (1.8)

1)Xu J, You J, Qiu Q. Invariant tori of nearly integrable Hamiltonian system with degeneracy. Preprint, ETH-Zürich, 1994,

ISSN 0465–7926.
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⟨ω, k⟩ ± Ωi(ω)± Ωj(ω) ̸= 0, ∀ k ∈ Zn, i, j = 1, 2, . . . ,m. (1.9)

(1.8) 称为第一 Melnikov 条件, 而 (1.9) 称为第二 Melnikov 条件. 这里的切向频率向量 ω 也作为参数.

定理 1.3 [41–43] 假设 Melnikov 条件 (1.8) 和 (1.9) 成立. 如果 P 充分小, 对于大多数参数 ω (在

Lebesgue 测度意义下), 在参数 ω 处的扰动系统有一个椭圆低维不变环面, 其切向频率是 ω 的一个小

的漂移.

这个结论由Melnikov [41,42]在 1965年提出,完整的证明由 Eliasson [43]在 1988年给出. Pöschel [26]

也给出了一个不同的证明. 这个结论又进一步由 Kuksin [44,45] 和 Wayne [46] 推广到无穷维情形, 从此

以后, Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论蓬勃发展. 关于无穷维 KAM 理论, 我们将在下一节内容进

行讨论.

Melnikov定理中的第二Melnikov条件不是必须的. 1997年, Bourgain [47] 在第一Melnikov条件下

证明了低维不变环面的存在性. 1999年, You [48] 用 KAM方法得到了重法频率时 (这时第二 Melnikov

条件不成立) 低维不变环面的保存性和线性稳定性. 2001 年, Xu 和 You [49] 进一步用 KAM 方法在第

一 Melnikov 条件下得到了低维不变环面的保存性和线性稳定性.

定理 1.4 [47,49] 假设 Melnikov 条件 (1.8) 成立. 如果 P 充分小, 那么对于大多数参数 ω (在

Lebesgue 测度意义下), 在参数 ω 处的扰动系统有一个线性稳定的椭圆低维不变环面.

值得注意的是, 文献 [50] 中的 Craig-Wayne 方法得不到不变环面附近的规范形, 因此不能说明保

持下来的不变环面有线性稳定性, 文献 [48,49]利用 KAM方法不仅得到了不变环面的保持性, 同时还

得到了不变环面的线性稳定性. 此后, 在各种较弱的非退化或非共振或正则性假设条件下, 有许多关

于椭圆低维不变环面工作, 这里就不详细介绍, 除了上文提及的文献外, 请参见文献 [51–54].

比起椭圆情形, 双曲情形会简单些. 设

N = ⟨ω, y⟩+ 1

2

m∑
j=1

Ωj(u
2
j − v2j ), (1.10)

如果 Ωj ̸= 0 (∀ j),则 (u, v) = (0, 0)是非退化的双曲平衡点. 双曲不变环面的保持性较早前由Moser [9],

Zehnder [27] 和 Graff [55] 得到.

定理 1.5 [9, 27,55] 设 N 由 (1.10)给出,且 (u, v) = (0, 0)是非退化的双曲平衡点. 如果 P 充分小,

且 ω 满足小分母条件 (1.2), 则扰动系统 H = N + P 有一个双曲的低维不变环面, 以 ω 为切向频率.

对非退化双曲情形, Melnikov 条件是不必要的, 许多关于 Lagrange 环面的 KAM- 型结论都可以

推广到这种情形, 参见文献 [48, 56,57].

到目前为止,在非退化情形下,关于低维不变环面的 KAM定理已经取得了丰富的成果.然而,如果

法向平衡点是退化的, 这对 KAM理论带来很大的困难.这种退化的情形会出现在共振 Lagrange环面

在小扰动下破裂分解成低维环面的时候,有关这方面的问题,我们可参见 Treshchev、Eliasson、Broer、

Hassmann、Küpper、程崇庆、尤建功、李勇、易英飞、丛福仲和韩月才等的工作. 双曲的情形参见文

献 [58–64]; 椭圆情形参见文献 [65–68], 一般退化情形参见文献 [69–75].

1.5 广义 Hamilton 系统

广义 Hamilton 系统 (也称 Poisson 系统) 由 Hamilton 函数和 Poisson 结构确定. Poisson 结构

是一种 Lie 代数结构, 由满足 Jacobi 恒等式的双线性反对称形式定义. Poisson 结构可以是退化的.
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在非退化的时候, Poisson 结构局部上就是标准的辛结构, 此时广义 Hamilton 系统局部上就是标准的

Hamilton 系统.

设 M = D × Tn ×W ×W , 其中 D ⊂ Rm 是区域, W ⊂ Rr 是 Rr 中以原点为中心的邻域. M 上

的一个 Poisson 结构由下列结构矩阵定义:
0 −A(I) 0 0

AT(I) B(I) 0 0

0 0 0 −Er×r

0 0 Er×r 0

 , (1.11)

其中 (I, φ, u, v) ∈ M, A(I) 是秩为 m 的 m× n 矩阵函数, B(I) 是反对称矩阵函数, Er×r 是 r 阶恒等

矩阵.

在上述定义的 Poisson 结构下, 对应于 H(I, φ, u, v) 的广义 Hamilton 系统为 İ

φ̇

 =

 0 −A(I)

AT(I) B(I)

 HI

Hφ

 ,

 u̇

v̇

 =

 −Hv

Hu

 , (1.12)

类似于标准的 Hamilton 系统, 称 I 为作用变量, φ 为角变量, (u, v) 为法向变量. 容易看到, 广义

Hamilton系统中,作用变量和角变量可以有不同的维数,相空间M 可以是奇数维.因此,广义 Hamilton

系统包含了标准 Hamilton 系统和保面积映射, 是比较广泛的一类系统.

如果

H = N = h(I) +
1

2

r∑
j=1

Ωj(u
2
j ± v2j ),

那么, 它是一个可积形式, 有不变环面 {I} × Tn × {0} × {0}, 频率向量 ω(I) = AT(I)hI(I), I ∈ D.

标准的 KAM理论并不能直接应用于广义 Hamilton系统,这方面较早的工作归功于 Li和 Yi [76, 77]

及 Cong [78]; 他们成功地建立了广义 Hamilton系统的 KAM理论,且将一些经典的 KAM定理推广到

广义 Hamilton 系统.

定理 1.6 [76] 考虑近可积实解析广义 Hamilton 函数

H(I, φ) = N(I) + f(I, φ),

相应的系统由 (1.12) 给出, 其中 r = 0. 设频率映射 ω(I) = AT(I)NI(I) 满足 Rüssmann 非退化条件.

如果 f 充分小, 那么, 对应于 H(I, φ) 的广义 Hamilton 系统有依赖于某参数的一族不变环面, 它们构

成一个 Cantor 型集合, 在 Lebesgue 测度意义下, 占据了相空间中的绝大部分区域.

李勇和易英飞的课题组还把低维不变环面的 KAM 定理推广到了广义 Hamilton 系统, 参见文

献 [56, 57,70,79–83].

1.6 其他方面进展

在解同调方程时, 小分母会导致光滑性损失, 因此, KAM 方法对于正则性条件是非常敏感的. 通

常我们需要足够的光滑性来补偿小分母带来的光滑性损失.虽然许多 KAM定理首先是在解析条件下

得到的, 但是它们在较弱的正则假设条件下也成立. 这方面一个重要的工作是 Rüssmann [29] 得到的,

他把 Moser 的关于保面积映射的 KAM 定理的 C333 正则条件减弱到 C5, 然后 Herman [34, 35] 进一步
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减弱到 C3+ε. 此外,许多 Hamilton系统的 KAM定理在 Gevrey或 Cµ (µ > 2τ+2)光滑情形下也成立,

其中 τ 是 Diophantine条件 (1.2)中的常数. 有关 KAM理论的正则性问题,可参见文献 [16,25,84–86].

虽然 KAM理论起源于 Hamilton系统,现在它已成为研究拟周期问题强有力的工具. 自从 Moser

关于可逆系统拟周期运动的保持性工作以后, 许多类似的 KAM- 型结果推广到了可逆系统, 特别地,

文献 [9, 14,20,87–89] 在可逆系统的 KAM 理论方面作出了重要贡献.

此外, KAM 理论还可以应用于辛映射, 且得到了许多 KAM- 型结论 [9, 14,20,87–89].

另外一个与 KAM理论密切相关的活跃的研究方向是拟周期线性系统和线性斜积系统 (co-cycles)

的约化问题以及它们在拟周期 Schrödinger 算子谱理论中的应用. 限于篇幅, 这里就不讨论了, 有兴趣

的读者, 关于线性拟周期约化的问题可参见文献 [28,90–95], 关于线性斜积系统可参见文献 [96–100].

2 Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论

很自然,人们希望把有限维 Hamilton系统的 KAM理论推广到无穷维 Hamilton系统,即 Hamilton

函数有如下形式:

H(θ, I, z, z̄, ξ) = ⟨ω(ξ), I⟩+
∑
n∈Λ

Ωn(ξ)znz̄n + P (θ, I, z, z̄, ξ), ξ ∈ Ob, (2.1)

其中 θ = (θ1, . . . , θb) ∈ Tb, I = (I1, . . . , Ib) ∈ Rb, z = (zn)n∈Λ 属于某一 Hilbert空间, Λ是指标集, 通常

Λ = Z1 或 Λ = Zd. 我们称 (θ, I) 为切坐标, zn 和 z̄n 为法坐标.

与有限维 Hamilton 系统不同的是, 如果仅假设扰动充分小, 无穷维 Hamilton 系统的 KAM 理论

一般来讲是不正确的. 于是人们关心有物理背景的由 Hamilton偏微分方程定义的无穷维 Hamilton系

统或无穷格点上定义的 Hamilton 系统, 一个原因是这类无穷维 Hamilton 系统有物理意义, 另一个原

因是这类 Hamilton 系统有一些内在的结构使得 KAM 方法有效. 此前人们只能用变分方法得到周期

解的存在性 (参见文献 [101,102]), 但变分法得不到拟周期解.

2.1 一维 Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论

对 Hamilton 偏微分方程进行 Fourier 级数展开, 再对切方向引入作用 - 角变量变换后, 可得到相

应的 Hamilton 函数 (2.1), 它满足

(A1) 非退化条件 (nondegeneracy): 映射 ξ → ω(ξ) 是 O 和它的像之间的 C1 微分同胚.

(A2) 法频的渐近增长性 (asymptotics of normal frequencies):

Ωn = |n|a. (2.2)

(A3) 扰动正则性 (regularity of the perturbation): 扰动 P 是关于参数 C1 光滑的解析函数, 另外,

扰动 P 是正则的, 即 XP 将 Hs 中的序列映为 Hs−δ 的序列, ∥XP ∥δ <∞. 这里, a 衡量法频 Ωn 的增

长速度, δ 衡量 Hamilton 向量场 XP 的正则性.

例如, 对 Dirichlet 边界条件的一维波方程

utt − uxx +Mξu+ u3 = 0, u(t, 0) = u(t, π) = 0, (2.3)

我们有 a = 1, δ = −1. 对 Dirichlet 边界条件的一维 Schrödinger 方程

iut − uxx +Mξu+ |u|2u = 0, u(t, 0) = u(t, π) = 0, (2.4)
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我们有 a = 2, δ = 0. Fourier 乘子 Mξ 定义为

Mξe
inx = ωn(ξ)e

inx, n = i1, . . . , ib,

Mξe
inx = 0, n ̸= i1, . . . , ib.

Hamilton偏微分方程的KAM理论 (KAMPDEs)起源于 20世纪 80年代的Kuksin [45]和Wayne [46]

的工作, 他们独立证明了后面的 KAM 结果.

定理 2.1 假设 (2.1) 满足 (A1)–(A3), (a, δ) = (1,−1) 或 (2, 0), 另外, 扰动 P 充分小, 则有后面

结论: 存在 Cantor 集 Oγ ⊂ O, meas(O \ Oγ) = O(γ) 和映射 (关于 θ 解析, 关于参数 ξ 是 C1
W 的)

Ψ : Tb ×Oγ → D(r, s)×O,

其中 Ψ 是近乎恒同变换, 使得对任意 ξ ∈ Oγ , θ ∈ Tb, 曲线 t→ Ψ(θ+ ωt, ξ) 是 Hamilton 系统 (2.1) 的

线性稳定拟周期解.

定理 2.1 能应用于 Dirichlet 边界条件的一维波方程和一维 Schödinger 方程.

定理 2.2 [45,46] 对 Lebesgue 测度意义下大多数的 ξ, (2.3) 有一族线性稳定的拟周期解.

对方程 (2.4) 也有同样的结果. 从技术观点来看, Dirichlet 边界条件下的一维波方程是使得 KAM

方法能够应用的最简单的一类无穷维 Hamilton 系统. 原因如下: 第一, 法频是单的且相互之间有一定

的距离, 这保证所需要解的同调方程是数量方程. 第二, 扰动的向量场有 −1 阶的光滑性, 这保证测度

估计的可行性.

对 Dirichlet 边界条件的一维 Schrödinger 方程而言, δ = 0, 这意味着向量场的光滑性比波方程差,

一般情形下这会给测度估计带来麻烦, 幸运的是, 法频 Ωn = |n|2 随着 n → ∞ 会互相远离, 这使得测

度估计可行.

当我们考虑周期边界条件的一维波方程时, 我们遇到了重法频带来的困难. 在 20 世纪 90 年代,

即使是有限维的情形也没有结果,为了克服这个困难, Craig和Wayne [50,103] 利用了 Nash-Moser迭代

和 Lyapunov-Schmidt分解,对有小特征值的无穷维矩阵的逆得到了很好的估计,从而成功地构造了周

期边界条件的一维波方程和一维 Schrödinger方程的周期解. Bourgain [104–107] 进一步发展了 Craig 和

Wayne 的方法证明了 Dirichlet 或周期边界条件下高维波方程和高维 Schrödinger 方程拟周期解的存

在性, 没有外参数的情形可参见文献 [108]. 关于有限光滑的外力驱动的情形及单位球面的情形, 参见

文献 [109–111]. 我们需要强调的是, Craig 和 Wayne 及 Bourgain 的方法对证明拟周期解的存在性是

很有效的方法, 但不能得到线性稳定性, 因此, 他们的结果弱于 KAM 方法得到的结果.

在 20 世纪 90 年代, 人们甚至怀疑 KAM 方法不能处理重法频的情形 (参见文献 [106]). 1999 年,

You [48] 首先在有限维情形克服了重法频带来的困难. 2000 年, Chierchia 和 You [112] 进一步证明了一

个可以处理重法频的无穷维 KAM 定理, 这个定理应用于周期边界条件的一维波方程. 从此以后人们

开始发展无穷维 KAM 理论来处理更复杂的 Hamilton 偏微分方程.

定理 2.3 [112] 对大多数的 ξ, 周期边界条件的一维波方程

utt − uxx +Mξu+ u3 = 0, u(t, x) = u(t, x+ 2π) (2.5)

有线性稳定的拟周期解.

从技术观点来看, Chierchia 和 You [112] 允许更一般的标准形, 准确地讲, 他们考虑更一般的标

准形

⟨ω(ξ), I⟩+
∑
n∈Λ

⟨Ωn(ξ)zn, z̄n⟩,
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其中 Ωn(ξ) 是有限维矩阵, zn 是有限维向量, 相应的同调方程是线性向量方程或线性矩阵方程, 事实

上, 文献 [112] 是文献 [48] 的无穷维推广.

对周期边界条件的一维 Schrödinger 方程

iut − uxx +Mξu+ |u|2u = 0, u(t, x) = u(t, x+ 2π), (2.6)

我们有 Ωn = n2, n ∈ Z, δ = 0. 因此, 非线性项的正则性弱于波方程, 这会给测度估计带来麻烦. 为了

克服这个困难, Geng和 You [113] 证明了一个满足如下衰减条件的 KAM定理,并将它应用于周期边界

条件的一维 Schrödinger 方程:

衰减假设 (decay assumption): ∥∥∥∥ ∂2P

∂qn∂qm

∥∥∥∥ 6 εe−|n+m|ρ,∥∥∥∥ ∂2P

∂qn∂q̄m

∥∥∥∥ 6 εe−|n−m|ρ,∥∥∥∥ ∂2P

∂q̄n∂q̄m

∥∥∥∥ 6 εe−|n+m|ρ.

定理 2.4 [113] 对大多数的 ξ, 周期边界条件的一维 Schrödinger 方程 (2.6) 有一族线性稳定的拟

周期解.

上面的这些结果都是处理带有外参数的 Hamilton偏微分方程,对于没有外参数的 Hamilton偏微

分方程, 人们需要利用标准形技巧得到 “扭转” 的近可积系统.

定理 2.5 [15] Dirichlet 边界条件的一维 Schrödinger 方程

iut − uxx +mu+ |u|2u = 0, u(t, 0) = u(t, π) = 0

有 Cantor 族线性稳定的拟周期解.

定理 2.6 [114] Dirichlet 边界条件的一维波方程

utt − uxx +mu+ u3 = 0, u(t, 0) = u(t, π) = 0

有 Cantor 族的线性稳定的拟周期解.

定理 2.7 [115] 周期边界条件的一维波方程

utt − uxx + u3 = 0, u(t, x) = u(t, x+ 2π)

有 Cantor 族的线性稳定的拟周期解.

有大量的文献处理这种情形, 如文献 [116–118] 等.

当人们考虑周期边界条件的 KdV (Korteweg-de Vries) 方程

ut = −uxxx + (Mξu+ u3)x, u(t, x) = u(t, x+ 2π) (2.7)

时, 新的困难出现, 在这种情形下, a = 3, δ = 1, 这样扰动是无界的. 为了 KAM迭代依然奏效, 我们不

得不把一些非可积的项放入标准形,导致的麻烦是人们不得不解依赖于角变量的同调方程. Kuksin [119]

克服了这个困难给出了一个可应用于 KdV 方程的 KAM 定理, 也可参见文献 [120,121].

定理 2.8 [119–121] 对大多数的 ξ, 方程 (2.7) 有一族线性稳定的拟周期解.
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注 2.1 上面的定理适用于情形 0 < δ < a− 1.

当考虑 Dirichlet 边界条件的带导数 Schrödinger 方程

iut − uxx +Mξu− i(|u|2u)x = 0, u(t, 0) = u(t, π) = 0 (2.8)

时, 人们发现 Ωn = n2, n > 1, δ = 1. 这样 0 < δ = a − 1, 因此正则性弱于 KdV 方程. Liu 和

Yuan [122,123] 通过改进的 Kuksin 引理证明了一个可以应用于 (2.8) 的 KAM 定理.

定理 2.9 [122,123] 方程 (2.8) 满足假设 (A1)、(A2) (a = 2) 和 (A3) (δ = 1), 且有一族线性稳定的

拟周期解.

注 2.2 上面的定理适用于情形 0 < δ 6 a− 1.

当 a− 1 < δ 6 a 时, Baldi 等 [124] 证明了扰动的 Airy 方程

ut + uxxx + ε∂x(f(λωt, x, u, ux, uxx)) = 0, x ∈ T, f ∈ Ck (2.9)

拟周期解的存在性, 在这种情形下, Ωn = n3, n > 1, δ = 3. 关键点是线性 Airy 方程的约化问题,

约化到常系数的方程不能通过 KAM 得到, 而是在 KAM 迭代以前, 首先进行一些坐标变换 (参见文

献 [125,126]), 这仅降低扰动的阶数而不是扰动的大小.

定理 2.10 [124] 方程 (2.9) 有一族线性稳定的拟周期解.

注 2.3 上面的定理适用于情形 0 < δ 6 a. 自治的情形参见脚注 2).

定理 2.11 3) 带有曲面张力条件的水波方程有一族线性稳定的拟周期解.

这方面的研究目前非常活跃, 人们还在发展 KAM 方法来处理更复杂的 Hamilton 偏微分方程.

2.2 高维 Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论

当考虑高维 Hamilton 偏微分方程时, 随着 n 趋于无穷大, 法频的重数也趋于无穷大, 这将带来相

当大的麻烦. 高维梁方程

utt +∆2u+Mξu+ u3 = 0, x ∈ Td (2.10)

同时具有波方程和 Schrödinger 方程的优点, 从而 KAM 定理处理起来较为容易. 事实上, 这时 Ωn

= |n|2, n ∈ Zd, δ = −1.

定理 2.12 [127,128] 方程 (2.10) 有线性稳定的拟周期解.

部分双曲的拟周期解 (真正的非线性现象) 也能通过 KAM 得到.

定理 2.13 [129] 方程 (2.10) 有 Cantor 族的部分双曲的拟周期解.

注 2.4 球面上的 Klein-Gordon 方程有相似的结论, 参见文献 [130,131].

(A3) 中 δ = 0 是更困难的情形. 高维 Schrödinger 方程

iut −∆u+Mξu+ f(x, u, ū) = 0, x ∈ Td (2.11)

恰属于这种情形, 这时 Ωn = |n|2, n ∈ Zd, δ = 0.

Eliasson 和 Kuksin [132] 证明了一个满足下面假设的 KAM 定理并应用于高维 Schrödinger 方程:

(A4) Töplitz-Lipschitz 性质: 对任意固定的 n,m ∈ Zd, c ∈ Zd \ {0}, 存在极限

lim
t→∞

∂2P

∂qn+tc∂qm−tc
, lim

t→∞

∂2P

∂qn+tc∂q̄m+tc
, lim

t→∞

∂2P

∂q̄n+tc∂q̄m−tc
.

2)Baldi P, Berti M, Montalto R. KAM for autonomous quasi-linear perturbations of KdV. Preprint, 2015
3)Berti M, Montalto R. Quasi-periodic standing wave solutions of gravity-capillary water waves. Preprint, 2016
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另外, 存在 K > 0, 使得当 |t| > K 时, P 满足∥∥∥∥ ∂2P

∂qn+tc∂qm−tc
− lim

t→∞

∂2P

∂qn+tc∂qm−tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n+m|ρ,

∥∥∥∥ ∂2P

∂qn+tc∂q̄m+tc
− lim

t→∞

∂2P

∂qn+tc∂q̄m+tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n−m|ρ,∥∥∥∥ ∂2P

∂q̄n+tc∂q̄m−tc
− lim

t→∞

∂2P

∂q̄n+tc∂q̄m−tc

∥∥∥∥ 6 ε

|t|
e−|n+m|ρ.

定理 2.14 [132] 对大多数的 ξ, 方程 (2.11) 有线性稳定的拟周期解.

注 2.5 Geng 和 You [133] 通过增加零动量假设给了一个简化的证明.

当方程没有外参数时, 我们需要利用标准形技巧得到振幅对频率的扭转, 高维情形化标准形是更

加困难的. Bourgain [106,134] 证明了二维 Schrödinger 方程

iut −∆u+mu+ u|u|2 = 0 (2.12)

两个频率拟周期解的存在性.

定理 2.15 [106] 固定两个圆周 |i1| = |i2| = R, i1 ̸= −i2 上的整点 i1, i2 ∈ Z2, 方程 (2.12) 有如下

形式的拟周期解:

u(t, x) =
2∑

j=1

ξje
i(ωjt+⟨ij ,x⟩) +O(|ξ|3)

满足

ωj = |ij |2 +m+O(|ξ|2), j = 1, 2.

Bourgain [106] (也可参见文献 [107]) 指出, b (b > 2) 个频率拟周期解的标准形分析更加困难, 所以

上面结果的推广还远远没有解决. 原因如下: 人们知道 KAM理论适用于好的主部加扰动的 Hamilton

函数, 好的主部在 KAM 迭代中起着重要的作用. 对没有外参数的 Hamilton 系统, 人们不得不用标准

形技巧转换 Hamilton 函数为好的主部 (通常是扭转的可积项) 加扰动的形式, 因为方程 (2.12) 的线性

部分是完全共振的, 所以对非线性 Schrödinger 方程 (2.12) 而言得到好的主部是非常困难的. 这个困

难在文献 [106,132,134] 中通过增加外参数而避免掉了.

因为三次 Schrödinger 方程 (2.12) 的线性部分是完全共振的, 可积的标准形是几乎不可能的, 因

此一些依赖于角变量的二次项
∑

|n|̸=|m| Pnm(θ)znz̄m 将被放入标准形中. 这样, 文献 [132] 的 KAM 定

理不能应用到 (2.12), 我们不得不仔细选择切方向使得标准形中的非可积项尽可能少以使得同调方程

尽可能容易求解, 相似的想法已用在文献 [128] 中.

Geng 等 [135] 考虑了二维非线性 Schrödinger 方程

iut −△u+ |u|2u = 0, x ∈ T2, t ∈ R, (2.13)

u(t, x1, x2) = u(t, x1 + 2π, x2) = u(t, x1, x2 + 2π). (2.14)

通过仔细选择切频,许多共振项能被避免,然后得到的标准形尽管依赖角变量 θ 但比 Bourgain的标准

形简单得多. 事实上, 在每一步 KAM 迭代中, 同调方程能被分解成无穷多至多四阶的线性方程组, 最

终可以得到一族小振幅的拟周期解.

定理 2.16 [135] 非线性 Schrödinger 方程 (2.13) 有 Cantor 族的解析的拟周期解.
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这个结果将 Bourgain 的二维不变环面存在结果 (参见文献 [106]) 推广到任意有限维不变环面的

存在性. 我们强调, 除了拟周期解的存在性, 定理 2.16 还得到了好的标准形, 可以用于研究解的线性

稳定性或其他性质,例如,我们在文献 [135]中还构造了部分双曲的拟周期解,这是真正的非线性现象.

定理 2.16 也可应用于更一般的二维非线性 Schrödinger 方程

iut −△u+ f(|u|2)u = 0, x ∈ T2, t ∈ R,

其中 f 是原点邻域内的实解析函数, 且满足 f(0) = 0, f ′(0) ̸= 0. 然而, 空间三维或三维以上的非线

性 Schrödinger方程与二维有本质差别, 最近, Procesi 和 Procesi [136] 将空间二维情形推广到空间高维

情形.

2.3 无穷维离散 Hamilton 系统的 KAM 理论

考虑 Hamilton 函数为

H =
∑
n∈Z

[
Vn|ψn|2 +

1

2
β|ψn|4 + ε1(ψn+1 + ψn−1)ψ̄n + ε2|ψn+1 + ψn−1|2ψnψ̄n

]

的 Hamilton 方程

iψ̇n = − ∂H

∂ψ̄n
,

即离散的无穷维 Schrödinger 方程

iψ̇n + Vnψn + β|ψn|2ψn + ε1(ψn+1 + ψn−1) + ε2|ψn+1 + ψn−1|2ψn = 0, n ∈ Z. (2.15)

这个方程有时也称为离散的 GP (Gross-Pitaevskii) 方程, 它是凝聚态动力性态的数学模型 (参见文

献 [137]).

无序的非线性动力系统局域化的研究是数学物理中的一个重要研究分支,最初源于 Fröhlich等 [138]

的工作.

定理 2.17 [138] 当 ε1 = 0, ε2 充分小, {Vn}n∈Z 是独立同分布的随机变量时, 上面方程有无穷维

的紧的不变环面.

ϵ1 = 0 情形的另一些研究工作可参见文献 [139–141]. 我们指出, ϵ1 = 0 是一个 “toy” 模型, 物理

意义较弱.

Fröhlich 等 [138] 提出了后面的猜想 (参见文献 [138]): Consider the equation

iq̇n + ϵ(qn+1 + qn−1) + Vnqn + δ|qn|2qn = 0, n ∈ Z, (2.16)

with {Vn}n∈Z i.i.d. random variables. If ϵ and δ are small enough, with the equation in a large class, then

for “most” initial conditions (“Most”, e.g., with respect to the uniform measure on finite-dimensional unit

spheres), q0 = (q0n)n∈Z, of finite support, the solutions qt = (qtn)n∈Z of (2.16) satisfy

lim
t→∞

t−1
∑
n∈Z

n2|qtn|2 = 0.

目前这个猜想已有一些突破性的结果:

定理 2.18 [142] 当 ϵ 和 δ 充分小时, 方程 (2.16) 有一族拟周期解.
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注 2.6 Bourgain 和 Wang [143] 也考虑了无物理背景的方程, 非线性项为 λn|qn|2qn, |λn| < ϵ(1

+ |n|)−τ , τ > 0 充分小. 通过构造辛变换生成能量孤岛, 他们证明了, 如果 ϵ 充分小, 那么解的扩散速

度 (H1 范数) 随时间在 V = (Vn) 的全概率意义下至多是多项式增长的. 另外, Wang 和 Zhang [144] 关

于方程 (2.16) 也给出了一个 Nekhoroshev 类型的结果, 他们证明了长时间的 Anderson 局域化.

定理 2.19 [145] 对大多数的 x ∈ R/Z, α̃是 Diophantine数, ϵ充分小时,离散的 Schrödinger方程

iq̇n + ϵ(qn+1 + qn−1) + tanπ(x+ nα̃)qn + ϵ|qn|2qn = 0, n ∈ Z (2.17)

有一族拟周期解.

这个结果借助了 Bellissard 等 [146] 的工作, 他们研究了方程 (2.17) 对应的线性算子即 Maryland

算子的性质, Maryland 算子有纯点谱, 且对任意截断的近似算子相应的特征函数一致衰减.

Geng 等 [147] 研究了一维离散非线性 Schrödinger 方程的 “动态局域化”,

iq̇n + ϵ(qn+1 + qn−1) + V (nα̃+ x)qn + |qn|2qn = 0, n ∈ Z, (2.18)

其中 0 < ϵ≪ 1, V 是 R/Z上的非常值的实解析函数, α̃ ∈ R是 Diophantine数,即存在 τ̃ > 1和 γ̃ > 0

使得

|nα̃|1 > γ̃

|n|τ̃
, n ̸= 0, (2.19)

其中 |x|1 是 x 到整数的距离, 因此 0 6 |x|1 6 1
2 . 与文献 [148] 一样, 我们要求非常值实解析函数 V

满足

sup
x∈R/Z

|∂mV (x)| 6 CLmm!, m > 0, C, L > 0, (2.20)

且满足横截条件

max
06m6s̃

|∂mφ (V (x+ φ)− V (x))| > ξ̃ > 0, ∀x, ∀φ, (2.21)

max
06m6s̃

|∂mx (V (x+ φ)− V (x))| > ξ̃|φ|1, ∀x, ∀φ, (2.22)

其中 ξ̃, s̃ > 0. 显然, V (x) = cos 2πx 满足上述条件.

借助于 Eliasson [148] 的工作, Geng 等 [147] 证明了一个抽象的 KAM 定理, 并应用它到方程 (2.18)

得到了 “动态局域化” 结果. 从 KAM 观点来看, 文献 [147] 的主要技术困难如下:

(i) 与文献 [138] 不同, 人们不得不处理二阶扰动;

(ii) 与文献 [142] 不同, 我们的证明沿袭了传统的 KAM 方法;

(iii) 与文献 [145] 比较, 主要的困难是相应的线性算子有无穷阶共振的点谱.

定理 2.20 [147] 考虑一维离散 Schrödinger 方程 (2.18), 固定 J = {n1, . . . , nb} ⊂ Z, b > 1, 存在

充分小的 ϵ∗ = ϵ∗(C,L, ξ̃, s̃, γ̃, τ̃ ,J ), 使得当 0 < ϵ < ϵ∗ 时, 我们有以下结论:

存在 Cantor 集 Oϵ = Oϵ(x) ⊂ [0, 1]b 满足 [0, 1]b \ Oϵ → 0, ϵ → 0, 对于初值 q0 ∈ Oϵ (紧支集 J ), 方

程 (2.18) 有拟周期解 qt = (qtn)n∈Z 满足

sup
t

∑
n∈Z

n2d|qtn|2 <∞, ∀ d > 0.

Hamilton 偏微分方程的 KAM 理论 (KAMPDEs) 目前仍然是非常活跃的研究方向, 人们还在继

续发展 KAM 理论来研究更多的偏微分方程.

致谢 感谢审稿人的仔细审阅以及提出的一些具体修改意见.
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36 Xia Z. Existence of invariant tori in volume-preserving diffeomorphisms. Ergodic Theory Dynam Systems, 1992, 12:

621–631

37 Cheng C, Sun Y. Existence of KAM tori in degenerate Hamiltonian systems. J Differential Equations, 1994, 114:

288–335

38 Xu J, You J, Qiu Q. Invariant tori for nearly integrable Hamiltonian systems with degeneracy. Math Z, 1997, 226:

375–387

39 徐君祥. KAM 定理中较弱的非退化条件. 中国科学 A 辑, 1995, 25: 1009–1018

40 Chow S, Li Y, Yi Y. Persistence of invariant tori on sub-manifolds in Hamiltonian systems. J Nonlinear Sci, 2002,

12: 585–617

41 Melnikov V K. On some cases of conservation of conditionally periodic motions under a small change of the Hamil-

tonian function. Soviet Math Dokl, 1965, 6: 1592–1596

42 Melnikov V K. A family of conditionally periodic solutions of a Hamiltonian system. Soviet Math Dokl, 1968, 9:

882–886

43 Eliasson L H. Perturbations of stable invariant tori for Hamiltonian systems. Ann Sc Norm Super Pisa Cl Sci (5),

1988, 15: 115–147

44 Kuksin S B. Perturbation of conditionally periodic solutions of infinite-dimensional Hamiltonian systems (Russian).

Izv Akad Nauk SSSR Ser Mat, 1988, 52: 41–63; translation in Math USSR-Izv, 1989, 32: 39–62

45 Kuksin S B. Nearly Integrable Infinite Dimensional Hamiltonian Systems. Lecture Notes in Mathematics, vol. 1556.

Berlin: Springer, 1993

46 Wayne C E. Periodic and quasi-periodic solutions for nonlinear wave equations via KAM theory. Comm Math Phys,

1990, 127: 479–528

47 Bourgain J. On Melnikov’s persistency problem. Math Res Lett, 1997, 4: 445–458

48 You J. Perturbations of lower dimensional tori for Hamiltonian systems. J Differential Equations, 1999, 152: 1–29

49 Xu J, You J. Persistence of lower-dimensional tori under the first Melnikov’s non-resonance condition. J Math Pures

Appl (9), 2001, 80: 1045–1067

50 Craig W, Wayne C E. Newton’s method and periodic solutions of nonlinear wave equations. Comm Pure Appl Math,

1993, 46: 1409–1498

51 Gentile G, Gallavotti G. Degenerate elliptic tori. Comm Math Phys, 2005, 257: 319–362

52 Gentile G. Degenerate lower-dimensional tori under the Brjuno condition. Ergodic Theory Dynam Systems, 2007,

27: 427–457

53 Liu Z. Persistence of lower dimensional invariant tori on sub-manifolds in Hamiltonian systems. Nonlinear Anal,

2005, 61: 1319–1342

54 Sevryuk M B. Partial preservation of frequencies in KAM theory. Nonlinearity, 2006, 19: 1099–1140

55 Graff S M. On the continuation of hyperbolic invariant tori for Hamiltonian systems. J Differential Equations, 1974,

15: 1–69

56 Huang Q, Cong F, Li Y. Persistence of hyperbolic invariant tori for Hamiltonian systems. J Differential Equations,

2000, 164: 355–379

57 Li Y, Yi Y. Persistence of hyperbolic tori in Hamiltonian systems. J Differential Equations, 2005, 208: 344–387

58 Eliasson L H. Biasymptotic solutions of perturbed integrable Hamiltonian systems. Bull Braz Math Soc (NS), 1994,

25: 57–76

59 Gallatti G, Gentile G. Hyperbolic low-dimensional invariant tori and summations of divergent series. Comm Math

Phys, 2002, 227: 421–460

60 Han Y, Li Y, Yi Y. Degenerate lower dimensional tori in Hamiltonian systems. J Differential Equations, 2006, 227:

670–691

61 You J. A KAM theorem for hyperbolic-type degenerate lower dimensional tori in Hamiltonian systems. Comm Math

Phys, 1998, 192: 145–168

62 Broer H, Hanßmann H, You J. On the destruction of resonant Lagrangean tori in Hamiltonian systems. In: Recent

Trends in Dynamical Systems. Basel: Springer, 2013, 317–333
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KAM theory in finite and infinite dimensional spaces

YOU JianGong, GENG JianSheng & XU JunXiang

Abstract Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) theory is one of the greatest mathematical achievements of the

last century with great impact in science. In recent years, various problems with KAM arise in many branches of

mathematics and physics, such as celestial mechanics, condensed matter physics, dynamical systems, Hamiltonian
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PDEs, mathematical and physical equations, and operator spectral theory. These problems cannot be solved easily

by the classical KAM theory, and then motivated the further development of KAM theory. In this paper, we give

a brief (not complete) survey on the recent development of both finite dimensional and infinite dimensional KAM

theory, including the non-degeneracy condition, KAM for lower dimensional tori, and KAM for PDEs.

Keywords KAM theory, Hamiltonian systems, invariant tori, small divisors, non-degeneracy conditions,

Hamiltonian PDEs
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