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摘 要

太文提 出标准与非标准矢量波 函数的概念
,

导出圆柱坐标系统
、

圆球坐标系统中

标准与非标准矢量波函数之间的转换关系式
,

推广了戴振铎 ( C
.

T
.

T a i) 教授的结果
,

为某些需要同时使用不同坐标系统描写边界条件的边值问题提供了一种求 解 方 法
.

作为应用实例
,

研究了平面分层媒质中埋入体的电磁辐射和散射问题
,

对梅冠香 ( .cI

K
.

丫
。 :

) 教授提 出的广义 so mm er fel d 积分和多极子展开式给 出了更简便而合理的证

明
.

一 己 ! 佗挂
.

、 J 1 1二 J

电磁理论中求解齐次 H el m ho ltz 方程

(甲
2
+ 左

,

)厂 一 。 ( l )

时
,

H
。 。 5。 。 Lll 首先引进一组矢量波函数 乙

,

厕 和 反1)
.

这种直接求解矢量方程的方法得到了

s t r a t t o n 『, J , M
o r s e 和 F e s hb a e h 〔, , 的承认 ; 1 9 7 1 年

,

戴振铎教授 〔̀ ,更加详细地 l阅述了各种矢量波

函数的表示和性质
,

并以它为基础求出不同问题的并矢 G er en 函数
.

但是
,

他们的工作只是限

于一些简单而规则的情况
,

即可以单用一种坐标系统描写边界条件的边值问题
.

而有些实际

问题比较复杂
,

需要同时使用不同坐标系统来描写边界条件
.

例如
,

平面分层媒质中埋人体的

辐射和散射问题
,

需要同时使用圆球坐标和直角坐标〔三维埋人体 )或者圆柱坐标和直角坐标

(两维埋人体 )来描写边界条件
.

这样
,

单用标准矢量波函数就很难求解
.

为此
,

我们根据具体

求解边值问题白夕需要
,

选取不同的领示矢量和生成函数集构造 出某些非标准矢量波函数
·

在

圆柱坐标和圆赛坐标系统中
,

严格导 出标准与非标准矢量波函数之间的显式转换关系
,

并用它

求解了某些需要用混合坐标系统描写边界条件的边值问题
,

得到较为满意的结果
.

二
、

标准和非标准矢量波函数

用矢量波函数求解方程 ( l) 时
,

必须注意选取和构造适当的矢量波函数
.

不同坐标系统

中
,

领示矢量和生成函数集要遵从一定的判据
〔31 ,

否则
,

构造的矢量波函数将是不完备的
.

我

们定义凡遵从判据构造的是标准矢量波函数 ;反之
,

即为非标准矢量波函数
.

常用的十一个可

本文 1 9 5 3 年 5 月 1斗 日收到
.

1) 文 中使用符号 (丽
,

反 ) 等
,

实际上应该是列阵形式
,

上下标中的 (
二 , 犷,

约 和 ( 又
, 肛 ) 表示每次只相应取一个值

.
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分离变量的伞标系统中
,

仅有 六个坐标系统可以构造出标准矢量波函数
`5,

.

除较简单的直角

坐标系统外
,

本文将详细研究圆柱和圆球坐标系统中的标准和非标准矢量波函数及其相互转

换关系式
.

如有需要
,

可以类似地得到椭圆柱
,

抛物柱和圆锥坐标系统中相应的结果
.

圆杜坐标系统中
,

构造矢量波函数的生成函数集是标量 H el m ho ltz 方程
、 、Z
、

j,乙、、ù
了.、了.、

的解
,

即

{甲
’
+ [ ( `

’ ,
; ’
) + ` ’

] }必:
, ( * , ; )

( h ) 一 o

沙;
· 。 , , ; )

(人) 一 J
·

[ ( `
, 。 )

,
·

]迄狱
, , * “ “

:

按照判据
,

只有选择领示矢量 若时
,

构造的一组矢量波函数

乙;
· (* , ; )

( ` ) 一 ? 必:
。 ( *

.

, )

( ` )

M石
, ( 、 , 。 )

( 人) 一

反。
。 (: , , ) ( ` ) -

V X [分必:
, 、 :

,
,。)
(乃) ]

,

甲 X 甲 X [分必石
, ( ; , ; ) (乃) ]

(斗
。

)

(斗b )

( 4
`

)

才是正交
、

归一完备系
、

称之为标准圆柱矢量波函数
.

其中有关系式

如
, ,

{一 (又
2 , 产 2

) + h 2
.

( 5 )

在研究圆柱波导中电磁波传输
,

导体或介质圆柱在 自由空间中的电磁散射以及平直地面等边

值问题时
,

可以很方便地使用标准圆柱矢量波函数求得正确解答
.

但是
,

如果边值问题中既包

括有圆柱面
,

又有平面界面
,

需要同时使用圆柱坐标和直角坐标系统来描写边界条件
,

单用标

准圆柱矢量波函数就会遇到困难
.

为此
,

我们定义另外两组矢量波函数
,

即生成函数仍用 ( 3)

式
,

而领示矢量选取易于适应平面界面的直角坐标单位矢量 沦和 夕
,

由此得到

、少、、产、 t/

忍尹以门̀6
厂口̀U了吸、Zr、

、Z、̀

L三
` ,

百
” (又, 群 ) ( ` ) 一 v 必;

, (* , 二 )
(乃)

,

岭;殊
)
( ` ) -

凡:: ;彭粼
)
( ` ) 一

V X [ (沦
,

夕)必:
, ( ; , ; ) ( h ) ]

,

甲 X 甲 X [ ( `
,

夕)沙;
, ( , , ; 。

(人) ]
·

显然
,

( 6 )式定义的两组矢量波函数的构造中
,

领示矢量的选取违反了标准判据
,

我们称它们为

非标准圆柱矢量波函数
.

、/
、
、了内2Qn

`

了、了̀、

圆球坐标系统中
,

构造矢量波函数的生成函数集是标量 H el m ho ltz 方程

( 7
2
+ 左

2

) 必:
阴 。

(左) 一 o

的解
,

即

价;
。 , ,

( “ ) 一 ,
·

(““ ) p : (
c o s “ )迄狱

阴 ,
·

按照判据
,

只有选择领示矢量为 反时
,

构造的一组矢量波函数

五: 。
,

(左) 一 甲必:用
, :

(夜)
·

丽: ,
,

(左)

反沪
。

(左)

一 v X [ R 小石,
·

_ 生
一

v x 甲 x

左

(左) ]
,

( 9
。

)

( g b )

[天必;。
,

(凌) ] ( 9
`
)

才是正交归一完备系
,

称之为标准圆球矢量波函数
.

在研究电
、

磁偶极子或多极子辐射
,

导体

或介质球在自由空间中的电磁散射等边值问题时
,

可以很方便地使用标准圆球矢量波函数求
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得正确解答
.

但是
,

如果边值问题中既包括有圆球面
,

又有平面界面
,

需要同时使用圆球坐标

和直角坐标系统来描写边界条件
,

单用标准圆球矢量波函数就会遇到困难
.

为此
,

我们定义另

外三组矢量波函数
,

即生成函数仍用 (约 式
,

而领示矢量选取易于适应平面界面的直角坐标单

位矢里 分 ,

夕和 分
,

田此得到

元:篇
’ “ ,
(“ ) 一 甲必;

。 : , J

( “ )
,

( `。
·

)

M拼
’ : )

(()

叹黯
` ’

(4)

一 粤
二 x [ ( 、

,

,
,

* )价
巴 , ”

(冷) ]
左 。

` ’

( 1 o b )

一 二
_

甲 x 甲

左
才

X L( `
,

夕
, ` )沙:

,。 , ,

(左) ]
·

( 1 0
`

)

显然
,

( 10 )式定义的三组矢量波函数的构造中
,

领示矢量的选取违反了标准判据
,

我们称它们

为非标准圆球矢量波函数
.

根据具体边值问题描写边界条件方便的需要
,

可以构造出各种非标准矢量波函数
.

单独

一组非标准矢量波函数并非正交归一完备系
,

任意矢量场不能按它展开
.

如果能找到标准与

非标准矢量波函数之间转换关系
,

因为标准矢量波函数是完备系
,

再从转换关系即可得到某些

非标准矢量波函数的适当组合也可构造一组完备系
.

这样
,

我们即可将任意矢量场按方便计

算的要求
,

以标准或非标准矢量波函数展开
,

最后得到正确解答
.

三
、

标准与非标准圆柱矢量波函数的转换关系

从 ( 4 )和 ( 6 ) 式可见
,

标准和非标准圆柱矢量波函数的生成函数集相同
.

而表示纵向部份

的 五和 乙〔` 沙 的构造中
,

并未涉及领示矢量
,

所以标准和非标准圆柱矢量波函数的纵向部份相

同
,

即

口
` 。

。 、 , , ` )

( 。 ) 一 : 劣::
。。

( * )
.

( 1 1 )

但是
,

表示横向部份的矢量波函数的构造中与领示矢量的选取密切相关
.

所以 厕
,

反 与 厕“
,
,

和 习
` ,
夕

的表示大不相同
.

戴振铎教授 工4] 曾导出一组关系式是

( 入4 刀 ) {二{
、 , ,` )

( ` ) 一

士

台价
〔(反

’

I f 一
; 为

, , 、二

一 呀了

— 丁 毛又川
,

Z t以
,
那 )

N ):
、 , 二 1) ( * , ; 。

(人 ) 一 (M
,

N ) ;
、。 一 1 ) ( * , 。 。

(石) J

丽 )分
( , 十 , ) 、 * , 二。

( 人) + (反
,

丽)旦
、 , : 一 、 ) ( , , ; ,

( ` ) ] ( 1 2 )

( 12 ) 式给出了非标准圆柱矢量波函数 沁 ” ,

习
` , 以标准圆柱矢量波函数 丽

,

厅 的线性组合表

示式
.

我们能否反过来用 丽 川 ,

夕习 来表示 丽 和 可 呢 ? 很遗憾
,

答案是否定的
.

首先
,

标准

圆柱矢量波函数是完备系
,

任意矢量函数 (如 应“ , 或 夕
` )
) 可以用 乙

,

丽和 反显式表示
.

而非

标准圆柱矢量波函数并非完备系
,

所以希望单用 而
、” 和 网

` ’ 完整地表示 府 和 厉 可能性不大
.

其次
,

(l 二)式 ` (或 产 ) 相应的方程只有四个
,

而需要表示的未知函数却有八个
,

即 厕。 , 十 , ) ,

(人),

动 :
。 一 , ) * ( ` )

,

反、(
。 十 , ) *

( ` ) 和 反:
(
一

l )又 (的
.

如果希望用代数方法找到 府 和 夕 的展开式
,

就应 该

再设法增加四 个方程
.

最后
,

( 12 ) 式中 乙 和 五“ ’ 并没有出现
,

要表示横向部份 丽
,

反 只需要

非标准圆柱矢量波函数的横向部份就够了
.

为此
,

我们再定义一组非标准圆柱矢量 波 函 数

乙` , ’ ,

砂
,

和 反
, ’ .

可以导出 (见附录 )
,

厕` , ’ 和 夕
, , 用 厕 和 夕显示表示式为

:
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(丽
,

反) :二{
* , ; ) 1

气h 少 ~ 一
2

干 二 l竺
~

【( M
咬又

, 严 )

旦(
, + , ) ( , , , ,

(人) + (应 旦(一
,、 ( * , , . ,

(几) ]

乓、
: , , )

(几
,
那 )

〔(凡
,

丽 ) :
( . 十 1、 ( ; , , ,

(` ) 一 (反
,

丽 ) :
( , 一 1 ) (二 , 。 (为) ]

取本征值为 又 (或 劝
,

联立 ( 12 )和 ( 1 3 )式中的八个方程
,

即可解出以 丽`x)
,

夕
, ’ 线性组合表示 丽 和 夕 的表达式是

又1 3 )

夕“ , 和 厨` , ,

(丽
,

反) :
. ( , , , 。

( h )
_ 丛兰卫丝 {〔(丽

,

Z h

N )
( : )

石(
称 一 ` ) `之, 产 )

(左) 一 (厨
,

夕 ) (
工 )

石
〔n + ’ ) (几, 拜 ) (

几) ]

干 [ (厕
,

凡)
( y )

旦
。n 一 , ) ( ` , , ) (乃) + (丽

,

反)
( y )

旦(
” + , ) `几, “ , ( h ) ] } ( 1 4

a

)

或

(厕
,

反) :
, 、 , , ; 。

( h )
_ 垫上脸 无[ (反

,

2人( :
,
; 。 )

M )
( y )

6(
汀 + , ) (孟, 拜 )

(人) 一 (反
,

厕 ) (
y )

毛
(” + ` ) (几, “ ) (力) ]

干 [ (反
,

丽 ) )百;
十 . ) ( ; , ; )

( h ) + (反
,

丽 ) )仁
一 l ) (* , ; ) ( ` ) ] }

·

戈l 斗b )

把戴振铎教授给出的 ( 1 2 ) 式和本文导出的 ( 1 3 )和 ( 14 )式合在一起
,

即完整地给出 了以 2

(或 环 ) 作为本征值的标准与非标准圆柱矢量波函数之间的转换关系式
.

有了这些关系
,

我们

便可他求解一般需要同时使用圆柱和直角坐标系统描写边界条件的边值问题
.

例如
,

平面分

层媒质中两维埋人体的电磁辐射和散射场求解
.

如果把 ( l 幼式改写成

(厨
,

夕) :
, ( ; ,。 ) (人) 一

一 [ ( M
,

,

(又
,
环 )

f 「了订 奋 、

—
飞 L 又 l社 , 孟 , 夕

Z力

(公 )

石(卜
` ) (沈, 群 )

(左) 土 (冠
,

( y )

公(
” 一 ; ) ( ; , , , (寿) ]

(艺 )

石(
. + ’ ) (孟, 解 ) (滩) 士 ( M

,

N )
( , )

旦(
” 十 , ) (几, ” ) (

人) ] } ( 1 5
。
)

或

百
, ( ; , 。 )

(几)
_ ( 又

,

刃
, _ 「 , 石 石

、

一 二丁厂一一 一 1 一 L协
, , 洲丈 夕

之左( :
,
; )

( y )

石
`” 一 ’ ) (孟 ,那 )

(几) 士 (夕
,

丽 ) (
二 )

忿(
” 一 : ) (` , , ) (人) ]

+ [ (反
,

非标准圆柱矢量波函数 (M
,

M )
( y )

百(
丹 + ` ) (又,

川
(乃) 干 (斥

,

丽 ) ( x )

卫
(” + , ) `孟 ,“ , (人) ] }

,

夕斗: {
又 , ,`。 ( ` ) 士 ( “

,

厅 ) ): {
* , , 。

( h ) 是领示矢量取为 ` 士 `夕

( 15占)

构造的

旋转多极子场
.

可以认为在平均收敛的意义上说
,

任意矢量场既可以用标准圆柱矢量波函数

展开
,

又可以用旋转多极子场展开
,

要根据具体边值问题的不同需要来决定
.

四
、

标准与非标准圆球矢量波函数的转换关系

从 ( 9 )和 ( 10) 式可见
,

标准和非标准圆球矢量波函数的生成函数集相同
,

部份不变
,

即

乙: ,
,

(咬) 一 乙:黑
” ’
(交)

·

表 示横向部份的矢量波函数有关系式
〔们

所以它们的纵向

( 16 )

(风 动异又的

·

仁N
,

一 土

瑞
、 , ) 〔(反

,

后 ) :
( , + 1 ) 。 (、卜

(
·
+ 切 ) `

·

、 十 1 )

入了 )尽
(。 一 , ) ,

(左) ]
一

十
l

r / 二二

—
-

一 L气配
2戈

,
+ l ) 戈Z n + l )

(阴 + 1 ) (月 + l 、
(灸)
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/

一 又” 阴
脚卜 l ) (

, , 一 ” , 十 2 ) ( M
,

万 )石(
·
卜 1) (

一
。 (左) }

2。 ( 2
刀 + 1 )

·

(丽
,

反)

L( M

(动 一 1 ) (月 一 1 )

; (二
+ t ) ( , 一 1,

(天) 一 (
” + 。 2

一 1 ) (
n
+

, , 2

)

(天) ]
,

( 1 , 。

)

(瓦 畔粼劝一
二一二 二 [(反

,

动
。 _

, , 、 。

(4) 一 (
,
+ 。 )( 。 一 二 + l)

乙 n
又

n
十 l) 丁一

~

(夕
,

厨 ) ;
(。 一 l ) ,

(反) ]士
2 (

n
+ l ) ( 2

,
+ l )

[ (耐 忿、二
十 . ) ( , * 1 ,

(咬) + (
。
一 , + l)

(
, 一

。 ;
+ 2 ) (厕

, 厉 ,:
(阴 一 ; ) (, + 1 ) ( “ ,“ 平 :硕扩而

〔(丽
,

反 ,:
(。 十 1 ) (。 一 1)

(“ )

+ (
n
+

, n
一 l ) (

n
+ 。 ,

) (丽
,

反)旦
( , 一 ) (

一
)

(丽
,

厅 , {刃
。

(“’ 一 干 、杯粉
(反

,

丽 ):
叨 ·

( “’

(友) ]
,

裂产 (丽
,

反 ,:
咐 `

一 “ ’

( 1 7 b )

1 「
十

—
1

Z儿 + I L

刀
一 朔 + 1

n 十 1
百
阴 (。 十 , )

(左) + ( 1 7
:
)

( 1 7) 式给 出了非标准圆球矢量波函数以标准圆球矢量波函数线性组合的表示式
,

我们希望能

找到标准圆球矢量波函数以非标准圆球矢量波函数的某些线性组合来表示
.

一般地说
,

这种

表示并不一定能够写得 出来
.

分析 ( l 夕)式可见未知函数多于方程个数
,

只有设法消去某些未知量才有可能求解
.

另外
,

从上节中已知在
x 一

y 平面上取 沦士 汐 作领示矢量构造的旋转多极子场是很有用处的量
.

为

此
,

我们先构造旋转多极子场
,

即

(丽
,

反 ) ;认 ( “ ) 土 (厕
,

反) )慧 ( “ )

一 十全些业巡…竺
~

竺
一

土卫 (反
,

一 二

(
n + l )

_ (
n
一

。 2
+ l ) (

n
一 。 十 2 )

( n + 一) ( Z
n
+ l )

M ) ,
(, 一 ) ,

(友)

(丽
,

反) :
( ,。 一 ) ( , + , ,

(友)

+ 二竺土竺二卫二)全匕上二 2 (丽
,

动
。 / _ _ 、 , _ , 、

(的
,

叭 艺n 十 l) 了
~ ’ J

、 ~ 1 ,
( 1 8

。

)

〔瓦叭黑 (4) 钊元 卿粼初

一 土

不场
(夕

,

“ ,;
(,·十 1) ·

(` , +

(
n
+ l ) ( 2

, 2
+ l )

(友)
.

(厕
,

厉) :
; 。 , + 工) ( , 十 1。

(及)

一

石斤万
( “

’

反’ “ ’̀ ` ” `” 一 ”

经过必要的变换和一些代数运算可得

( 1 s b )

( “
,

反 ,。
, ,

(` , 一
含

` 2 (

一
+ ` ) (丽

,

反) ( 2 )

乞
阴 ( n + ’ ) (友)

+ (
。 一 。 + l ) (胡 一

, + 2 ) 〔(丽
,

凡)
( x )

5( ,
一 ’ ) ( , + , ) (左)

干 (丽
,

厉)
(夕 )

旦
(二一 1) (。 + 1) (左) ]

+ [ (丽
,

凡 )
( x )

石( m + l ) ( . + ’ ) (“ ) 土 (应
,

反) )扰
十 】) ( , 、 1,

(左) ] ( 1 9
。
)
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(丽
,

丙 )
一 ,

一 (左) 一 粤{ 2 (
。
+

, , ) (后
,

O ~ ’

Z

。 一 ,。
(左)

+ (
,
+ , 一 z ) (

n
+ ( x )

吕(
阴一 ` ) 、邝一 ’ )

反 ) )狱
一 , ) ( , 一 1。

(左) ]

一N一M一 [ (应
,

反)
( x )

石
(阴 + , ) ( ” 一 ’ )

。 ) L(M
,

(左) 士 ( M
, ( y )

答
( ,n + ` ) ( n 一 `)

(友) 干 ( “
,

(左) ] ( 1 9汽)

或

(丽
,

冲)。
, ,

( “ ) 一 士

合
`2阴 (反

,

;认 (友)

+ (
。
十 二 ) (

。
一 二 + z ) 〔(凡

,

丽 ) l
: )

(舰 一 1)陀
(左) 土 (反

,

厕 ) `
y )

5(阴
一 ’ ) ” (左) ]

+ [ (反
,

丽 )吕
万 )

( ) )2+ 了) n
(反) 干 (反

,

后 )
( y )

a(
阴 + , )刀 (左) ] ( 1g

c
)

把戴振铎教授给出的 ( 17 )式和本文导出的 ( 1 9 ) 式合在一起
,

即完整地给出了标准与非标

准圆球矢量波函数之间的转换关系式
.

有了这些关系
,

我们便可能求解一般需要同时使用圆

球和直角坐标系统描写边界条件的边值问题
.

例如
,

平面分层媒质甲三维埋人体的电磁辐射

和散射场求解
.

从 ( 19 ) 式可以看到
,

耐 既可以按 丽 x(
,
,
阁 展开

,

又可以按 习
` ,y

,

。 展开 ; 反 既可以按

习
`

,y, 幻 展开
,

又可以按 涵
` ,

, ,

z) 展开
.

另外
,

三种表示法的不同在于下标的选取方式
.

( 1 9 b )

式是固定下标 (
1:
一 l )

,

。 值从 (柳 一 l ) 变到 ( 。 + 1 ) ; ( 19
`
) 式是固定下标

n , m 值从

( , 一 l) 变到 ( , 十 1 ) ; ( 1 9
a

) 式是固定下标 (
。 + 1 )

,

。 值从 ( , 一 l) 变到 (。 十 l )
.

因为生成函数中有缔合 eL g en dr e 函数
,

要求下标满足条件 1。 } (
,

.

在这一前提下
,

可根据

具体边值问题求解方便的需要任意选取一种表示
.

五
、

在某些边值问题中的应用

用矢量波函数研究电磁场边值问题是一种很直接而有效的方法
.

可以用矢位把电
、

磁场表示为 :

万一 一 生 甲 x 万
。

十 一生
甲 x 甲 x 万

, , ,

均匀各向同性媒质中
,

( Zo
a

)
l 〔口 LL 6

二 1 _
`

二
.

1 _
`

_
`

二

月 一 一 V 入 月邢 十

—
V 入 V 入 月 ”

产 l 功拜 6

式中 万
。

为矢量 电位
,

万二 为矢量磁位
.

如果把生成函数和领示矢量的乘积就定义为电
、

位
,

可以很方便地把矢量波函数与电
、

磁场型联系起来
,

如表 1 所示
.

( 2 0 b )

磁矢

表 1

- - 二…一一上止一一…一一二一二一一
一

阵一一二二
一

兰兰- - - -

}
_

}
,

矛
`
“ a

” 一言M仁a )

T E ( 召少 } A 。

= J 功 l
_ _ 卜 ,

.

.

_
_

} ( h
` 已 L a ,

二 一 一

一
N “ ,

—
}

—
}一 ,

万了一生书=—{ } e
」 “ u、 “ J

= 一

~
八 、引

. _ { 犷 LL̀

了 M (
a
) } A二 ` 反必 1

l { 人诬 M̀口 ’ 二 立 M
`口 ]

! } 拼

. . . . . . . . . . . . . . . . . .刁 . . . . . . . . . . . .曰
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表甲 的模式是补 !对于矢位方向 (即 时 定义的
.

例如
,

了尸厂。

) 漠是指在矢位方向 匕无电场分

量
.

; T对 (
。

) 模是指在矢位方向上无磁场分量
.

.

天童故 函数 叨
“ 、

既可以表示 T E (
。

) 模为电

场
,

又可以表示 T “ (
。

) 模的磁汤 ; 又
“ ) 既可以表示 T 石 (

。

) 模的记场
,

又可以表示 了材 (
。

)

模的电场
.

主要取决于电
、

磁矢位的选取不司而定
.

以圆往波导为例
,

着取领示矢量为 泞
,

生

成函数集用 气
。

川
,

则矢量磁位是 夙 一 热
, ,

()n
·

所以
,

标准圆住矢量波函数凡
, 、

川 相

应于圆柱波导中 了对 模的磁场 ;

风
, ,

()̂ 相应于荆 模为电场
·

如果仍取领示矢量为 分 ,

而生

成函数用 郎
;

(&), 则矢量 电位是 凡 一 神枷 ()z/
,

贝日吼
, 。

;(/ ) 相应于圆柱波导中的 ” 模

电场 ;

殊
、

(的 相应于 T万 模磁场
·

林为干教授 6[] 的著作中
,

介绍了标准圆球矢量波函数
,

标

准圆柱矢量波函数在均匀环电流辐射
、

导电球及圆柱导体散对等问题中的应用
.

非标准圆球和圆柱矢量波函数
,

可以很方便地应用于同时需要反用圆球和直角坐标系统
,

或者圆柱和直角坐标系统描写边界条件的边值问题
.

平面分层媒质中埋入体电磁辐射和散射

问题的研究中
,

梅冠香教授提 出单矩量法
〔7] ,

用 广义 so m m。 r

fel d 积分求出多极子展开式 LS] ,

这种

方法无疑是成功的
。

他们为了适应单矩量法中的数学球面和平面界面的边界条件
,

最初选择

的电
、

磁矢位是

/ ,

望
, ”
\ J

, t 互
,

;
一

、 一
盛 、

’

、
’

又 万 少 肉
曰

二司 乙司
’

\ ` 住。 / 川 二 一 二 刀 = 1 ” 曰

a 舰
, ”

\ 1

夕万
” 万

’

戈林
夕厂万又C

os 口 ’ 亡
` ” “

·

( 2 1 )

可是按这种电
、

磁侯式场型 (即 于黑
“ , ,

万烈
“ 、 ,

J黑` “ 和 万焦
“ ’ ) 展开的辐射场一直是发散级

数
。

最后附加一项圆极化矢量位
,

即

/ A 八
, , 、 , ’

( 一 }一 (分十
,
夕) 卜 {

\ A
。

/ 言二毛 \

丫 士 )”

牛 乃{:’ (左尺 )尸: (
。 。 5 。 ) :

一 , ,

化
( 2 2 )

刃士。

其泪应的电
、

磁模式场型是 J界
` ,

万织
` ,

式黔 和 万髦矛
,

才得到正确的展开结果
。

张和梅的原

怠是补上了被遗漏的 R 一阴 项
,

但这样处理逻辑上似乎欠周密
.

其实
,

根据本文的观点
,

可以明

确地分析原展开式的发散原因
,

从而得到正确的答案
。

( 2 1) 式相应的是非标准圆球矢量波函

欲
:

它是一个非完备函数朵
,

当然不能完整地表示任意矢量场
。

由 ( l 劝 和 ( 18) 式
,

令
n
一 。 ,

、 十 1 ,

… …
,

可得 (如两个下标相 同
,

简写成一个下标 )

(亚
,

反 )。二 ( “ ) 一 碗 ( 2
/ ,

一
` ) 〔(丽

,

反 ) ;髯
一 : )
(左) 干 (牙

,

又 ) {焦
一 : )
( “ ) ]

,

( 2 3
·
)

(应
,

万 ):
。 、敌 + , )

(交) 一 (
, 子了

+ l ) ( 2
刀 ?
十 l ) (肪

,

反 ) i;: (左)

士 , ( 2 , +1 ) ( 2阴 一 `
狱叭 侧十

一 , )

卿
士

汉 叭粼
一 1 )

(() l
·

( 2 3乡 )

\`
,

万 ) :
阴 (

, ; + 2 )
(寿)

( 2
, ; ;

+ 弓丫
, n
十 2 )

, 、二

一— 一

—
又M

, 劝{从
。 十 . ;

(}{)

+ 胡 ( 2
, ; ;
十 3 ) ( 2。 + l )

2

仁夕
,

厨 )石刀(受)一 。 (
,:

+ 1 ) ( 2二 + l )

( 2二 一 x ) [ ( M
,

反 )止就一
。
(天) 干 (厕

,

反) )蕊
一 l ,

( “ ) ] ( 2 3
:

)

当固定 m 值让 , 从 m 开始依次递推下去
,

可以看到标准圆球矢量波函数 (府
,

又) (及) 可以
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用非标准圆球矢量咬函数 (丽
,

反 )

`风 动鳄
一 : )

(劝 的线性迭加表示

;二} (灸) (
`
~ 。

,

, + 1 ,

…
。
一 z ) 和 ( M

, 厚 )
( x )

石(
,” 一 ’ )

.

由此得到和梅冠香教授完
之

纵 _
.

〕 二几 致的展开式是

“ ) /」

曰日曰
丫

,

歹篇

冠 ~ 一 ` ” = 】川】
万蕊
:…)

十 , 附
·

(
于 T耐 ( z〕

石
TM

/了.|、

凡

,切
a

r̀卫..ee卫J。

艺
一一

\
、乌l,
J一刃一H/

!
、

ō
1
.we月lù

、

、尹
//

!
月刀士叮+ 艺

J 鹭:
`

了士脚

仍 = 1
{

二 尺 T E

f三
士 ’”

\左皇梦 )
十

万
尺 T 凡̀

附 录

关于 ( 1 3 ) 式的推导

M
人) = , x

[乡必艺
, 、
( 人) ] = 些

5 I n

n笋 e o s 甲 + 必哗
万J U

, , 、 i n 沪 ) i人 ]
二

(又
一

)
卜ù卜
、

黔

也
劝以汀

,
l r

_ _

司

一丁L
`

- d r 翁

— r

刀学
e。 : 犷士 二 J

,

( 又
,

)
S】们

〔 U S

叮沪 S丈。 犷浏
合{

干

冷〔厨:
( , · , ) 又

( ` ) + “
二

(

一
)之
(人、 ] 一 于[厅。〔

, + , ) `
( 力 ) -

人
* 厅 : 《

,
一 ) *

( ` )〕}

:icss
, , 。。 S , 十 乡呀

万 I U

” 势 5 , 。 字)
之乃]

,

仁几r

)

,

又
: , , : 、 e o s

一
若 -二 [ 一 J 月+ l又八 r 夕

。 : .

之

(
, + 1 ) , + ]

, ,

( 又
r

)
c

件
万 1 1 1

(一
1 ) , ]}一

比较 (才
一

l) 和 (才
一 2 ) 式

,
两者

/

和 , 分量已完全一样
.

再将 (才
一

劝 式中
z
分量取出

,

有

告卜
日 ]

二

(寿 、

d犷 犷
。 , c o、 犷士 。

]
二

(又
;

)
S ]n

〔 U S

· , : 】· ,

]一

,

(寿 ) (黑
刀卯 5 I n 沪士 理

仁 U S

月华
s , ,`
沪 )一 J

二+ 1

(又
犷
) ( ;iscs 刀卯 c o s 甲干

s] n

〔 U S

” , S, n , ) ]
。 `去 ·

几
又一2

又
r , , , 、 c o s

一 万 L一 J · + t
气人

’
夕s , n (

刀 + ` ) , + ]一 ( “
,

) ;iscs (
。 一 ` ) , ]

·
“ : (刀

一 3 )

由此得到

`
卜合{

干

誉! “ :
。 , 十 , ) ;

( `卜 “ :
〔卜

, ) ,
( ` )卜冬「厅 : (

、 十 1 ) , (` , 一 厅 :
卜

: ):
(人 ) ]}

.

(刀
一
斗 )剔材

将 (才
一呼 )式取一次旋度并除以 夭,

即得到 可i: : (
寿 ) 的表示式

·

再将 “ 换成 “
·

最后可得

(厨
, 万 )i之;

`
. , ,

( 人 ) - 工万
干

7 L

口人

2

干 = 二一「(
又几 , 拜 )

牙
,

厅 )呈
( 二十 , , 〔:

,
, ,

( 入) + (丽
, 厅 ) :

(卜
工) ( ;

. ,

) (` ) ]

芡货「
天一:

(万
, 后 ) :

(二 十 : )。 :
, ; ,

(人 ) 一 ( 刃
, 府 ) :

( , 一 : ) 。: . , 》 ( 人)」}
·

( 才
·

5 )

戴振铎和梅 冠香教授与作者进行过有益的讨论 ;华东师范大学 83 级毕业生张敏娅同学对

文中公式做过推导和验证
,

在此一 并致谢
.
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