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论i Ens te in 引力理论中坐标的物理意义

和场方程的解
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、
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摘 要

本文联系引力势( 它满足i Ens te in 引力场方程) 的边值条件指出坐标的物理意

义
.

由于 Bia nc hi 恒等式
,

引力场方程要得到确定解必须辅之 以谐和条件
.

除了无

穷大平面
,

在所考虑的 引力体之外的一定区域
,

度规张量 岛
,

的 g0
。

分量应成为 N e w
-

ot n 引力势
.

我们用上述条件来求出球对称质量和具有均匀线密度的无穷长杆的静

态解
.

对于具有均匀表面密度的无穷大平面
,

上述关于 g0
。
的条件是解的必然结果

,

为此可 以用等效原理把解确定下来
,

以便能导 出 G ial leo 的自由落体定律
.

这个结果

的分析可以作为一个例子显示 出坐标的物理意义
.

这样的程序可以用于求解 E isn t e讯

理论中普遍的引力问题
.

E isn et in 在广义相对论中
,

在发现引力规律和运动方程的同时
,

还指出 : 物理规律在数学

上应遵循协变性原理
.

这是他对物理学的一个极为重要的贡献
.

物理规律若用代数方程或微

分方程来表达都是张量方程
,

在坐标变换下这些方程是协变的
.

的确
,

广义相对论发表以后
,

所有在 E isn iet n 以前发现的物理规律都被证明是张量方程
,

而以前并没有注意到这个事实
.

另一方面
,

由于强调 了物理规律的协变性
,

又导致了另一种观点
,

即认为 : 虽然物理规律

和空时几何有基本的意义
,

而用以表达这些物理规律的坐标是没有物理意义的
,

因此坐标的选

择仅仅是数学上方便与否的问题
.

在这种观点指导下
,

一直假定 : iE n st ie n
引力场方程的任何

两个解
,

只要可以用非奇异的实的坐标变换联系起来
,

就代表了所给引力问题的同一解
.

这种观点并不是没有根源的
.

在 N
e
w ot n 理论中

,

空间和时间是分开的
.

而在狭义相对

论中
,

空间和时间构成一个整体—
四维空时

,

它是以一个独立的实体的面貌出现的
.

但在

E sn et in 引力理论 中
,

空时
、

物质
、

弓1力和物质运动被认作是彼此关联着的
.

然而
,

无论是 N
c w ot n 的引力理论还是 E isn iet n 的引力理论都是宏观的物理理论

.

iE
n -

set in 理论所要解决的引力问题
,

也是 N e w t on 理论所要解决的问题
,

它们的差别仅在于 E isn iet n

理论更深人地理解 了自然现象的本质
,

因而更精确地揭示了本质
.

任何引力问题
,

在 N ew
t on

理论中有解
,

在 iE sn et in 理论中也应该同样能解
,

只不过以更深刻的方式解决而已
.

从 iE sn 。 访

弓}力理论在六十多年以前发表以来
,

并没有解决很多问题
,

有的问题即使数学上有了解
,

它的

本文于 19 81 年 10 月 1 5 日收 到
.
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物理意义却并不清楚
.

场方程的非线性固然造成了数学上 的困难
,

但实质上主要的障碍是物

理的
.

要使 N ew
t on 理论能解的问题在 E isn et in 理论中也能有解

,

必须先克服这些障碍
.

我们将在本文中看到
,

那种认为坐标没有物理意义的观点是在 E isn iet n
引力理论中求解

问题时遇到的困难之一 事实上
,

根本无法避开或绕过坐标的物理意义的问题
.

当我们求解

运动物质的场方程
,

~ 1 一

入 “ ,

一
一丁 g

“ ,
代 ~

Z

8呢 `

` 2
T 。 , ,

( 0
.

1 )

时
,

我们必须首先确定物质的几何构形
,

这种构形的对称性
,

物质的密度分布
、

压力以及在空时

中的运动速度
,

所有这些量都必须用坐标夹表达
.

很明显
,

如果物体 内部的物质分布或者 称
,

在有限距离上的边界值不知道
,

场方程是不可能有确定解的
.

一个有限物体的度规在无穷远

处趋于平直空时的度规
,

这个条件是必要的
,

但却不是可以用来获得确定解的充分条件
.

还有另一个重要的因素导致场方程 ( 0
.

1) 解的不确定性
,

这就是众所周知的在场方 程 之

J司存在着 iB o hc i 恒等式
:

~ 二

1 _

代瓜
, ,

一 一 代
, “

~ U
。

2
( 0

.

2 )

换言之
,

由于上面的微分关系式
,

场方程 ( 0
.

1) 的独立的分量方程的数 目是少于要确定的度规

张量 g
。 ,

的分量数目
,

这样
,

方程 ( 0
.

1) 的解必定具有某种程度的不确定性
.

下面将提出一个程序
,

按照这个程序
,

在 iE sn iet n 理论中引力问题可以象 N c w t on 理论一

样求解
.

首先
,

在描述引力和物质运动的 iR
e m an n

度规 南
,
~ g , d尹 d尸 中

,

我们将采用 D es ca
-

ert
s 空间坐标 xr (

;

一 1
,

2
,

3 ) 和时间 x0 ( x0 ~ ,
)

.

为了简化数学运算
,

我们可以用非奇异的

实的坐标变换
,

从 D es ca rt e s

的空时坐标系变到其它坐标系
,

但要求每个变换都有它几何的或

者物理的意义
,

如在以后所提出的无穷大平面引力场解的例子那样
.

其次
,

由于在场方程 ( 0
.

1) 的分量之间存在着 iB an hc i 关系 ( 0
.

2 )
,

我们必须用另外四个

微分关系来补充
,

以使得方程 ( 0
.

1) 的解确定
.

我们采用谐和坐标条件
,

即 D o ca rt e s

空间和时间坐标 xa 应该满足波动方程
:

口份
。

1 己 / /

—
。 , 、 。

一

~
, -二二二= 兀于屯 戈V 一 9 g

r

夕一 u .

`
/ _

。 口 x 尸

V 5

( 0
.

3 )

实际上
,

这些方程是加在度规张量 g ; ,

的解上的四个微分关系
.

为简化数学运算
,

我们可以从

扩 坐标系变到其它坐标系
x ` “ ,

在这两个坐标系之间有下述熟知的关系
’ lJ ,

万
又

飞一 鱼兰一旦丝
.

旦塑 (
t 拜 v J 口x p d x

`
产 d x 乡

t }
+ 口x ’ 几

口
x p

口
Z x 尸

口x `
, ( 0

.

斗 )

1 口

丫而
卒 (丫几 )

,

g 口·

干
d X “ L声了 了庵

口尸
(丫兀

g
` “
)

.夕如

因此
,

在任一坐标系 x `。

中
,

谐和条件 ( 0
.

劝变为

一一

“ù伙Xǔ丫d一口 口Z x “

口x `拜
口尤

’ ”

g
`那少

+
`

/二万 口x ’ “

V 5

(丫庵
’

g
’ “ ) ( 0

.

5 )
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第三个条件是
,

度规张量 称
,

的 g0
。
分量在引力物体周围空间的一定区域

,

应近似地等于

Ne w otn 势
.

这一条件可以作为度规张量 称
,

的边值条件
.

下面将看到
,

虽然这个条件可以用

作求解具有球对称的质量
、

无穷长杆和有限物体 引力场的普遍条件
,

但对无穷大平面情形
,

它

是解的必然结果
.

为此
,

可以用等效原理作为确定解的条件
.

我们将用上述程序求解三个简单的问题
:
球对称质量的静态引力场

、

带有均匀线物质密

度的无穷长杆的静态引力场
,

以及带有均匀面物质分布的无穷大平面的静态 引力场
.

在无穷

大平面的引力场中
,

我们将给出 G ial lco 的自由落体定律
.

在所有这三个问题中
,

非线性偏微

分引力方程都退化为非线性常微分方程
,

并存在着严格解
.

最后
,

我们把这种程序加以推广
,

以包括文献 【2
,

3] 提出的运动理论和引力波理论川为例

子
,

通过对自由落体定律的不同形式的分析
,

显示出坐标的物理意义
.

一
、

球对称静态场

具有球对称质量分布的物体外面的静态引力场
,

其四维空时的 Rie m an n 度规可以写为 :

d
s ,

~
e 却 d r , 一

e , ` d r Z

一
e ,科

(
r Zd s ,

+
r , s i n , OJ甲 ,

)
,

( 1
.

1 )

其中 又
,
产 , ,

是
r

的待定函数
,

球极坐标
; ,

日
,

沪 与 D es ca ert
s

空间坐标 x ,
y

, :
的关系是下述

变换方程
:

x
~

r s i n s c o s 切 , 夕 ~
r s i n o

s i n 甲 , 之
~

, e o s a
.

( 一 2 )

众所周知
,

球对称静态场 ( 1
.

1) 在物体外的收缩的 iR c m an n 一

c hr is ot 任el 张量方程是场方程 ( 0
.

1)

中 了 , ,

~ 。 的特殊情况
,

它有四个非恒等于零的分量方程
,

并且其中两个是全同的
.

由于

B ian hc i 恒等式 ( 0
.

2 )
,

三个方程中仅有两个是彼此独立的
,

结果它们的解是不确定的
.

S e h w a r z s c h i ld 用数学变换
r ’

一 。 “ r

( 一3 )

把
。 “

吸收到了坐标
, `

中
,

这就解决了这个困难
.

于是著名的 Sht 翻 rz
s

hc ild 解就成 为
:

/ 2 , 、
以 s

一 、
` 一 下夕

“ 扩 一
-

一

止一 d , 。 一
1 一 丝

r ` 2

( J日2
+

s i n ’ 日d oP Z

)
,

( 1
.

斗)

其中积分常数 m 是用相对论单位表示的物体质量
.

按照我们的程序
,

应保 留原来的坐标
犷 ,

以作为由 ( 1
.

2 ) 式定义的杆的侧量值
,

并用谐和

条件 ( .0 劝 来确定 ( 1
.

3 ) 式中
; ’

与
r

的确切关系
.

令
x `。 一 t , x “

~
: ’ , : ” ~ 6

, : ’ 3
~ 甲

.

( 1
.

弓)

定义 犷 (
r 一 1

,

2
,

3 ) 分别代表
x ,

y
, 。

.

根据 ( 1
.

2 ) 和 ( 1
.

5 ) 式
,

坐标 丫
”

变为 xa 的变换方程

是 :

x o
~ x ` o

~ , , x l ~ x ’ 1 s i n x , Z e o s x , 3 ,

x Z
~

x ` 1 s i n x ` 2 s i n x ` 3 , x 3

一 x ` l e o s x ’ 2
.

利用 ( 1
.

6 ) 式计算
“ ~ 1 , 2

,
3 的谐和条件 ( 0

.

5 )
,

并得到相同的关系式
:

( 1
.

6 )

了
,

Zm \ 俨
r

.

2
,

、 i

一 —
子一

-二 寸
,

气二 又r

\ 犷 / d r ` r
’ `

、 d 犷 Z r

一 m 夕
`

甲一刃 一 一 二

~
U

d r r
’ ( 1

.

7 )

而 (0
.

5 ) 式的
a 一 。 的分量恒等于零

.

微分方程 ( 1
.

7) 的普遍解为
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, 、 ,

1 】 , , 、 、

了
,

2 , 、
. ,

1
r
~ cl 火

尹
`

一 m / 个 自 l不 , 、 r

一 m / I n 、 l

一
-
万

.

少个
工
!

,

L ` 7刀 \ r / J

其中
` : , ` 2

为两个积分常数
.

一
_

.

_
,
_

、 , ,

一 _ _ , . 、

一一
, 。

一 ~
、 , 、 ,

二 /
.

2。 \
、

一 人 、 ,八 _

~ 。

利用仕人阴
r

但 卜 气` ” 少八甲困 9 00 皿冰刀 到 e w ot ” 罗 戈
` 一 丁夕达犷余什

,

了足
` ,
一 。 ’

并取
` :

~ 1
,

仍不失其普遍性
.

这样
,

l(
.

4 ) 式定义的度规就成为 ds
,

~

x `

一 (
1 +

子)
’
一( ` ”

2
+

·`一 “ ` , 2

,
·

犷

— 护刀

r 十 柳

r
十 m

d t . 一

—r 一 ” 2

在这个解中 由 ds
,
一 。 确定的光速在 竺 的一阶近似下是各向同性的

, 但在二阶近似

多
下就不再是各向同性的了

.

二
、

轴对称静态场

描述具有轴对称物质分布的
、

物体外面的静态空时的普遍的 iR e m an n
度规

` : 2
一

e Z” J t Z

一
e Z几己p Z

一
e Z拜己。 2

一 2 e Z口 J p ` z

一 p Z o Z̀ d甲2 ,

其中 p
, : ,

甲 为柱坐标
,

与 D es ca ert
s
坐标

x ,
y

, 忍

的关系是
:

x 一 P c o s 甲 ,
y = P S i n 华 , 之 ~ 么 。

几 , 户
, ” , : , a 都为 p , 。 的函数

.

令

x o
一 t , x l

一
x , x Z

= 夕 , x 3
= 之 ,

x ’ o
一 t , x ’ l

= p
, x ` 2

一
z , x ` 3

~ 甲
.

度规张量 蛛
,

有下述非零分量
:

可以写为
·

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

( 2
.

弓)

g 加 ~

9
12
=

e Z , ,

一
e 加

g
;

; ~ 一
e Z几 ,

g ;
:
一 一

。 2”

而 g二。 的所有其它
a 不等于 月的分量都等于零

.

衅 计算出来
.

一户2 ` 2` ,

逆变张量

( 2
.

斗)

g
’

邓 的分量可以由关系式 g
` “ 夕g芬

:

一

从 ( 2
.

2 )和 ( 2
.

3 )式可得变换方程
:

物体外面真空中的引力场方程在

x0 一 x’ 。
~ 八 一 x , 1 e o s x

’
3 x Z

一
x , ` s呈n x ` 3 , x 3

~
x ’ 2

x ` “

坐标系中可以写为
:

形

一示 {

一

{二

1
`

f 夕 飞
`

「a 飞
`

.

。 ,
.

/一 一下

了十 飞
; 。

了飞
,
夕了 十 瓦不石丁石

` n V 一 g

〕
’

。
.

/

一亡 花犷下二 i n V 一 g ~
u

.

J 口尤
“

( 2
.

5 )

在附录中给出了与 ( 2
.

1) 式度规相应的 R二
,

和第二类 Chr ist of fel 符号的明显表达式
.

三
、

无穷长杆的静态场

取 D es ca rt es 空间坐标系的 z 轴表示给定的带有均匀线密度的无穷长杆
.

于是由 ( 2
.

1) 式

定义的协变张量 茄
,

和逆变张量 梦” 的所有分量都是 p 的函数
.

把由 。 ~ 3 时 的谐和条件

( 0
.

5 ) 得出的关系积分
,

得
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其中
` 。
为积分常数

,

后面我们将证明它等于零
.

由 a 一 1
,

2 时 ( 0
.

5) 式的分量方程可以得到一个相同的方程
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.
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在上述五个微分方程中
,

第三和第四个是相同的
.

对第一
、

第五和第三等方程积分
,
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C . ,

1 0 2儿十2拜

_
刁 弓口 、 l / 2 声 、

\

“
/ “ 尸

( 3
.

斗)

P e ` 一

卜砂 + 2 群

(
e ,又+ 2”

一
右 `“

)
,八

p e ` + 沙+ 2群

/ 1
.

d丫、
、 一 十 一 } 一 勺

,

\ P d P /
( 3 劝

(
e ’ 又十 2“

一

其中
: 、 , : 2 , : 3

是积分常数
.

比较 ( 3
.

斗)
,

( 3
.

5 ) 式
,

以及比较 ( 3
.

5 )
,

e柑 )
`八 ( 3

.

6 )一一
lt
ó

力
.d一d

( 3
.

6 ) 式并分别积分后
,

得
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, 一 旦 ( I n p + `
)

,

乙 2

或
e ’

~ ( p 。左
)
· t /` : ,

( 3
.

7 )

产 一 全 l(
n p +

、

)
,

C 2

或 。 “
~ ( p

。 `

)
` , / c : .

( 3
.

8 )

在 ( 3
.

7 ) 与 ( .3 5) 式中的积分常数都取为零
,

仍不失其普遍性
.

由方程 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

6 ) 和 ( 3
.

5 ) 式得

e Z。

一 ,
。 2;

业 一 丝
c 3 d P c Z (告

+

嚣厂
二

`

”
` ’ “ ’ ·

( 3
.

9 )

由 ( 3
.

1 )
,

( 3
.

7 )
,

( 3
.

8 ) 和 ( 3
.

9 ) 式可以求得函数
e , `

产 一 点(工
+

c 三 \ P

d `
、

d ` 、
` ,

— l 、 P 亡

衬。 /

·

)
2一 /一 x( 。

。 ·

)
’
(
’ 十

之) +
。

; ]
.

( 3
.

10 )

由 ( 3
.

3 ) 式的第二和第三两方程
,

可以得

/ 1
.

d威
2

.

fd 训
2

.

d / 1
.

d 二
.

d川
几一 十 — l 十 气一 !

- 十 — 龟—
,卜 — 月一

— ,
\ p d p / \ d p / d p \ p d p d p /

扩生 + 些 十 业、兰 In (
。 2
*

2

一
亡

, 一 。

\ P d P d P / d P
( 3

.

1 1)

把由关系式 ( 3
.

7 )
,

( 3
.

5 )
,

( 3
.

9 )
,

( 3
.

10 ) 所确定的函数
, , 拌 , 又

,

分常数之间的如下关系式
,

c 3

(
c ;

+
c Z

) + c , c Z
~ 0

.

这样
,

( 3
.

3 ) 式的五个方程都已满足
,

但函数
`
仍未确定

.

为确定 ` ,

我们可以把分别由 ( 3
.

7 )一 ( 3
.

1 0) 式得到的函数

件 ( 3
.

2 )
,

并得

,
代人 ( 3

.

1 1) 式
,

可以得到积

( 3
.

1 2 )

e , ’ , e , “ , e 加
, e , ` 代人谐和条

兰 f生
十约 + 工

一

。

f生
+ 约

’

( 。
。 ·

)是
`一 十cl) 一 0

.

d p \ P d p / c
主 \ p d p /

( 3
.

1 3 )

卜 ( 。 二 )之
`

一
,

.

( 3
.

1斗)

于是 ( ’
·

` 3 ,式就“ 为 “

念
+

:参
这是变型 eB ss d 方程

,

它的解为 :

-

一丰一 , 、 一 。
.

仁
c :

+ c 3
)
`

p ~
。 。 z。 (

。
萝) +

a ,尺 。

(
n

奢)
,

( 3
.

1 , )

其中
,

K 。
( 二 )

.

-一 2
~

一
一

·

z。
,

尺。

是变型 B e s s e一函数
, 4 。 , 召 ,

是两个积分常数
.

对小的 二 值
, z。 (二 )

c z
+

c 3

可以展开为`月

了。 (幻 一

鑫南丫
,

以的

一阿:+)
·

冲
+

客赤(豁) (犷
解 0K (

,

约 没有物理意义
,

因此 ( 3
.

1劝 式中
“ ,

应等于零
.

对于大的 ` 值
,

I。 (的 有下面的渐近
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展开式
, 了。 (幻 ~

「
心

.

1
一甲二 二二二 1 1 十 一 十
丫 2二召 “ 8忿

1
·

9

2 ! ( 8
2

)
,

9
·

2 5

p一a0

3 ! ( s :
)

,

多一 生 一n

… … }
.

当 “ `良大时 ,

我“〕得

e ” 专

了乏藏
( 3

.

26 )ù
p一a0

在杆的周围的一定区域内
,

函数
。 2”

应成为它的 N ew ot n 势
,

因此我们可以要求
,

在离杆距

离大的地方 E运 s et in 解应该趋向于 N
c
w ot n 解

.

由 ( 3
.

7 )
,

( 3
.

1斗) 式得
Zc -

亡 2 ,

~

比较 ( 3
.

1 7 )
,

( 3
.

1 6 ) 式
,

可以得下述结果 :

Z c i

c i

十
c 3

萝
` 1+ · , .

民日 ` ;
~

` 1 .

( 3
.

1 7 )

( 3
.

1 5 )

由此关系式和 ( 3
.

1 2 ) 式可以得

1
c i :

乍 U , c Z
~ 一 一

c i ,

2

因此 ` ,

正比于此无穷长杆的线密度
.

由关系式 ( 3
.

14 )
,

( 3
.

7 )
,

( 3
.

5 ) 以及 ( 3
.

1 5 )
,

。 一上 > .0

2 c .
( 3

、

19 )

( 3
.

19 ) 中常数
: 2 , ` 3 的值

,

可以得以下结果

e , ,

~ 歹
, e Z群

~ 杏
,

( 弓
.

2 0 )一七ó
1一夕

一一

由 ( 3 2。 ) 式所给出的函数关系
,

( 3
.

1) 式应成为
: 占

` 4/ e ’ 口

(
e ,又+ , “

一
e 弓̀

)
` / , ~ ` 。

。

若 占~ o
, c 。

~ 0
.

故 心 2『

一 一 g ;
:
~ 0

.

由于
e ·

由 ( 3
.

2 0 ) 式给出
,

常数
c : , c :

由 ( 3
.

1 8 ) 和 ( 3
.

19 ) 式给出
,

( 3
.

1 0 ) 式中的函数
e Z王

就变为
:

exz 一 一三一 一三一
斗`

测
,

不哟
\ d互/

( 3
.

2 1)

p 与 夸的关系由取
4 :

~ 0 的 ( 3
.

1劝 式给出
.

( 3
.

2 0) 和 ( 3
.

2 1) 式给出的函数 护
, , `扣

,

护
` ,

护
`
是由 ( 2

.

1) 式定义的具有均匀线密度的无

穷长杆的引力场的度规张量 称
,

的解
.

四
、

无穷大平面的静态场

取 D es ca ert
s 空间坐标系的 xy 平面表示给定的带有均匀面密度的无穷大平面

.

除了 威

和 g ,33 以外
,

( 2
.

1) 式中度规张量 g二
,

和 『二 的所有非零分量都是 二 的函数
.

计算谐和条件

( .0 5 ) 的分量方程
,

对
“ ~ 3 的情形

,

得
e ` 十” 十加

(
e 2 1+ 2“

一 己 4 J

)
`八

7 f _ `十 , 十 2孟 亨
p
兰 .

—
} ~ O

分 , l r ` z人十 2拜

_
刀 4a 、 l / 2 1

甘 闷 L 、

“
/ J

( 4
.

0

因为 。 , : 是两个独立变量
,

( 4
.

1) 式左边第一项必须等于零
.

显然 “ 十 ,

不可能等于零
.

因此
,

根据 ( 2
.

1) 式并考虑 ( 2
.

4 ) 式规定的符号
,

应有

g ;
:
~ 一

e Z丁

~ 0 ( 4
.

2 )



第4 期 周培源 :论 Eint e sin 引力理论中坐标的物理意义和场方程的解

于是方程 (4
.

) 1就变为
:

一一
月

.

一 Z d一 d

一
办一 d z

十六一 d z
+以一六

对此方程积分
,

得

几 +
`
+

,

一 拜 一 c0 一 0 ,

其中
` 。
为积分常数

,

可取为零而不失其普遍性
.

由 ( 0
.

5 ) 式
a 一 1

,

2 的分量方程所导出的方程是相同的
:

生 (
亡一 ,

一
。 一 , `

) 一 。 ,

( 4
.

3 )

故有

( 0
.

5) 式
a -

( 斗
.

4 )

( 斗
.

, )

的分量方程恒等于零
.

把 (斗
.

3 )和 ( 4
.

劝式联立起来
,

可求得

2又 十 2, 一 那 ~ .0

采用 ( 2
.

3 )
,

( 2
.

4 ) 式所规定的符号
,

并考虑到关系式 ( 4
.

2 )
,

( 4
.

5 )
,

由 ( 2
.

5 )

度规 ( 2
.

1) 式的场方程中非恒等于零的仅有以下四个分量
:

( 4
.

6 )

式可以求得

办一dz办一dz
: ;

。
- -

一 !登
+

(鬓)
’
+ 2

叔一六
一、武一六K

一x
一

e 刁孟一 2群

尺 ;
2
一 2
业
d z Z

}器
+ 2

+ 2

(筹

d又 d ,

d Z d z

d 产

—
~

1~

d 君

少
,

.

Zd
y

、
2

十
~

一 二
十 气一 } 一 乙

d z 名 \ d z /

丝竺 _ 立
( 斗

.

7 )

一一
如一六奴一dz

R ;
3

~ p Z。 2 几一 2“
尹又

, 。

厂d又、
,

以 即
下一二 门厂 ` 、 — f — — —d z ` ’ 、

d
名 / d

z
d

z

在上述一组四个微分方程中
,

第二和第四是全同的
.

两方程变为 :

+ 丝 业
d 名 d 之

-

利用谐和条件 ( 斗
.

6 )
,

可以把第一
、

第二

一一

ō
.

凡一2
.卜

2一Z
d一d护

v

一一二 ~ U ,

d Z 汤

对方程积分
,

并再次利用 ( 4
.

6 ) 式
,

可以得到
,
一 。 1: , 又 一 ` 2 : ,

产 ~ (
c :

+ Z c :

)
z ,

( 4
.

8 )

其中
。 , , ` :

为两个积分常数
,

函数 , , 又中的两个可加常数 已置为零而不失其普遍性
.

把 ( 4
.

5) 式 ` , 拌 , , 的函数式代入 ( .4 7 ) 式的第三个方程
,

得 2c
2

(
` 2

+ 2自 ) ~ 0
.

由此
,

c ;
一 。 或

` 2
+ Z c ,

~ 0
.

( 4
.

9 )

可以把带有均匀面密度的无穷大平面的引力场的关于度规 ( 2
.

1) 式的解总括为 :
痴

。
~

e , ` ! ’ ,

、 ;
,

一 一
e , ` : ’ ,

g ;
2

一 一 。 , “ ! + , ` 之, “ ,

、 ;
2
一 o

,

g ;
3
一 一 ; , 。 ,一 “ .

c Z

的值由 。
.

9 ) 式给出
.

对

小的 ” 值
,

g0
。
可以展开为 :

g品= l + 2 。 1:
+

·

… … ( 4
.

1 0 )

这就是 N e w ot n 势
,

因此积分常数
: ,

正比于平面的面密度
.

有趣的是
,

由谐和条件 ( 0
.

劝 中的两个关系式 ( 4
.

1) 和 ( 4
.

4 )
,

可以得到三个关系式一一
( 4

.

2 )
,

( 4
.

5 )
,

(斗
,

6 )
,

而场方程 ( 4
.

7 ) 中仅有两个方程给出了
, ,

; 的独立解
,

(斗
.

7 ) 式的第三个

方程给出的则是积分常数的一个关系式 ( 4
.

9 )
.
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·

从( 4
.

1) 0式我们注意到
,

对 ( 4
.

9 ) 式给出的两个
c Z

值
,

在平面附近的 g品都变为 N e w t o n

势
.

为了确定究竟
` 2

的哪个值代表物理解
,

我们求助于等效原理
.

从对称性考虑
,

在无穷大

平面引力场中
,

自由下落的升降机内部
,

空时应该是 M ikn
o w s ik 型的

,

这个要求只有在
c Z

~ o

时才能满足
.

在度规
,

d , 2
~ ` 2` , “

d t , 一
e , ` , :

J o Z

一 即
2
一 户 ,己沪 2 ,

( 4
.

1 2 )

中
,

我们作如下坐标变换
:

, ,

一 生
亡· , · s i n h ` : , , 二 ,

一 生 (
。
一 。 。 s h ` ; , 一

。 一 `
)

,

` i

P ~ P
,

其中初值条件为
: 当 (

, , : ,
p , 甲 ) ~ ( o

,

滩
,

以得到

O , o ) 时
,

(
t ’ , z `

( 4
.

2 2 )
p

` ,
’

甲
`

) ~ ( o
, o

,

o
,

o )
,

于是可

d , 2
~ d t ` 2

一 d z ` 2

一 d p
` 2

一 户
’ Zd甲

’ 2
.

令
` 1
一

杀其
中 “ 为引力常数

, ·
为真空中的光速

,

并采用 二 g 一 单位制
·

的函数 r
, : ’

可以按 g / `
2

的幂次展开
:

( 4
.

1 3 )

式所定义

, ,

一小 + 生
·

典( 6
: + 。 , ,

) +

} 6 “

:

一 人+ 工 、 , , + 宾
·

典 [ 12 (
。 ,

一 * ,

) + 1 2 2 : , , + :
` ,̀ z +

Z 乙斗 亡 j

( 4
.

14 )

由 ( 4
.

1 4 ) 式可以看出
,

坐标变换 ( 4
.

1 2 ) 式的物理意义
: 它表示了两个不同的观察者所用的两

个不同的坐标系之间的关系
,

一个是固定在无穷大平面上的坐标 系 (
, , : ,

p
,

甲 )
,

另一个是向

平面自由下落的坐标系 ( t’
, 二 ` ,

澎
, 甲

’

)
.

在固定的坐标系 (
, , : , p

,

甲 ) 中
,

一个距离平面 滩的粒子由静止开始 自由下落
,

其轨迹可

以由 ( 4
.

1 2 ) 式中令
: `

~ o 得出
,

或者由求解这个自由落体在 ( 4
.

1 1) 式所定义的引力场中的

测地线微分方程得到
,

其结果为
:

` 2
. ,

g
名 ~ h 一 — I n 仁O S h — t 一

1
, .

1
方 一 一 g 厂 十 宁二

2 1艺

业 _ 一
。 : an h兰

, 一

d t c

1 9 3
`
、 _

一占 t ~ T~ 一丁 一 万 多

一j “

( 4
.

15 )

一
扩一尸ù

这正是 G ial l co 的自由落体定律在 E ins et in 引力理论中的说明
.

若初始高度 人 很大
,

在经过很

长的时间
` 后

,

自由落体的速度将趋近于光速
.

五
、

讨 论 和 结 论

从上述求解 iE sn et in 引力场方程的程序中
,

我们可以看出
,

狭义相对论的 M ikn
o w 、 ik 空

时也是 E in set in 引力理论的运动学基础
.

坐标变换 ( 1
.

2 ) 和 ( 2 :2 ) 式所显示的空间测度的

Euc ild 特征
,

正是表达了这种思想
.

文献 [ 2
,

3] 用逐级逼近的方法求解场方程时
,

实际上用

的就是 M谊ko w sk i 空时
.

近似方法仅仅是一种数学方法
,

它不可能改变空时的特征
.

既然平

直空时是近似求解方法的运动学基础
,

它也必定能适用于场方程的严格求解
,

包括本文所述的

三个特殊间题的求解
.

而且平直空时和量子场论
、

规范场理论是一致的
,

因此
,

场方程 ( 0
.

1)
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和谐和条件 (0
.

5 ) 描述的是在 Mic n l
o w s ki空时 中物质的运动和引力现象

.

由于仅仅依靠场方程解是不确定的
,

人们一直企图用引进对 介
,

的额外的假定来使解确

定
.

例如
,

在 cS h w ar sz hc ild 解中
,

可以把变换 ( 卜 3 ) 式解释为在度规 ( 1
.

1) 式的解上加了一个

额外条件 严 一 0
.

对于轴对称的静态引力场
,

则假设分量 goo 是 N c w ton 势口
.

这一点对 s hc w a -

r sz hc ild 解也适用
.

静态踢的各向同性解也已给出
〔6 ,rJ

.

但所有这些尝试
,

本质上是带有特殊

性的
,

仅仅适用于特殊的问题
.

虽然文献 LS
,

91 曾用过谐和条件
,

但通常把它看作是为了给出一组谐和坐标
,

而现在却
·

把它看作是加在场方程解上的普遍的物理条件
.

iE sn et in 等人 【, ,s] 在发展他们的运动理论时甩

了这个条件
.

他们的近似方法也可用于求解有限大小物体的静态场
.

把谐和条件用于弱引力

场的方程还预言了引力波的存在 LIJ
.

我们用 N c w ton 势作为球对称和轴对称静态场的一定区域内 goo 的边值条件
,

从而确定了

它们的解
.

这一边值条件也可用于有限物体的静态引力场
.

但对无穷大平面的引力场
,

必须

进一步利用等效原理以确定它的解
.

无穷大平面的另一个解相应于 ( 斗
.

9 ) 式中
` 2

~ 一 2 ` ;

的情形
,

其度规为
:

d s ,
~

e , ` 1“
d t , 一

e 一 6C , z

d z ,

一
e 一“ `“

( J p ,
+ p , J甲 ,

)
,

( 5
.

2)

它不满足等效原理
,

但可以导致与 G ial lco 自由落体定律 ( 4
.

1 5) 式不 同的形式
.

经过坐标变换
,

` 2 一 。 ,介 2 , ,

/偏
` 2

z
~

了 , z
~ 一

e ” 一 一 ,
户 一 P ,

甲 一 甲 、 井又 c l
一 一g \ g

( 5
.

2 )

度规 ( 5
.

1) 呈各向同性的形式
〔10J

,

、 * 2
一
(二丫

、 , , 2

一
(群丫( 、

· ` 2
+ ` 。

’ 2
+ 。 ` ’ ` *

` ’

)
·

、
9 2 / \ C一 /

(弓
.

3 )

: `

的物理意义显然与原来的坐标
“ 的意义不同

.

度规 ( 5
.

3 ) 式在

G ial le 。
的 自由落体定律

.

如果我们作坐标变换
,

坐标系内不可 能 导 致

, ,
.

, , e Z / 2 , 二左 2 , 、 , , , ,

~
I , z

= 二一 、 c 一 一
l j

, 户 = P , (尸 一 甲 ,

乙 g
( 5

.

4 )

则度规 ( 5
.

1 ) 式变为 L e v
卜 C i v i: a L川 给出的形式

,

刁` 2
一

(
` +

镇小
,

, , 2

- 2 一
~

一 、 。 , , 2

, +

镇
。 , ,

1

一 了 一一花万万一一不 又口 P
“

十 P
一口甲

`

夕
。

了
, . 艺 g _ ,

八
`

气
止

下 一了
石 )

\ C /

( 5
.

5 )

由这个度规可以导出不 同于 ( 斗
.

1 5) 式和 ( 5
.

1) 式的 G ial l co 自由落体定律的第三种形式
.

似地
,

我们可以对度规 ( 4
.

1 1) 式实行与 ( 5
.

叼 式相同的坐标变换
,

并得到 口

。 _

2
_ 了

: .

29
、

八
J J ,, 2 1 分 _ ,, 2 二 _ ,’ 2

_
_

,, 2
_

,

二
。

`婆。
一 、

1

--r
一一弓` l “ `

一

—
“ 石

一
u 尸 一 尸 “ 丫尹

\ c ` / : , ` g
_ , ,

上

下 手
石

( 5
.

6 )
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由 (多
.

6)式可以得到 Ga li le o 自由落体定律的第四种形式
.

但是计算结果表明
,

根据 ( 5
.

6 ) 式

所得到的自由落体的速度将达到一个极大值
,

然后逐渐减小
.

如果落体初始高度很大
,

当时间

很大时
,

这个速度将趋于零
.

这在物理上是无法接受的
.

此外
,

对于由 ( 4
.

9 ) 式给出的无穷大

平面的两个不同的解
,

度规 ( 5
.

劝和 ( 5
.

6 ) 式的形式并不满足谐和条件
.

因此
` ,

按照我们的程

序
,

( 4
.

1 1) 式是既满足谐和条件又满足等效原理的关于无穷大平面的唯一解
.

从上面无穷大平面例子的分析中更可以看出坐标的物理意义
.

D es ca ert
s

空间坐标和时间

定义了一个 M ikn
o w sk i 空时

,

在这个空时里的 iE sn et in 场方程和谐和条件是物质的引力规律
.

R ie m an n
弯曲空时不过是描述引力现象的数学语言

.

最后
,

作者对于周如玲
、

丁浩刚
、

章德海和黄永念等同志在完成这一研 究中所给予的帮助

和协助
,

表示谢意
.

附 录

( 2
.

习 式中五个不恒等于零的分量方程为 :

成
。

一母 l{00}’
一

备 {0z0}’
十 ,

{00l}’ {0l0}’
十 2

{00}z’ 诺
一

{0l0}’ 斋
·

丫万
一

{00}z’ 备呵万
一 “ ,

* ;
1

一备 {:
,

}
`

一

晶{几}
’

+

王100}
`

王100}
’

+

{
,̀ ,

}
’

{:
1

}
`

+ ,

{几}
’

{几}
’

+

{几}
r

{几}
’

+

{几}
’

{几}
’

+

导
·̀

`万
一

{
;̀ 1

}
’

晶
,· 丫万

一

{:
}

}’g vln 万
一 。 ’

; ;
!

一副鑫卜副鑫卜 {00}z
’

{二卜小
’

{』
1

卜
2

娜
’

姗
’

+

{二}
`

{鑫}
`

+

{晃}
’

{晃}
’

+

会
,·

何
一

{鑫}
’

晶
,
1飞

丫万

一

毋黔何
一 ” ’

称一副
,

飞}
`

一

副几}
’

十

{几日二r
+

{)
l

}
’

{lz
,

}
’

十

{二} {鑫}
’

十

俗价
+

以以
+

订以
+

蒜 vln 万

一

{汪歇 丫万
一

以黔
丫万

一 。 ,
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二 ;
,

一暴{鑫}
’

一
悬{晃}

’

+ ,

{吴}
’

{鑫}
`

+ ,

{鑫}
’

{兵}
’

一

以黔
“万

一

以 剔
丫万

一 。 ,

而 ( 2
.

5) 式的其余分量方程都恒等于零
.

非恒等于零的二阶 C hr i st of fe l 记号有下述十四个 :

{l00}’
一

豁 {00z }’
一

豁

{010}
`

一 石丽于毛环 (一豁一 鬓)
,

{00z}
’

一 不搽冬环 (
一鬓一鬓)

;

{
,̀ ,

}
’

一 舀而赶环 l一 (一鬓
+ 一 鬓)

一 ,一
刹

,

{几}
’

飞而共屯
一

万 l一嚣一 (会
一 ,

豁)〕
;

{
;

飞}
’

一 莎子筑
丽

(
一 鬓一佘 )

,

{12z}
’

布而类环 (一霏一鬓)
;

{212}
’

几而菩答环卜一会一 (豁
一 ,

鬓)」
,

{鑫}
`

飞
飞1

不 )耳
石

l一 (
一
鲁

+ 一
斋 )

一 ,一 瓮}
;

{久}
`

几不篡尝莎卜一 (告
+

备 )
+ 一 鬓〕

,

{晃}
’

几不黔
莎卜

一鬓
+ 一 (告

+

瓷)}
;

{几}
’

一

告
十

豁 王粼
一

豁

所有其余的二阶 C h r
ist ol fel 符号都恒等于零

.
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