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摘要 很多应用领域中的实验结果都表达成连续比例型数据, 这类数据通常度量成为百分比、比率或

比例, 并取值于单位区间. 为了采用弥散模型中的单纯形分布来模拟此类实验结果, 本文首先研究单

纯形分布的部分重要性质, 在回归分析中参数估计和统计推断需要运用这些性质. 模拟研究表明, 当

所研究情形不满足分布假设时, 单纯形回归模型比 Beta 回归和分对数 - 正态回归模型更为稳健. 通

过对体外造血干细胞移植技术的真实数据分析, 本文阐释这种方法和它针对异常值的稳健性. 在 R

软件中, 单纯形回归可以由程序包 “simplexreg” 实现, 读者可以自行下载这个程序包, 地址为 http://

my.zju.edu.cn/share/2466293 (验证码: 7919).
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1 引言

广义线性模型 (GLM) [1] 理论表明, 在回归分析中需要合理识别响应变量的类型. 尽管在实际应

用中人们常使用正态分布,但 Jørgensen [2] 指出,除非数据弥散度很小,服从正态分布的数据通常不是

主流, 而是特例. Fisher [3] 也强调过按类型自然描述数据的重要性. 如果有相关信息,分析非正态形数

据的时候需要考虑其数据类型.

Nelder 和 Wedderburn [4] 通过引入广义线性模型, 首次提出, 许多类型的非正态形数据可以通过

一种统一的方法来分析. 广义线性模型起初用于指数分布族, 其核心思想后来推广到一类更广泛的模

型, 即弥散模型 [2]. 可再生弥散模型 DM(µ, σ2) (其中, µ 为位置参数, σ2 为散度参数) 是一族分布函

数, 它的概率密度函数在合适的测度下可以写成

a(y;σ2) exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
, y ∈ C,

其中, a > 0 是一个合适的标准化函数, d 是定义在 C × Ω 上的单位偏差函数, µ ∈ Ω, σ2 > 0. 弥散模

型的主要贡献是, 均值和偏差的表示相应地推广为位置和偏差, 所以可以处理更多种类型的数据. 同

时, 方差分析中的残差平方和被推广的偏差函数, 使得偏差分析在模型拟合和模型选择中成为一个一

般性的推断工具.



张朋等: 基于单纯形分布的比例数据的回归分析

这类弥散模型包含了一系列非正态分布, 包括描述正值数据、非负值数据、计数数据、二项数据、

方向数据和比例数据的分布. 弥散模型中很重要的一类是指数弥散模型, 也就是现在熟悉的广义线性

模型. 当散度参数固定时, 一个指数弥散模型正好是一个指数族分布. 单纯形分布 [2] 也是一种弥散模

型. 通过变动位置和散度参数,单纯形分布包含了一大类定义在 (0, 1)区间上的分布.如果散度较大则

会出现两个极值点, 这是因为单纯形模型本质上是一种混合模型.

当单纯形分布用于广义线性模型中的随机机制时,所得到的回归模型可以有效用于连续比例数据

的分析, 而连续比例常出现在应用领域中. 由于单纯形模型实际上属于弥散模型, 它与指数弥散模型

一样具有很多共同的解析性质. 所以, 针对连续比例数据的广义线性模型可以在经典广义线性模型 [6]

的基础上得出.

由于分对数 -正态分布 (LN) [7] 的均值和方差没有解析解,我们对比例作分对数变换 [8],得到线性

模型. Beta分布是另一种在 Bayes统计学中针对二项比例的常用先验分布.通过变换 Beta分布中的参

数, Ferrari 和 Cribari-Neto [9] 提出了针对比率或比例的 Beta 回归, 并用 R 语言程序包 “betareg” [10]

实现了相关的参数估计和统计推断.

在以往文献中, 单纯形边际模型 [6, 11] 和单纯形混合效应模型 [12] 已被深入讨论. 本文讨论单纯形

分布及其广义线性模型以及相关的计算问题. 第 2 节介绍单纯形分布及其基本性质, 如随机数生成法;

第 3 节介绍基于单纯形分布的广义线性模型及其统计推断和计算; 第 4 节报告模拟研究结果, 在违反

分布假设情形下, 比较单纯形广义线性模型、Beta 回归模型和分对数变换线性模型的稳健性; 第 5 节

分析研究干细胞低温保存后回复率的真实数据, 以此阐释上述方法; 第 6 节通过讨论得出结论. 技术

细节详见附录. 我们通过 R语言程序包 “simplexreg”实现本文中讨论的单纯形广义线性回归,读者可

以自行下载这个程序包, 地址为 http://my.zju.edu.cn/share/2466293 (验证码: 7919).

2 单纯形分布

单纯形分布可由广义逆 Gauss 分布 [5] 导出. 考虑由下式定义的重正化鞍点近似 (当 σ2 → 0 时):

p(y;α1, α2, µ, σ
2) = c(α1, α2, µ, σ

2)yα1−1(1− y)α2−1 exp

{
− 1

2σ2
dα1,α2(y;µ)

}
, y ∈ (0, 1),

其中, 单位偏差函数 dα1,α2(y;µ) 定义为

dα1,α2(y;µ) = µ2α1−1(1− µ)2α2−1 (y − µ)2

y(1− y)
,

c(α1, α2, µ, σ
2) 是满足 ∫ 1

0

p(y;α1, α2, µ, σ
2)dy = 1

的规格化项, 分布中的参数 (α1, α2)
T ∈ R2, σ2 > 0, µ ∈ (0, 1), 这类分布被称为广义单纯形分布, 记为

Y ∼ S(α1, α2, µ, σ
2). 显然, 在 σ2 → ∞ 的极端情形下, 上述分布就是参数为 (α1, α2) 的 Beta 分布 [2].

令 (α1, α2) = (−1/2,−1/2), 我们得到标准单纯形分布, 本文中称为单纯形分布.

均值参数 µ ∈ (0, 1) 和散度参数 σ2 > 0 的单纯形分布具有类似于正态分布的密度函数:

f(y;µ, σ2) = [2πσ2{y(1− y)}3]−1/2 exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
, y ∈ (0, 1), (2.1)
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其中, 单位偏差函数为

d(y;µ) =
(y − µ)2

y(1− y)µ2(1− µ)2
,

单位方差函数为 V (µ) = µ3(1− µ)3.

Y ∼ S−(µ, σ2)表示随机变量 Y 服从均值 (位置参数)为 µ散度为 σ2 的单纯形分布. Jørgensen [2]

给出了 Y 的方差 τ2:

τ2 = µ(1− µ)− 1√
2σ2

exp

{
1

2σ2µ2(1− µ)2

}
Γ

{
1

2
,

1

2σ2µ2(1− σ)2

}
, (2.2)

其中,

Γ(a, b) =

∫ ∞

b

ta−1e−tdt

是不完备 Γ 函数.

图 1展示了具有相同均值和方差的单纯形分布、Beta分布、和分对数 -正态分布的密度函数. 直

观上看, 单纯形密度函数压缩正态密度的两端到单位区间的边界点 0 和 1. 当散度参数 σ2 很大时, 单

纯形分布具有两个极大值点. 在单位区间的两端, 单纯形分布和分对数 -正态分布的密度趋向于 0, 但

是 Beta 分布的密度值很大. 当均值 µ 接近 0 或 1 时, Beta 分布在单位区间两端的密度值是无穷大.
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图 1 有相同期望和方差的单纯形密度、Beta 密度和分对数 - 正态密度, 其中, 实线: 单纯形密度, 点线: Beta 密

度, 虚线: 分对数 - 正态密度
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当 σ2 较小时, 单纯形分布、Beta分布和分对数 -正态分布是类似的. 特别地, 当 σ2 → 0时, 由小散度

渐进理论可得

Y − µ

σ
√
V (µ)

d→ N(0, 1),

其中, Y ∼ S−(µ, σ2). 密度函数关于单位区间中点 (即 0.5) 对称, 即 S−(µ, σ2) 与 S−(1 − µ, σ2),

Beta(α, β) 与 Beta(β, α) 和 LN(µ, σ2) 与 LN(−µ, σ2) 是关于 0.5 对称的.

2.1 单纯形随机变量生成

在很多方面我们都需要开发服从单纯形分布的随机数的算法,其中一个例子就是模拟实验. 同时,

生成单纯形随机数的有效算法也是 Bayes推断中 Markov chain Monte Carlo方法的基础. 这种算法可

以基于某种变换, 而这种变换的动因是单纯形分布是由逆 Gauss 混合分布的变换得到的 [13].

逆 Gauss 混合分布, 记为 M-IG(ξ, ϵ2, p), 是逆 Gauss 分布 (以 1− p 的概率) 和其互补分布 (以概

率 p) 的混合, 它具有如下密度函数:

f(x; ξ, ϵ2, p) = (2πϵ2x3)−1/2

(
1− p+

px

ξ

)
exp

{
− 1

2ϵ2
(x− ξ)2

ξ2x

}
, x > 0.

以下命题表明, 单纯形随机变量可以通过变换服从逆 Gauss 混合分布的随机变量得到 [14].

命题 1 若 X ∼ M-IG(ξ, ϵ2, p), 令

y =
x

1 + x
, µ =

ξ

1 + ξ
, ξ2 =

ϵ2

(1− p)2
= ϵ2(1− ξ)2.

那么,

Y ∼ S−(µ, σ2).

注意到在这个变换中 Jacobian 式为 (1 − y)−2, 证明是显然的. 所以, 为了生成服从单纯形分布

S−(µ, σ2) 的随机数, 我们可以先从逆 Gauss 分布 M-IG(ξ, ϵ2, p) 中产生随机数, 其中,

p = µ, ξ =
µ

1− µ
, ϵ2 = σ2(1− µ)2,

再作一一变换

y =
x

1 + x
.

Jørgensen [13] 介绍了一种从逆 Gauss分布和 χ2
1 分布中产生服从逆 Gauss混合分布的随机数的方

法. 逆 Gauss 分布具有很多统计和概率性质, 其中, 包括抽样理论中的 χ2- 分布和 F - 分布 [5]. 本文采

用 Michael 等人 [15] 提出的方法生成逆 Gauss 随机变量, 这种方法的基础是逆 Gauss 密度的核是 χ2-

分布. 这里提出的单纯形随机数生成的变换方法仅仅建立在 χ2 随机数生成器和均匀分布随机数生成

器之上. 这种产生单纯形分布随机数的方法可由 R软件包 “simplexreg”实现. 图 2对比了从单纯形随

机数生成器得到的 5000 个随机数的直方图和相应的单纯形分布的密度函数.

另外, 我们还可以用一种接受 - 拒绝算法 [16] 从单纯形分布中生成随机数. 当散度参数较大时, 将

Beta 分布作为包裹分布; 反之, 则用截断的正态密度 [14]. 值得注意的是, 尽管生成 Beta 随机数是很

便利的, 但此接受 - 拒绝算法并不非常有效. 基于 Beta 分布的接受 - 拒绝算法对比了单纯形分布和

Beta 分布, 而 Beta 分布是广义单纯形分布的极限分布, 且二者具有相同的样本空间.
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图 2 服从单纯形分布的随机数的直方图, 实线表示相应的单纯形分布密度函数的曲线

2.2 性质

易知单纯形模型满足 y 与 1− y, µ 与 1− µ 间微分与积分的可交换性. 若 Y ∼ S−(µ, σ2), 则其得

分函数如下:

u(y;µ) =
y − µ

µ(1− µ)

{
d(y;µ) +

1

µ2(1− µ)2

}
,

于是 d′(y;µ) = −2u(y;µ), 这里 ′ 和 ′′ 分别表示一阶和二阶导数.

计算 Fisher 信息量时, 我们需要知道 E[d(Y ;µ)], E[(Y − µ)d′(Y ;µ)] 和 E[(Y − µ)d(Y ;µ)].

命题 2 令 Y ∼ S−(µ;σ2). 那么, E[Y ] = µ, 且

(i) E[d(Y ;µ)] = σ2;

(ii) E[(Y − µ)d′(Y ;µ)] = −2σ2;

(iii) E[(Y − µ)d(Y ;µ)] = 0;

(iv) E[d′(Y ;µ)] = 0;

(v) 1
2E[d

′′(Y ;µ)] = 3σ2

µ(1−µ) +
1

µ3(1−µ)3 ;

(vi) Var[d(Y ;µ)] = 2(σ2)2;

(vii) Var[u(Y ;µ)] = 3σ4

µ(1−µ) +
σ2

µ3(1−µ)3 .
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(i)–(v) 的证明可参见文献 [6, 附录], 文献 [17] 给出了 (vi) 的证明, 本文附录给出了 (vii) 的证明.

命题 2 中描述的性质可用于统计建模和推断. 例如, 由 (i) 可以得出散度参数 σ2 的矩法估计, 而

(iv)–(vii) 可用于推导单纯形广义线性模型 [14]、单纯形边际模型 [6, 17] 和单纯形混合效应模型 [12] 的统

计推断.

3 单纯形广义线性模型

广义线性模型是一类从经典线性模型自然推广出的统计模型, 以线性回归作为其特例, 包括方差

分析模型、针对二项数据的分对数和正态数模型、针对计数的分对数线性模型和多元离散选择模型,

以及一些针对存活数据的常用模型. 广义线性模型的主要思想可扩展到弥散模型, 如单纯形模型. 接

下来将阐述单纯形广义线性模型, 简称为 SGLM, 它使用单纯形分布来描述比例数据. 为了避免与下

面介绍的单纯形模型中的替代反应量发生混淆,从现在起,我们用 y 表示随机变量或者它的观察值, Y

将不再表示 y 的随机变量, 而将仅仅被用作表示替代反应量.

3.1 模型建立

考虑独立的比例反应变量 yi, 0 < yi < 1, i = 1, 2, . . . ,m. 令 xi 为 p 维自变量向量, zi 为 xi 的子

集. 下面将反应变量的均值和散度模型化为这些协变量的函数.

令 yi | xi ∼ S−(µi, σi
2), 其中, 均值 µi 服从广义线性模型,

ηi = g(µi) = xT
i β, (3.1)

这里函数 g : (0, 1) → (−∞,∞) 是关联函数, β 是回归系数向量. 散度参数 σi
2 可以与一些自变量联系

在一起,

h(σi
2) = zT

i γ, (3.2)

其中, 函数 h : (0, 1) → (−∞,∞) 是关联函数, γ 是回归系数向量. 这是一个广义线性模型的扩展. 我

们将关注 g 的分对数关联函数和 h 的对数关联函数. 这个模型可以处理更复杂的数据, 如由自变量导

致的多模式聚类.

SGLM 同样满足广义线性模型的基本原则. 首先, 给定 xi, yi, i = 1, . . . ,m 是独立分布的, 并有均

值 E(yi | xi) = µi; 其次, 参数 µi 可以根据观测对象改变而改变, 它是通过线性函数 xT
i β 连接密度函

数和回归变量的参数; 最后, 分对数关联函数是单调可微的. 但是, 单纯形密度函数不是广义形式上的

指数分布族的成员, yi 的方差也并不只随着 xi 通过 µi 变化, 实际上, 也依赖于散度参数.

3.2 推断

在散度参数的变化下, 为了估计 SGLM 的参数 β 和 γ, 依照广义线性模型的经典理论, 我们用重

赋权最小二乘迭代法计算 β 和 γ 的极大似然估计. 显然, 对数似然函数有如下形式:

l(β, γ) = −1

2

m∑
i=1

[
d(yi;µi)

σ2
i

− log σ2
i

]
, (3.3)

另附带有一个常数项.
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定义替代或作用向量 Y = (Y1,Y2, . . . ,Ym)T 的第 i 个元素

Yi = g(µi) +
u(yi;µi)

σ2
i ωig′(µi)

, (3.4)

其中, u(yi;µi) 是 (2.3) 中定义的得分函数, 而权重由命题 2(v) 给出,

ωi =
Ed′′(yi;µi)

2σ2
i [g

′(µi)]2
=

1

σ2
i [g

′(µi)]2

(
3σ2

i

πi
+

1

π3
i

)
, (3.5)

其中, πi = µi(1− µi). 根据命题 2(iv)–(vii) 容易看出 E[Yi] = ηi = g(µi) 并且 Var[Yi] = ωi.

替代反应变量的表达式 (3.4) 是弥散模型下的自然推扩. 对于指数分布族模型, 替代反应变量可

以写成 Yi = g(µi) + (yi − µi)g
′(µi), 这是经典广义线性模型中的常见形式.

(3.3)和 (3.4)的导数详见附录. 通过这些导数,我们可以用重赋权最小二乘迭代法估计 β和 γ [14],

即迭代求解 β 和 γ 的得分方程

β(k+1) = β(k) +

( m∑
i=1

xT
i ω

(k)
i xi

)−1 m∑
i=1

xT
i ω

(k)
i (Y

(k)
i − η

(k)
i ),

γ(k+1) = γ(k) +

( m∑
k=1

zT
i u

(k)
i zi

)−1 m∑
i=1

zT
i υ

(k)
i ,

其中, 当 h 为对数关联函数时,

ui =
1

2
, υi =

d(yi;µi)

2σ2
i

− 1

2
.

ω
(k)
i , Y

(k)
i , η

(k)
i , u

(k)
i 和 υ

(k)
i 可在计算 β 和 γ 的第 k 步迭代中得到. 采用分对数关联函数 g, 注意到

g′(µi) = π−1
i , 我们可以将 (3.5) 简化为

ωi = 3πi +
1

σ2
i πi

.

β 的初始值可以从线性模型分对数变换的反应变量得到,而 γ 的初始值,根据命题 2(i),可以通过

基于 Γ- 分布的反应变量 d(yi;µi) 的对数线性模型得到.

回归参数 β 和 γ 的估计基于极大似然估计. 关于回归参数的假设检验可以选择 Wald 检验, 似然

性检验和得分检验. 回归参数及它们的标准差的估计可以在 “simplexreg” 软件包中得到. 例如, 如果

我们检验 H0 : βi = 0 与 Ha : βi ̸= 0, 令 β̂i 和 se(β̂i) 为 βi 的估计及其标准误差估计, Wald 统计量由

下式给出:

t =

∣∣∣∣ β̂i

se(β̂i)

∣∣∣∣,
其 p值为 2×Pr (Z > t),这里 Z为服从标准正态分布的随机变量. βi 的 A(1−α)× 100%置信区间为

(β̂i − Zα/2se(β̂i), β̂i + Zα/2se(β̂i)),

其中, Zα/2 是标准正态分布在 α/2 水平下的临界值.

单纯形广义线性模型的一个特殊例子是固定散度参数, 即对 yi ∼ S−(µi, σ
2), 我们只建立广义线

性模型 (3.1). β 的估计方法不变, 而通过解得分方程, σ2 的估计有解析形式

σ2 =
1

m

m∑
i=1

d(yi;µi),
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这与由矩法得到的 σ2 的估计是一致的 (见命题 2(i)). 文献 [11] 称此为 Jørgensen 估计量. 为了得到

更好的无偏估计, 可调整自由度, 并得

σ2 =
1

m− (p+ 1)

m∑
i=1

d(yi;µi),

其中, p 为 (3.1) 中的协变量数量.

但是, 当固定散度参数假设存疑时, 模拟实验 [6] 更倾向于可变的散度参数模型 (3.1) 和 (3.2). 如

果没有因素影响散度参数, 模型 (3.2) 退化为特殊情形 — 常数散度. 相反地, 如果某些因素是聚类结

构的关键因素, 如呈现多模式分布情形, 模型 (3.2) 在散度水平上有助于聚类过程模型化.

4 模拟实验

为了说明恰当地运用单纯形广义线性模型分析数据的重要性,并比较单纯形模型、Beta模型和分

对数 - 正态模型对应的三种数据分布假设下的稳健性, 本文作了一系列模拟研究, 所用数据是以上相

应的三种数据分布假设下随机产生的, 并且每组数据均由三种模型进行拟合.

在单纯形模型和 Beta 回归模型下, 应变量的均值 µi, i = 1, . . . , 500 由以下模型得到:

logit(µi) = β0 + β1Ti + β2Si,

其中, T 为实验分组变量, 取值于 0 或 1, S 为环境因素, 且为 (0, 5) 均匀分布中取值的连续变量. 为

了使得本节中的模拟结果能与第 5节数据分析的结果在不同散度值下进行比较和讨论,本节通过调整

单纯形分布和 Beta分布的参数,使其产生的数据与各自不同散度值下的回收率具有相同的形状.根据

Ferrari 和 Cribari-Neto [9] 的研究, 记精度参数 ϕ = a + b, 那么, 对于分布 Beta(a, b), 我们有 a = µϕ,

b = (1− µ)ϕ, 其中, ϕ 设为 16. 而对于单纯形回归模型, 散度参数 σ2 = 16.

当数据来自于分对数 - 正态模型时, 我们使用

logit(Yi) = β0 + β1Ti + β2Si + εi,

其中, εi ∼ N(0, 1).

简化起见, 我们只考虑 Y 的分布对参数 βj , j = 1, 2, 3 估计值的影响. 其真值不妨设为

(β0, β1, β2) = (1.5, 0.5,−0.5).

重复 200 次所得的参数估计结果综述于表 1.

表 1 所示为三个模型参数的估计均值及其均方误差. 当 Beta 模型中 ϕ = 16 时, 散度参数估计的

平均值为 σ2 = 2.2. 然而, 大概 13.7% 的产生于 σ2 = 16 的单纯形模型的数据不能用 Beta 回归拟合.

图 3 中展示了各种情况下的核密度估计. 从中我们发现:

(i) 当分布假设不成立时, 单纯形回归模型比 Beta 模型和分对数 - 正态模型更有效. 这可以通过

这一事实进行理解, 当数据并不是由单纯形分布产生时, 单纯形模型的偏差最小且均方误差增量最小.

(ii) 当数据来自单纯形分布或 Beta 分布时, 分对数 - 正态模型表现最差. 而 Beta 模型参数估计

的标准差相较单纯形模型和分对数 - 正态模型更小.

(iii)对于比例数据来说,单纯形模型的稳健性最好.从图 3中看出,单纯形广义线性回归参数的密

度估计总位于三种密度估计之间, 这说明当数据分布假设不成立时, 单纯形广义线性回归模型相较其

他模型总有更小的估计误差.
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表 1 基于 200 次重复实验的参数估计的汇总统计表

拟合模型

单纯形 Beta 分对数 - 正态

随机数生成模型 真值 均值 均方误差 均值 均方误差 均值 均方误差

单纯形 β0(1.5) 1.5055 0.0205 1.2681 0.3081 1.9794 0.2653

β1(0.5) 0.5040 0.0170 0.4225 0.0199 0.6469 0.0539

β2(−0.5) −0.5036 0.0023 −0.4279 0.0181 −0.6612 0.0297

Beta β0(1.5) 1.5258 0.0089 1.5029 0.0065 1.6373 0.0270

β1(0.5) 0.5093 0.0063 0.4989 0.0043 0.5480 0.0082

β2(−0.5) −0.5086 0.0009 −0.5005 0.0006 −0.5457 0.0029

分对数 - 正态 β0(1.5) 1.3229 0.1774 1.2343 0.1910 1.5225 0.1722

β1(0.5) 0.4263 0.1391 0.3990 0.1156 0.4971 0.1570

β2(−0.5) −0.4374 0.0175 −0.4088 0.0201 −0.5046 0.0164
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图 3 基于 200 次重复实验的回归模型参数密度估计, 实线: 单纯形; 虚线: Beta; 点线: 分对数 - 正态

97



张朋等: 基于单纯形分布的比例数据的回归分析

5 数据分析

自体外造血干细胞 (PBSC) 移植技术已广泛地用于多种恶性血液系统疾病的清髓性治疗后的血

液恢复. 造血功能重建主要取决于是否有足量的干细胞输注进入骨髓微环境 [19]. 其中活性 CD34+ 造

血干细胞的剂量视为是否有充足 PBSC 可供采集的重要标志, 同时也是血液移植中的预测指标. 研究

表明, 干细胞输注前的冷冻、低温保存和解冻过程将不可避免地损坏 PBSC, 并显著降低活性 CD34+

细胞的数量 [20]. 活性 CD34+ 细胞的损耗程度一般通过比较低温保存后和冷冻前的 CD34+ 细胞的回

收率变化来测算. 目前影响低温保存后细胞回收率的机制已引起了学术界的关注.

2003–2008年,加拿大阿尔伯塔省医疗总部下属的埃德蒙顿造血干细胞癌症研究所 (the Edmonton

Hematopoietic Stem Cell Lab in Cross Cancer Institute-Alberta Health Services)在患者同意的条件下进

行了总计 242例清髓性剂量化疗后进行的自体 PBSC移植的临床实验. 患者的年龄、性别和临床数据,

如癌症类型和化疗方案等, 都被记录下来. 患者年龄从 18 岁至 71 岁不等, 其中大部分为男性 (170),

并被诊断为多发性骨髓瘤、非 Hodgkin 淋巴瘤、急性白血病、实体瘤和淀粉样变等病症类型. 病人接

受了初期的化疗, 有一日方案和三日方案, 方式包括粒细胞集落刺激因子等方法, 用于活化 CD34+ 细

胞. 在外周血 CD34+ 循环计数达到或超过 15 个细胞 /µL 的时候开始采集 PBSC. 之后 PBSC 产物

被冷冻, 并存储在液氮蒸气中直到再次输注. PBSC 样本在收集当日 (预冻处理) 和低温保存后 (解冻

后) 分别评估样本中绝对活性 CD34+ 细胞的数量. 低温保存后的细胞活性以冷冻后活性细胞或菌落

的数量所占冷冻前其数量的百分比来计算.

5.1 单纯形回归分析

CD34+细胞回收率的范围在 40%至 100%. 回收率的直方图显示了某种左偏态分布.数据中出现

的两处极值 (100%), 用 99% 替换以避免比率数据在端点的定义问题. 通过对患者不同化疗类型的分

类我们构造出类型变量 Chemo 来表述, 包括 G-CSF 和另外一种化疗类型在内的两种化疗类型, 并根

据化疗实施天数区分为为一天方案和者三天方案.横行依据 Chemo分组,纵列依据年龄分组 (< 40或

> 40) 建立列联表  4 40

129 69

 .

几乎所有小于 40 岁的年轻患者都被安排了三日化疗方案, 而对于大多数老年患者则安排了一日化疗

方案. 初始年龄和化疗方案这两个因素都没有在分别进行的初始拟合中显示统计显著性, 说明模型中

这两个因素的效果是相互抵消的. 在接下来的模型拟合过程中, 样本中年龄小于 40 岁的个体设定为

基准年龄, 以调整其他个体的年龄 (模型中表述为 Age).

用齐性或非齐性的散度结构对数据进行单纯形回归分析, 假定应变量期望的模型为

logit(µi) = β0 + β1Age + β2Chemo.

在非齐性散度结构的假设下, 散度参数对年龄作回归如下:

log(σ2
i ) = γ0 + γ1Age. (5.1)

由此, 可将参数的估计与同样使用分对数连接函数的 Beta 回归模型和应变量经过分对数函数变

换的分对数 - 正态线性回归模型的估计进行比较. 表 2 中给出了三种模型回归系数的估计和标准差.
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表 2 PBSC 研究中回归系数的估计

模型 系数 估计 标准差 t- 值 p- 值

分对数 - 正态 β0 1.170 0.142 8.253 < 0.0001

β1 0.017 0.007 2.498 0.0132

β2 0.243 0.127 1.907 0.0578

齐性 - 单纯形 β0 1.100 0.141 7.801 < 0.0001

β1 0.014 0.007 2.092 0.0360

β2 0.266 0.125 2.128 0.0330

非齐性 - 单纯形 β0 1.116 0.141 7.915 < 0.0001

β1 0.013 0.006 2.016 0.0440

β2 0.252 0.122 2.066 0.0390

非齐性 - 单纯形的散度模型 γ0 2.337 0.249 9.386 < 0.0001

γ1 −0.015 0.007 −2.143 0.0320

Beta β0 1.042 0.112 9.349 < 0.0001

β1 0.014 0.005 2.711 0.0070

β2 0.214 0.102 2.108 0.0350

每个单纯形模型对应的信息量准则用 “simplexreg” 程序包计算得出, 包括 Akaike 信息量准则 (AIC)

和 Bayes 信息量准则 (BIC) [21], 计算公式分别为

AIC = −2ℓ(β,γ) + 2(p+ q),

BIC = −2ℓ(β,γ) + (p+ q) logN,

其中, p 为 (3.1) 中参数的数量, q 为 (3.2) 中参数的数量. 数据分析结果表明, 齐性和非齐性单纯形回

归模型的 AIC 分别为 246.04 和 245.00, BIC 分别为 253.02 和 253.47.

在齐性单纯形模型的假设下, 数据的散度估计是 6.397. 化疗类型变量经过年龄变量修正, 在单纯

形模型中显著, 而在分对数 - 正态模型中不显著. 另外, 非齐性单纯形模型的结果表明, 低温保存后细

胞回收率的散度与患者年龄相关.

Beta 回归模型中回归系数的估计一般具有较小的标准差, 因此, 与单纯形模型和分对数 - 正态模

型相比, p- 值更小. 与数据模拟的结果类似, 除了在 β2 的估计上单纯形模型比分对数 - 正态模型大,

单纯形模型中回归系数的估计介于分对数 - 正态模型与 Beta 回归模型之间, 这说明单纯形模型相较

另外两种模型更为可靠.

5.2 稳健性分析

为了研究异常数据是否会影响这些回归模型的分析结果,我们在分对数 -正态模型中用标准线性

回归准则识别出异常数据.

结果五个影响最大, 并且学生化残差大于 2.5 的病人数据被视为异常数据. 删除了五个异常数据

后, 新数据集分别用分对数 - 正态模型、Beta 模型和单纯形模型各拟合一次, 结果表明, 删除异常数

据前后单纯形模型有相同的结论; 但是在分对数 - 正态模型中, Chemo 变量在删除异常数据后变得具

有统计显著性, 如表 3 所示. 此外, 所有回归系数的估计值经过标准差调整后, 分对数 - 正态模型的参
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表 3 删除 5 个异常数据后回归系数的估计

模型 系数 参数估计 标准差 t- 值 p- 值

分对数 - 正态 β0 1.153 0.142 8.105 < 0.0001

β1 0.016 0.007 2.471 0.0142

β2 0.257 0.128 2.006 0.0461

齐性 - 单纯形 β0 1.087 0.141 7.698 < 0.0001

β1 0.013 0.007 2.059 0.039

β2 0.277 0.126 2.203 0.028

非齐性 - 单纯形 β0 1.101 0.142 7.756 < 0.0001

β1 0.013 0.006 2.006 0.045

β2 0.263 0.122 2.153 0.031

非齐性 - 单纯形的散度回归模型 γ0 2.350 0.250 9.404 < 0.0001

γ1 −0.015 0.007 −2.235 0.025

Beta β0 1.028 0.112 9.206 < 0.0001

β1 0.014 0.005 2.677 0.007

β2 0.225 0.102 2.206 0.027

数估计值相对变化最大,其中,变量 Chemo的相对变化率为 5.19%;而 Beta模型和单纯形模型中这个

值分别为 4.74% 和 3.47%.

5.3 模型诊断

使用某一特定的模型拟合数据也即对其预测子形式、连接函数和分布函数进行选择. 一般来说,

Pearson-χ2 统计量和偏差统计量是通用的拟合优度统计量.

Pearson 残差形式为

rPi =
yi − µ̂i√
V̂ar(yi)

=
yi − µ̂i

τ̂i
,

其中, τ̂i 因为包含不完全 Γ 函数, 所以没有解析表达式, 见 (2.2). 对散度过大的数据, 其散度参数 σ2

比较大, 因此, (2.2) 中的应变量方差趋近于 µ(1− µ). 这就推导出 Pearson 残差的一个近似形式

rai =
(yi − µ̂i)√
µ̂i(1− µ̂i)

.

将参数用其对应的估计值替代, 我们可以绘制 r̂i
P 或 r̂i

a 对 µ̂i 的散点图, 观察其均值 - 方差关系, 并

进一步检验模型中关于单纯形分布的假设. 在 PBSC 研究中, 我们发现上述方法所绘图形不具有明显

形态, 比较随机, 且 99% 的数据点都在 −1.96 到 1.96 的水平区域中.

检验连接函数假设是否合理的一种有效的非正式方法是 McCullagh和 Nelder [1] 提出的用调整后

应变量 si 对线性预测子 η̂i 作图的方法. 本文中, 定义

si = g(µi) +

{
3σ4

µi(1− µi)
+

σ2

V (µi)

}−1/2

u(yi;µi),
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其中, u(yi;µi) 和 V (µi) = µ3
i (1− µi)

3 分别是得分函数和单纯形模型的单位方差函数. 由命题 2 可知,

因为 E(ui) = 0, 所以 E(si) = g(µi), 且 Var(si) = E{si − g(µi)}2 = 1. 若连接函数的选择是恰当的,

则 ŝi 对 η̂i (见 (3.1)) 作图应为一条直线, 其中, 95% 的点落在上下边界为 η̂i ± 1.96 的区间中. 对于

PBSC 的研究数据, 包括分对数函数、probit、互补双对数函数 (complementary log-log) 和双对数函数

(log-log) 四种连接函数作出的散点图形状十分相似, 均有 98% 的点落入这个区间. 另一方面, 单纯形

回归模型中不同连接函数对应的对数似然函数间的差异可以通过在 (3.3) 中插入参数估计值得到. 结

果表明,在对 PBSC的研究中,对数似然函数间的差异很小. 函数值最大的为双对数连接函数,其对数

似然函数值为 54.60, 稍大于分对数连接函数的 54.39.

作为广义线性模型的一个推广,单纯形广义线性模型离差的测度或拟合优度可基于偏差统计量来

构建. 当单位偏差函数 d(y; y) = d(µ;µ) = 0, 在完全拟合 µ̂i = yi 假设下即得到饱和模型的对数似然

函数. 因此, 由 (3.3), 偏差函数是

D =

m∑
i=1

D(yi; µ̂i) = 2

m∑
i=1

{ℓi(yi; yi)− ℓi(µ̂i; yi)} =

m∑
i=1

d(yi; µ̂i)

σ2
i

,

其服从 χ2
(m−p) 分布. 对于 PBSC 的研究, 其齐性单纯形模型和非齐性单纯形模型 χ2 检验的 p- 值分

别是 0.543 和 0.451, 这说明单纯形模型无失拟现象.

6 讨论

本文开发了基于一种弥散模型, 即单纯形分布, 对横断面研究中的比例型数据建模的方法. 用单

纯形分布的性质, 在单纯形广义线性模型下建立了完善的统计推断和残差分析方法. 数据模拟和实际

数据样例的计算结果充分说明,与 Beta回归模型和分对数 -正态线性回归模型相比,单纯形模型在分

布假设和对异常数据的处理上具有显著的稳健性.

单纯形模型可以提供相当多的具有多种形态的分布以供选择, 从平稳对称分布到偏态分布, 从单

一极值分布到多极值分布, 并且可以通过散度参数来延展. 特别地, 当散度很大时, 混合分布的特性允

许我们对来自非齐性总体的数据建模. 只要合理地描述散度参数, 即能充分拟合随机误差, 这样就能

在识别系统性关联时提高检验的功效. 本文的数据模拟和实证分析的结果已经说明了这点. 作为散度

很大时一般单纯形分布的极限分布, Beta 分布可以良好的拟合散度较大的比例数据, 但是当数据分布

的散度较小时, Beta 分布有可能过度估计回归分析中参数的影响.

本文完成了单纯形分布的密度函数, 累积概率分布及其逆函数的推导, 以及相应随机数生成器的

构建. 基于函数变换的随机数生成器十分高效准确. 它或可作为基于模拟的推断方法, 如作为 Markov

chain Monte Carlo 模拟的基础工具和用于拟合层次化单纯形广义线性模型下的多层比例数据.

多维单纯形模型是本文讨论的单纯形广义线性模型的一种重要推广. Jørgensen 和 Lauritzen [22]

提出了一类处理多元非正态应变量的多元弥散模型. 多元分对数 - 正态分布已经用作对多元比例数

据, 即成分数据 [8], 作回归分析. 而成分数据散度较大时, 多元单纯形分布 [22] 可作为多元回归模型的

随机机制. 这将是我们今后进一步研究的课题之一.
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附录

命题 2(vii) 的证明 从 (iv) 的证明出发可以得到 (vii). 因为∫ 1

0

[2πσ2{y(1− y)}3]−1/2 exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
dy = 1,

等式两边对 µ 求导, 得到∫ 1

0

d′(y;µ)[2πσ2{y(1− y)}3]−1/2 exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
dy = 0,

因此, E[d′(Y ;µ)] = 0. 再次对等式两边对 µ 求导, 得到∫ 1

0

d′′(y;µ)[2πσ2{y(1− y)}3]−1/2 exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
dy

=
1

2σ2

∫ 1

0

(d′(y;µ))2[2πσ2{y(1− y)}3]−1/2 exp

{
− 1

2σ2
d(y;µ)

}
dy,

即

E[d′′(Y ;µ)] =
1

2σ2
E[{d′(Y ;µ)}2],

故

Var[u(Y ;µ)] =
1

4
Var[d′(Y ;µ)] =

σ2

2
E[d′′(Y ;µ)],
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由此得 (vii).

SGLM 的推导 将似然函数 (3.3) 对 β 求导, 得到

∂ℓ(β,γ)

∂β
= −

m∑
i=1

xT
i

d′(yi;µi)

2σ2
i g

′(µi)
,

以及

∂2ℓ(β,γ)

∂β∂βT
= −

m∑
i=1

xT
i xi

d′′(yi;µi)

2σ2
i {g′(µi)}2

− ∂{g′(µi)}−1

∂µi
xT
i xi

d′(yi;µi)

2σ2
i g

′(µi)
.

由此可知, 似然函数对 β 的得分向量为

∂ℓ(β,γ)

∂β
=

m∑
i=1

xT
i wi(Yi − ηi),

而 Fisher 信息量为

I(β) = E

(
− ∂2ℓ(β,γ)

∂β∂βT

)
=

m∑
i=1

xT
i wixi,

因为由命题 2(iv) 可知, Ed′(yi;µi) = 0.

将似然函数 (3.3) 对 γ 求导, 得到

∂ℓ(β,γ)

∂β
= −

m∑
i=1

zT
i

2h′(σ2
i )

(
− d(yi;µi)

2(σ2
i )

2
+

1

σ2
i

)
,

以及

∂2ℓ(β,γ)

∂γ∂γT
= −

m∑
i=1

zT
i zi

2h′2(σ2
i )

(
2d(yi;µi)

(σ2
i )

3
− 1

(σ2
i )

2

)
+

m∑
i=1

h′′(σ2
i )z

T
i zi

2h′3(σ2
i )

(
− d(yi;µi)

(σ2
i )

2
+

1

(σ2
i )

)
.

由此可知, 似然函数对于 γ 的得分向量为

∂ℓ(β,γ)

∂γ
=

m∑
i=1

zT
i vi,

而 Fisher 信息量为

I(γ) = E

(
− ∂2ℓ(β,γ)

∂γ∂γT

)
=

m∑
i=1

zT
i uizi,

因为由命题 2(i), 有 Ed(yi;µi) = σ2
i , 这里,

ui =
1

2(σ2
i )

2h′2(σ2
i )
, vi =

d(yi;µi)− σ2
i

2(σ2
i )

2h′(σ2
i )

.

Regression analysis of proportional data using simplex

distribution

ZHANG Peng & QIU ZhenGuo

Abstract Outcomes of continuous proportions arise in many applied areas. Such data are typically measured

as percentages, rates or proportions confined in the unitary interval. In this paper, we propose to use a disper-

103



张朋等: 基于单纯形分布的比例数据的回归分析

sion model of the simplex distribution to model such proportional outcomes. We study some key properties of

the simplex distribution, which will be applied to establish estimation and inference in the regression analysis.

Simulation studies show better robustness of the proposed simplex regression model against violation in some dis-

tributional assumptions than the beta distribution based regression model and the logit-normal linear regression

model. We illustrate the proposed methodology by a real data analysis on peripheral blood stem cell transplants

and robustness against outliers. The proposed framework is implemented on the R platform in a package named

“simplexreg”, which can be downloaded from http://my.zju.edu.cn/share/2466293 (verification code: 7919).

Keywords Beta regression, dispersion models, generalized linear models, logit-normal regres-sion, random

variable generation
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