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摘要　　证明了当靶流形为 S
m(3≤m ≤6)时 ,调和映射的热方程存在无穷多个满足

能量条件的自相似解.

关键词　　调和映射　热流　自相似解　存在性

设(M , g)和(N , h)是两个紧 Riemann 流形 ,且 dimM =m .把(N , h)等距嵌入到一个

Euclid空间R l ,使得 N 是具有Rl 诱导度量的子流形.

取一 C1映射 u:M ※N Rl ,定义

e(u)=
1
2 Δ u

2
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ij  uk
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为能量密度 , E(u)=∫M
e(u)dvg 表示u 的能量.调和映射就是能量泛函 E(u)的临界点.

若 u 是一光滑调和映射 ,则它满足 Euler-Lagrange方程

τ(u)∶=ΔMu -A(u)(Δu , Δu)=0 , (0.1)

其中 ΔM 是M 上的Belt rami-Laplace算子 , A(u)是 N 在R l中的第二基本形式.τ(u)称为 M

上的张力场.

利用热流方法 ,考虑 E(u)的负梯度流方程

u t =τ(u), 　u(0 , x)=u0(x), (0.2)

文献[ 1]证明了若 M , N 是紧无边 Riemann流形 ,则对任意 C1映射 u0:M ※N ,存在 T >0 ,使

得问题(0.2)存在唯一解 u(x , t)∈C∞(M ×(0 , T), N)∩C1(M ×[ 0 , T), N).若极大存在

时间 T <∞,则

lim
t※T-

‖ Δu(·, t)‖C0(M , N)= ∞,

进一步 ,若 N 的截曲率非正 ,则 T =∞,且当 T ※∞时 , u(x , t)收敛到一个调和映射.

m =2时 ,文献[ 2]研究了发展方程(0.2)弱解的存在性 ,证明了奇点只能在有限个点出

现 ,并证明了当 m =2时 , N 存在调和球面是破裂(blow-up)现象出现的唯一原因.文献[ 3]给

出了 D
2※S

2 和 S
2※S

2 的例子 ,表明 m =2时 ,破裂确实会发生.

m =3时 ,文献[ 4]证明了(0.2)式弱解的存在性与正则性.文献[ 5]指出每个时间片上奇

异集的余维数不会超过 2.文献[ 6]给出了 m ≥3时 ,R
m
※S

m
与 S

m
※S

m
破裂的例子.这些

例子激发人们去研究奇点的存在性与奇点附近解的渐近行为.
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　　奇点分为两类[ 2] :假定 u(x , t)∈C∞(M ×[ 0 , T), N)是(0.2)式的一个解 ,(x 0 , T)是一

个孤立奇点 ,若 u(x , t)在奇点附近满足

Δ u(x , t) 2 ≤
C

T -t
, (0.3)

则(x 0 , T)称为第 1类奇点 ,否则(x 0 , T)称为第 2类奇点.因为调和球面引起的奇点与(0.2)

式不依赖于时间的解有关 ,故第 2类奇点存在.文献[ 7]中提出如下问题:是否存在第 1 类奇

点?

本文将证明若(x 0 , T)是第 1类奇点 ,则 u(x , t)的渐近行为与(0.2)式的满足某种能量

条件的自相似解有关 ,且满足能量条件的自相似解确实存在(因此也称这类奇点为自相似奇

点).

1　自相似解与能量条件

假定 u(x , t)∈C∞(M ×[ 0 , T), N)是(0.2)式的解 ,(x 0 , T)是一个第 1类奇点.取 x 0

附近的法坐标系.设 ρ<inj(M), φ∈C∞
0 (Bρ)是一个截断函数 ,在 Bρ/ 2上 , φ≡1.令

Gz
0
(x , t)∶=(4π(t 0 -t))-

m
2 exp -

x - x 0
2

4(t 0 -t)
, 　z 0 =(x 0 , t 0),

S R(z0)∶= z =(x , t)|t = t 0 -R
2
,

TR(z0)∶= z =(x , t)|t 0 -4R
2 < t < t 0 -R

2
;

Υz
0
(u , R)∶= 1

2
R
2∫S

R
(z

0
)
Δ u

2
Gφ2 |g |d x , (1.1)

Χz
0
(u , R)∶=

1
2∫T

R
(z

0
)
Δ u

2
Gφ2 |g|d xdt , (1.2)

则有单调性不等式[ 4]

Υz
0
(u , R)≤eC(R0-R)Υz

0
(u , R 0)+CE0(R 0 -R), (1.3)

Χz
0
(u , R)+e-cR

0∫
R
0

R

1
8 r∫T

r
(x

0
, T)

L dr ≤eC(R0-R)Χz
0
(u , R 0)+CE0(R 0 -R), (1.4)

其中 E 0是 u0的能量 , C是一个只依赖于M , N 的常数 ,

L ∶=
x ·Δ u +2t tu

2

T -t
Gz

0
φ2 |g|.

因为当 R ※0时 ,(1.4)式的右边有界 ,有

lim
r※0∫T

r

L =0. (1.5)

令 vλ(x , t)=u(x 0+λx , T +λ
2
t),则 vλ(x , t)在 BR/ λ×[ -R

2/λ2 ,0), R <min{ρ, T}上有

定义 ,且 vλ满足(0.2)式.当 R 充分小时 ,由(0.3)式可得

Δ vλ
2
(x , t)=λ2 Δ u

2(x 0 +λx , T +λ2 t)≤
λ2

T -(T +λ2 t)
=

1
|t|

, (1.6)

因此对任意 ε>0和 R >0 , vλ在BR ×[ -R , -ε]上有一致的 C1+
α
2 , 2+α估计.于是存在子列 ,
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使得在 C2(BR ×[ -R , -ε] , N)中 , vλ
i
※v .注意到当 λ※0 时 , gij(x 0+λR)※δαβ.于是由

(0.2)式 , v ∈C2(Rm ×(-∞,0), N)满足
v t =τ0(v), (1.7)

其中 τ0(v)∶=Δv -A(v)(Δv , Δv)是Rm 上的张力场.

断言 v  常数.否则存在 λ>0 ,使得

Χz
0
(u , λR)<ε0 ,

而由 ε-正则性定理
[ 4]
,(x 0 , T)就不会是 u 的奇点 ,与假定矛盾.

极限函数 v(x , t)不但满足(1.7)式而且具有特殊的形式. R >0 ,有

∫
-R

2

-4R
2∫B

R
(0)

x ·Δ v +2t tv
2

|t| G0d xdt =

lim
λ※0∫

-R
2

-4R
2∫B

R
(0)

x ·Δ vλ+2t tvλ
2

|t|
G0 |g|(x 0 +λx)φ2(x 0 +λx)dxd t =

lim
λ※0∫

T-λ
2
R
2

T-4λ
2
R
2∫B

λR
(x

0
)

x ·Δ u +2 t tu
2

|T -t |
Gz

0
|g|φ2d xdt =lim

λ※0∫T
λR
(z

0
)
L =0.

因此 v 必满足

2 tv t + x ·Δv =0 , 　 (x , t)∈ Rm ×(-∞,0). (1.8)

解此一阶线性偏微分方程 ,考虑两种情形:
情形 1　v t ≡0.令 y ∈Rp  Rm , 2≤p ≤m ,(1.8)式变成

x ·Δv =0. (1.9)

由双曲方程的理论知 ,(1.9)式的 m -1个线性独立解都具有形式

v(x)= w y/|y | .

因为 v 在 x =0不光滑 ,不考虑这种解.
情形 2　v t  0.此时(1.8)式 m 个线性独立的解都呈形式

v(x , t)=w y/ -t , 　y ∈ Rp  Rm , 1 ≤p ≤m .

因为假定(x 0 , T)是一个孤立奇点 ,考虑

v(x , t)= w x/ -t . (1.10)

把(1.10)式代入(0.2)式 ,得到 w 的方程

1
2
x ·Δw -Δw =-A(w)(Δw , Δw). (1.11)

除此之外 , w 还必须满足一个能量条件.取小的 R >0 ,固定 t <0.令 r i =λiR <ρ/2 , t i =

T +λ2i t+r
2
i , z i =(x0 , ti),有

1
2 R

2-m∫B
R
(0)

Δvλ
i

2
|g|(x0 +λix)dx =

1
2 r

2-m
i ∫B

r
i
(x

0
)
Δ u

2
(x , T +λ

2
it) |g|dx =

1
2
r
2-m
i ∫B

r
i

(x
0
)
Δ u

2(x , ti -r
2
i) |g|dx ≤

1
2
(4π)

m
2 e

1
4 r
2
i∫B

r
i

(x
0
)
Δ u

2(x , t i -r
2
i)Gz

i
(ti -r

2
i)φ

2 |g|dx ≤CΥz
i
(u , ri).(1.12)
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文献[ 4]假定了(1.3)式在条件 t 0 <T 下成立 ,事实上(1.3)式对 t 0 -R
2 <T 是成立的.取

 r 2=min(T/2 , ρ2/2),由(1.3)式可得

Υz
i
(u , ri)≤e

C r
Υz

i
(u , r)+CE 0 r ≤Ce

C r
 r
2-m

E(u(t i - r
2
))+CE 0 r ≤CE 0.

结合(1.12)式 ,并令 λi ※0 ,则有

R
2-m∫B

R
(0)

Δ v
2(x , t)d x ≤C ,

其中 C只依赖于M , N 和u0.把(1.10)式代入上述不等式 ,则有

R/ |t |
2-m∫B

R/ |t|
(0)

Δ w
2(y)dy ≤C ,

此不等式等价于(E):

R
2-m∫B

R
(0)

Δw
2(y)dy ≤C ,  R >0 ,

其中 C是一个常数.条件(E)称为 w 的能量条件.由上述分析可得如下命题.

命题 1.1　若(0.2)式的解具有第 1 类奇点 , 则(0.2)式存在自相似解 v(x , t)=

w x/ -t ,其中 w ∈C∞(Rm , N)满足

1
2
x ·Δw -Δw =-A(w)(Δw , Δw) (1.13)

以及能量条件(E).

把(1.13)式写为

-e
|y|

2
/4
Δ·( e

|y|
2
/4
Δw)=-A(w)(Δw , Δw), (1.14)

它是能量泛函

 E(w)=∫Rm Δw
2
e
-|y|

2
/4
dy

从退化流形(R
m
, e
- y 

2
/2(m-2)

dy)到(N , h)的 Euler-Lagrange 方程 ,于是 w 可视为从流形

(Rm , e
- y 

2
/2(m-2)

dy)到(N , h)的调和映射.因为因子 e
- y 

2
/4
的作用 ,(1.14)式的解可以在

无穷远处变化得很快 ,还不知道如何对此运用变分理论.

2　约化方程与约化能量条件

本节考虑(1.13)式在靶流形 N =S
m  Rm+1时的球对称解.利用常微分方程定性理论 ,

可以证明(1.13)式存在无穷多个满足能量条件(E)的解.当 N =S
m
 R

m+1
时 ,方程(1.13)化

为

1
2
x ·Δw -Δw =w Δw

2 , (2.1)

其中 w ∈C∞(Rm , S m).令

w(x)∶=
x
r
sinh(r), cosh(r) , (2.2)

此处 r= x , x ∈R
m
.由(2.1)式得到关于 h 的约化方程
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h″+
m -1

r
-

r
2

h′-
m -1
2r2

sin2h =0 ,

而能量条件约化为

R
2-m∫

R

0
|h′|2 +m -1

r
2 sin2h r

m-1d r ≤C , 　 R >0.

当 m ≥3时 ,它等价于(e):

R
2-m∫

R

0
|h′|2 rm-1dr ≤C.

　　考虑问题

Lh∶=h″+
m -1

r
-

r
2

h′-
m -1
2r

2 sin2h =0 , (2.3)

h(0)=0 , 　h′(0)=a >0 , (2.4)

这是在 r=0带奇性的常微分方程的初值问题.首先给出(2.3)和(2.4)式解的定义.

定义　若 h(r)∈C1[ 0 , +∞)∩C∞(0 , +∞)满足(2.3)和(2.4)式 ,则 h(r)称为(2.3)和

(2.4)式的一个解.

有时把(2.3)和(2.4)式的解记为 h(r , a)以强调解对初值 a 的依赖性.令 h(r)=

h 1(ar),则(2.3)和(2.4)式化为

L ah 1∶=h″1 +
m -1

r
-

r

2a2
h′1 -

m -1
2r

2 sin2h1 =0 , (2.5)

h1(0)=0 , 　h′1(0)=1 , (2.6)

(2.3)和(2.4)式等价于(2.5)和(2.6)式(将随意使用(2.3)和(2.4)式或(2.5)和(2.6)式).

第 4节中将证明(2.3)和(2.4)式解的存在性与唯一性 ,然后利用定性分析方法 ,在第 5节

中证明(2.3)和(2.4)式存在无穷多个满足能量条件的解.

3　极大值原理与一些导出结论

下面两个极大值定理是本文证明的基础:

定理 A　设 u(x)在区间(a , b)中满足微分不等式

u″+g(x)u′+h(x)u ≥0 , (3.1)

且 h(x)≤0 ,又设 g 和 h 在每个闭子区间内有界 , 若 u 在某内点 c 取到非负极大值 ,则

u(x)≡M .

定理 B　设 u 是微分不等式(3.1)的非常值解 ,在 a 和b有单边导数.假定 h(x)≤0 , g

和h 在(a , b)的每个闭子区间内有界.如果 u 在a 有非负极大值 ,函数 g(x)+(x -a)h(x)

在 x =a下有界 ,则 u′(a)<0.如果 u 在b 有非负极大值 ,函数 g(x)-(b-x)h(x)在 x =

b 上有界 ,则 u′(b)>0.

定义算子

L 1ψ∶=ψ″+
m -1

r
-

r
2

ψ′-
m -1
r
2 a(r)ψ,

其中 a(r)∈C
∞
[ 0 , ∞), a(r) ≤1.
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命题 3.1　令 B
2=
(3m -1)2

4(m -1)
,则 ψ=r

2-B
2在(B , +∞)内满足 L 1ψ≤0和 ψ>0.

证　因为

ψ″+ m -1
r

- r
2

ψ′+m -1
r
2 ψ=2 + m -1

r
- r
2
2r +m -1

r
2 (r2 -B

2)=

(3m -1)-(r2 +B
2(m -1)r-2)≤3m -1-2 B

2(m -1)=0 ,

故有

L 1ψ≤-m -1
r
2 (1 +a(r))ψ≤0 ,  r ∈ (B , +∞).

　　命题 3.2　若 h1 和 h2 是两个 C2 函数 ,在(B , +∞)内满足 L(h1)≥0 和 L(h 2)=0 ,则

h 1在(B , +∞)上与 h2 至多在两个点相等 ,除非 h1≡h2.

证　令 f ≡h1-h2 ,则 f 满足 L1(f)≥0 ,其中 a(r)=∫
1

0
cos2(θh1 +(1-θ)h2)dθ.令 f =

φψ,其中 ψ是命题 3.1所给出的函数.于是

L 1(φψ)=ψ φ″+
m -1

r
-

r
2
+2

ψ′
ψ
φ′+

1
ψ
(L 1ψ)φ .

因为 L 1(φψ)≥0 , ψ>0 ,有

φ″+
m -1

r
-

r
2
+2

ψ′
ψ

φ′+
1
ψ
(L 1ψ)φ≥0 ,  r ∈ (B , +∞).

又因为
1
ψ(L 1ψ)≤0 ,由定理A , φ不能在(B , +∞)的任何开子区间内取到非负极大值 M ,除

非 φ≡M .若 φ≡M >0 ,则 f=Mψ>0;若 φ≡0 ,则 f ≡0.假定 f 有两个零点 r1<r2 ,并满

足在(r1 , r2)内 f ≥0 ,那么 φ在(r1 , r2)上满足 φ(r 1)=φ(r2)=0 , φ≥0.而这与极大值原理

矛盾.因此 f 在(B , +∞)内不能有 3个零点 ,而且在两个可能的零点间 f <0 ,除非 f≡0.

推论 3.1　假定 h 是(2.3)式的一个非平凡解 ,即 L(h)=0且 h  常数 ,则 h 在(B ,

+∞)内与 kπ/2(k ∈Z)至多只有一个交点.

证　假定 h 与 kπ/2交两次.因为 h1=kπ/2和 h 2=h 是(2.3)式的两个解 ,由命题 3.2 ,

在两个零点间 h1-h2<0.另一方面 ,(-h1)和(-h2)也是(2.3)式的解 ,所以在两个零点间

必有(-h1)-(-h2)<0.而这与 h1-h2<0矛盾.因此假设不成立.

以下证明(2.3)和(2.4)式解的唯一性.

定理 3.1　假定 h1和 h2 是(2.3)和(2.4)式具有同样初值的解 ,则在[ 0 , +∞)上 h1≡h 2.

证　取 R0>0 ,使得在(0 , R0)上 , h1 ,  h2 ≤π/8.令 f ∶=h1-h2 ,则 L 1(f)=0 ,其中

a(r)=∫
1

0
cos2(θh1 +(1 -θ)h2)dθ≥0 , 且有 f(0)=0 , f′(0)=0.因为

r -
m -1
r
2 a(r)+

m -1
r

-
r
2
=

m -1
r

(1 -a(r))-
r
2

在 r=0有下界.由定理 B ,若 f 不恒为常数 ,则 f 只能在 r=0或 r=R 0 取到它的非负极大

值和非正极小值.若 f 在 r =0取到非负极大值 ,则有 f′(0)<0;若 f 在 r =0取到非正极小

值 ,则 f′(0)>0.由与条件 f′(0)=0的矛盾表明在(0 , R 0)上 f 恒为常数.利用常微分方程

解的唯一性定理(或见定理 4.1),就可知 h1≡h 2.
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命题 3.3　假定 h 是(2.3)和(2.4)式的解 ,则存在 r0<+∞,使得 h(r0)=π/2 ,且在区间

(0 , r 0]上 h(r)从 0单调递增到 π/2.

证　首先由极大值原理知 h(r)在(0 , r0)内不能取到最大值 ,且 h(r)在(0 , r0)内单调递

增.其次证明在某点 r0<+∞,有 h(r0)=π/2.否则有 0<h(r)<π/2 , h′(r)≥0 ,  r ∈

(0 , +∞).由方程(2.3),当 r ∈( 2(m -1), +∞)时 ,有

h″(r)=
r
2
-

m -1
r

h′+
m -1
2 r

2 sin2h ≥0 ,

这表明 h′(r)在( 2(m -1), +∞)内单调递增.若在( 2(m -1), +∞)内 h′(r)≡0 ,则由

定理 3.1有 h(r)≡0 ,但这与 h′(0)>0矛盾.因此存在 r0 ∈( 2(m -1), +∞),使得 h′(r)≥

h′(r0)>0 ,  r ∈(r 0 , +∞),可这与假定 0<h(r)<π/2( r ∈(0 , +∞))矛盾.所以必存在

一点 r0<+∞,使得 h(r0)=π/2.

4　自相似解的存在性

首先找一对(2.3)和(2.4)式在 r =0附近的上下解 ,然后由第 3 节的极大值原理找到

r=0附近的局部解.由常微分方程解的存在与唯一性定理 ,就可以把局部解延拓到整个区间

[ 0 , +∞).

本节中假定 m ≥2.

引理 4.1　 a>0 , h(r)=a(r +r
2
)是 L 在(0 ,  r1)上的下解 ,即在(0 ,  r 1)内 L h ≥0 ,其

中 r 1=(-1+ 1+16(m +1))/4>1.

证　 r ∈(0 ,  r 1),有 m +1 ≥ r(1 +2r)/2 ,于是

2 +
m -1

r
-

r
2
(1 +2r)≥

m -1
r

(1 +r)≥
m -1

r
(1 +r)

sin2a(r +r
2)

2a(r +r
2
)
.

所以

L(h)=a 2 +
m -1

r
-

r
2
(1+2r)-

m -1
2r2

sin2a(r +r
2)

a
≥0.

　　定义算子

Lh∶=h″+
m -1

r
h′-

m -1
2r

2 sin2h.

　　引理 4.2　令 δ∈(0 ,1] ,则 a>0 , h =a log(1+r)+
1-δ
2

r
2 是  L 在(0 , r2)内的一个

上解 ,其中  r 2是一个只依赖于 m , a , δ的常数.

证　只需计算 lim r ※0 L h(r).把  L h(r)在 r =0展开 ,当 r ※0时 ,有

 h′=a(1 -δr +o(r)), 　 h″=a(-δ+2r +o(r)),

以及

sin2 h =(2 h)-
1
6
(2 h)3 +o( h 3)=2a r -

δ
2
r
2 +o(r2).

于是当 r※0时 ,

 L h(r)=a(-δ+2r +o(r))+a
m -1

r
(1 -δr +o(r))-

m -1
2r

2 2a r -
δ
2 r

2
+o(r

2
) =
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-aδ1+
m -1
2

+o(1),

即

lim
r※0
 L h(r)=

-aδ(m +1)
2

<0.

　　注 4.1　因为  h′(r)>0 ,故有 L h(r)≤-r h′/2<0 ,  r ∈(0 , r2),因此  h 是L 在(0 ,  r2)

上的一个上解.

定理 4.1　对任意 R 0 >0 , (2.3)式在[ R 0 , +∞)上存在唯一的光滑解满足初始条件:

h(R 0)=α, h′(R 0)=β.进一步 ,在任意区间[ R 0 , R ]上 , h(r)满足

|h(r)|+|h′(r)|≤(|h(R 0)|+|h′(R0)|)e
k(R-R

0
),

其中 k =1+
R
2
+

m -1
R 0

+
m -1
R
2
0
.

证　类似文献[ 9]中定理 4.1与 2.1的证明.

定理 4.2　对任意 a>0 ,(2.3)和(2.4)式存在唯一解.

证　由定理 3.1 , 只需证明存在性.对任意 a>0 ,取  h(r)=alog(1+r)和h(r)=a(r +r
2
).

取 R0=R0(m ,a),使得在(0 , R0]内有(i)L h(r)≤0 , (ii)L h(r)≥0 , (iii)0< h(r), h(r)<π/8.

设 rn =R 0/2
n(n =1 , 2 , …),由极大值原理可知在(0 , R 0]内: h(r)<h(r), h′(r)<h′(r).取

αn =
1
2
( h +h)(rn), 　βn =

1
2
( h′+h′)(rn).

考虑初值问题

Lhn =h″n +
m -1

r
-

r
2

h′n -
m -1
2r2

sin2hn =0 ,  r ∈ [ rn , R 0] , (4.1)

hn(rn)=αn , 　h′n(rn)=βn. (4.2)

由定理 4.1 ,(4.1)和(4.2)式存在唯一解 hn ∈C
2[ rn , R 0] .进一步 ,有估计

 h(r)<hn(r)<h(r), (4.3)

 h′(r)<h′n(r)<h′(r),  r ∈ (rn , R 0] . (4.4)

如果(4.3)和(4.4)式不对 ,则存在 T ∈(rn , R0] ,使得 hn(T)是 hn(r)与  h 或h相交的第 1个

点.不失一般性 ,可以假定 hn 与h(r)在 r =T 第 1次相交.于是

hn(T)=h(T), h′n(T)≥h′(T). (4.5)

 r ∈(rn , T ] ,有 0 < h(r)<hn(r)<h(r)<π/8.令

f ∶=h(r)-hn(r),

于是在区间[ rn , R 0]上 f 满足L 1(f)≥0 , 其中 a(r)=∫
1

0
cos2(θh +(1-θ)hn)dθ≥0.因为

f(rn)=h(rn)-hn(rn)>0 , f′(rn)=h′(rn)-h′n(rn)>0 ,由定理 B , f 只能在 r=T 取到非

负极大值 ,且 f′(T)>0 ,但这与先前的假定(4.5)式矛盾.因此 ,  r ∈(rn , R 0] ,有 hn(r)<

h(r), h′n(r)<h′(r).同理有 hn(r)> h(r), h′n(r)> h′(r),  r ∈(rn , R 0] .于是不等式

(4.3)和(4.4)成立.

取 γn(r)=( h(r)+h(r))/2 ,  r ∈[ 0 , rn] ,则 γn(r)与 hn(r)在 r=rn 处 C1 连接.仍

用 hn(r)来表示 γn 与hn 合成的曲线 ,于是 hn(r)满足估计
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0 ≤ h(r)≤hn(r)≤h(r), (4.6)

0 ≤ h′(r)≤h′n(r)≤h′(r). (4.7)

由h和 h 的定义 ,得‖hn ‖C1[ 0 , R
0
] ≤M 1(a , R 0).取固定的 R ∈(0 , R0),注意到算子 L 的系数

在[ R , R 0]内有界 ,由方程(2.3)可得‖hn ‖C2[ R , R
0
] ≤M2(a , R 0 , m , R).进一步可得 hn 高阶

导数的一致估计:‖hn ‖CN
[ R , R

0
] ≤M3(a , R 0 , R , m , N).由 Arzela-Ascoli定理 ,存在子列 hn

i

以及函数h ∈C
2
[ R , R 0] ,使得在 C

2
[ R , R 0]中 ,有 hn

i
※h (r ※+∞).因为 R 是任意的 ,就得

到定义在(0 , R 0]上的一个 C∞函数 h(r),它满足方程(2.3).

定义 h(0)=0 ,由不等式(4.6), h 在 r=0是连续的 ,并满足  h(r)/ r≤h(r)/ r≤h(r)/ r ,

 r ∈(0 , R0] .于是 , lim
r※0+

h(r)/ r=lim
r※0+
 h(r)/ r =lim

r※0+
h(r)/ r=a ,即 h′(0)存在且 h′(0)=a.

又由不等式(4.7),有  h′(r)≤h′(r)≤h′(r),  r ∈(0 , R0] .于是 , lim
r※0+

h′(r)= lim
r※0+
 h′(r)=

lim
r※0+

h′(r)=a ,这表明 h′(r)在 r=0连续.

至此已证明了(2.3)和(2.4)式在 [ 0 , R 0] 上存在解 h , 其中 h(r)∈ C1 [ 0 , R 0 ] ∩

C
∞
(0 , R 0] .由定理 4.1 , h(r)能唯一延拓到整个区间[ 0 , +∞),使得 h(r)是(2.3)和(2.4)

式在[ 0 , +∞)上的解.

以下定理是关于解对初值的依赖性的.

定理 4.3　假定 h(r , a0)是(2.3)和(2.4)式的一个解 , 则 R >0 ,  ε>0 , 存在 δ=

δ(a0 , ε, R),使得当 a-a0 <δ时 ,

‖h(·, a)-h(·, a0)‖C1[ 0 , R ] ≤ε. (4.8)

　　证　取 δ1 ,0<δ1<1 ,注意到引理 4.1和 4.2 ,存在 R 0=R 0(a0 , δ1),使得在区间(0 , R0)

内 ,只要 a-a0 <δ1 ,则以下结论成立:(i)h(r)=a(r +r
2
)是 L 的下解;(ii) h(r)=

a log(1+r)是 L 的上解;(iii)0< h(r)<h(r)≤π/8.

首先证明(4.8)式在[ 0 , R 0]上成立.只需证明(4.8)式对任意收敛到 a0 的序列都成立.

假定 an -a0 <δ1(n=1 ,2 , …),不失一般性 ,可进一步假定{an}单调递减并收敛到 a0.由

比较定理 ,对任意 n=1 ,2 , …,都有

a0log(1 +r)<h(r , a0)<h(r , an+1)<h(r , an)<an(r +r
2), (4.9)

a0
1 +r

<h′(r , a0)<h′(r , an+1)<h′(r , an)<an(1 +2 r), (4.10)

其中 r ∈(0 , R 0] .于是

|h(r , an)-h(r , a0)|≤an(r +r
2)-a0log(1 +r),

|h′(r , an)-h′(r , a0)|≤an(1 +2r)-
a0

1 +r
,  r ∈ (0 , R0).

于是 ,  ε>0 ,存在 N1>0和充分小的 r0 ,使得 n>N1 时 ,有

‖h(·, an)-h(·, a0)‖C1[ 0 , r
0
] ≤ε/2. (4.11)

从(4.9)和(4.10)式还可知 h(r , an)在 C
1
[ 0 , R 0] 中一致有界 ,因此  R 1 , 0<R 1 <R ,

h(r , an)在 C3[ R 1 , R 0]中一致有界.对固定的 r ∈(0 , R 0] ,有

a0log(1 +r)<… <h(r , an+1)<h(r , an)<… <h(r , a1)<a1(r +r
2),
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此式表明 h(r , an)逐点收敛于一函数  h(r).由逐点收敛性和在 C3[ R 1 , R 0]中的有界性 ,可

导出 hn(r)在 C2[ R 1 , R 0]中收敛于  h(r).又由(4.9)和(4.10)式 ,  r ∈(0 , R 0)有

a0log(1+r)≤ h(r)≤a0(r +r
2), 　

a0

1+r
≤ h′(r)≤a0(1+2 r).

这些不等式表明  h(r)是(2.3)和(2.4)式的一个解 ,由定理 3.1 ,可知 h(r , a0)≡ h(r).于是

存在 N 2>0 ,使得 n >N 2时 ,有

‖ h(·, an)-h(·, a0)‖C
1
[ r

0
, R

0
] <ε/2. (4.12)

令 N=max{N 1 , N 2},结合(4.11)和(4.12)式 ,得 n >N ,

‖ h(·, an)-h(·, a0)‖C
1
[ 0 , R

0
] <ε. (4.13)

注意到方程(2.3)相应的方程组在[ R 0 , R]内是 Lipschitz连续的(见定理 4.1),于是由文献[ 9]

和(4.13)式 ,得(4.8)式.

5　满足能量条件(e)的自相似解的存在性

以下一系列引理刻画了(2.3)和(2.4)式解的行为.

引理 5.1　假定 h 满足方程(2.3),若存在 r> 2(m -1),使得 h′( r) >(m -1)/ r ,则

lim r※+∞h(r)=∞.

证　方程(2.3)可重写为

(K(r)h′(r))′=
m -1
2r 2

sin2hK(r),

其中 K(r)∶=r
m-1e-

r
2

4 .从  r 到 r积分上式 ,可得

K(r)h′(r)=K( r)h′( r)+∫
r

 r

m -1
2r2

sin2hK(r)dr.

注意到当 r> 2(m -1)时 , K( r)是 K(r)在[  r , +∞)中的极大值.考虑两种情形:

情形 1　h′( r)>(m -1)/ r .此时有

K(r)h′(r)≥K( r)h′( r)-K( r)∫
+∞

 r

m -1
t
2 d t =

K( r)h′( r)-m -1
 r

>0 ,  r ∈ ( r , +∞).

于是

h′(r)≥K( r) h′( r)-
m -1
 r

r
-(m-1)e

r
2

4 ※+∞　(r ※+∞).

由此可知 lim
r※+∞

h(r)=+∞.

情形 2　h′( r)<-(m -1)/ r.类似情形 1的证明 ,有 lim
r※+∞

h(r)=-∞.

为了更好地揭示所考虑的量的本质 ,把(2.3)式转化为标准的摆方程.令 β(t)=h(e t)-

π
2 ,则 β′(t)=h′(e

t
)e

t
=h′(r)r ,(2.3)式变为

β″+ (m -2)-
1
2
e2t β′+(m -1)sin βcosβ =0 , 　 t ∈ (-∞, +∞). (5.1)
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(5.1)式也可写为方程组

v = β′,

v′= 1
2
e2t -(m -2) v -(m -1)sinβcosβ.

(5.2)

方程(5.1)是一个拥有质量 m -1和变化的摩擦项的摆方程.令

E(t)∶=E(v , β)∶=
1
2 v

2
(t)+

1
4(m -1)(1 -cos2β),

它是摆的能量 ,则有

E′= vv′+
1
4
(m -1)(sin2β2 β′)=

1
2
e2t -(m -2) v

2 =
1
2
D(t)v 2 ,

此处 D(t)∶=e2t -2(m -2).从 t 0 到 t 积分 ,可得

E(t)=E(t 0)+
1
2∫

t

t
0

D(τ)v 2(τ)dτ,

或

v
2(t)+

1
2
(m -1)(1 -cos2β(t))=

v
2(t 0)+

1
2
(m -1)(1 -cos2 β(t 0))+∫

t

t
0

D(τ)v 2(τ)dτ. (5.3)

　　注 5.1　由(5.3)式可知 β(t)不能渐近于 kπ(k 是一个整数).因此 h(r)不能渐近于

(2k +1)π/2 ,  k ∈Z.

引理 5.2　存在 t 0=t 0(m)>0 ,使得若 β(t)在某点 t 1 ∈(t 0 , +∞)满足

-π/2 ≤ β(t 1)≤-5π/12 , 　β′(t 1)>0 , (5.4)

则存在另一点 t>t 0 ,使得 v( t)>m -1.

证　取 t 0>
1
2 log2(m -1),则 t>t0 ,有 D(t)>0.在条件(5.4)式下 ,可用与命题 3.3

同样的方式证明 β(t)单调递增到 0 ,且在某点 t 3 取 0.由(5.3)式 ,对任意 t>t 1 ,

v
2(t)≥

1
2
(m -1)(cos2β(t)-cos2 β(t 1))+∫

t

t
1

D(τ)v 2(τ)dτ≥

1
2
(m -1) cos2β(t)+

3
2

+∫
t

t
1

D(τ)v 2(τ)dτ. (5.5)

因为 β(t)从 t 1单调递增到 t3 ,取 t 2 , t 1<t 2<t 3 ,使得 β(t 2)=-π/3 ,于是

-1/2 =cos2β(t 2)≤ cos2 β(t), 　 t ∈ [ t 2 , t 3] . (5.6)

 t ∈[ t 2 , t 3] ,由(5.5)和(5.6)式有

v
2(t)≥

1
4
(m -1)(3-1)+∫

t

t
1

D(τ)v 2(τ)dτ≥
1
4
(m -1)(3-1)+∫

t

t
2

D(τ)v2(τ)dτ.

令 Cm =(m -1)(3-1)/4 ,则

v
2(t)≥Cm +∫

t

t
2

D(τ)v 2(τ)dτ≥Cm +Cm∫
t

t
2

D(τ)dτ, 　 t ∈ [ t 2 , t 3] , (5.7)

由此得
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v
2(t 3)≥Cm +Cm∫

t
3

t
2

D(t)dt ≥Cm +CmD(t 2)(t3 -t2)≥Cm +CmD(t 0)(t3 -t2).(5.8)

如果存在 t ∈[ t 2 , t 3] ,使得 v( t)>m -1 ,则证毕.否则 t ∈[ t 2 , t 3] ,都有 v(t)≤m -1 ,这

表明在 t ∈[ t 2 , t 3]内 ,从(t 2 , β(t 2))出发 ,斜率为 m -1的直线在 β(t)的上方.因此 t 3 -t 2

大于 t 2 与这条从(t 2 , β(t 2))出发的直线的 0点(t
＊
, 0)所对应的 t

＊
的差的绝对值.由 t 2 的

选择 ,可知

t 3 -t 2 ≥
π

3(m -1)
,

代入(5.8)式 ,则有

v
2(t 3)≥Cm +CmD(t 0)

π
3(m -1)

. (5.9)

取 t 0=t 0(m),使得上式右边大于(m -1)2 ,则 v(t 3)>m -1.于是在  t =t 3 点 , 就满足

v( t)>m -1.

推论 5.1　存在 r0=r0(m)>0 ,使得若 h(r)在某点 r1 ∈(r 0 , +∞)满足 0≤h(r 1)≤π/

12 , h′(r1)>0 ,则lim r※+∞h(r)=+∞.

证　令 r0 =e
t
0.由变换 h(e

t
)=β(t)+

π
2
, 有 -π/2 ≤β(logr1)≤-5π/12 ,以及

β′(logr1)=h′(r1)r1>0.因为 log r1>logr0=t 0 ,由引理 5.2 ,存在 t>t 0 ,使得 β′( t)=v( t)>

m -1.于是 h′(e
 t
)e
 t
>m -1.令  r =e

 t
,则  r >e

t
0> 2(m -1), h′( r)>(m -1)/ r .由引

理 5.1 ,有limr ※+∞h(r)=+∞.

在(r , h)-平面上定义两个区域:

E+∶=∪+∞
k=-∞[ r 0 , +∞)× kπ, kπ+

1
12
π ,

E-∶=∪
+∞
k=-∞[ r 0 , +∞)× kπ-

1
12π, kπ .

注意到方程(2.3)以 π为周期.因此由推论 5.1 知若曲线(r , h(r))从下方进入 E+ ,则

r※+∞时 , h(r)趋于+∞.又因为-h 也满足方程(2.3),同理 ,若(r , h(r))从上方进入

E - ,则当 r ※+∞时 , h(r)趋于-∞.称 E +∪ E -为逃逸区域(简记为 E.D.),若(r , h(r))

从下方进入 E +或从上方进入 E- ,则称 h(r)从逃逸方向进入 E.D.

引理 5.3　设 h(r , a)是(2.3)和(2.4)式的解 ,则存在 a 0=a0(m),使得 a ∈(0 , a0),有

lim
r※+∞

h(r , a)=+∞,且 h(r , a)与 π/2只交一次.

证　取 R 1=max{B , r0},其中 r0 见推论 5.1 , B 见命题 3.1 ,则由定理 4.3知 ,存在 a0=

a0(m),使得 a ∈(0 , a0), h(r , a)进入区域[ R 0 , +∞)×(0 ,(12π)-1),且 h′(r)>0.由

E.D.区域定义知 lim
r※+∞

h(r)=+∞.又由 R 1的选择 、推论 3.1与命题 3.3知 h(r)与 π/2只

交一次.

为了导出以下引理 ,需要把(2.5)和(2.6)式与以下调和映射方程进行比较:

 Lh2 =h″2 +
m -1

r
h′2 -

m -1
2r

2 sin2 h2 =0 , (5.10)

h2(0)=0 , h′2(0)=1. (5.11)
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令 β1(t)=h1(e
t)-

π
2
,则 v 1(t)∶=β′1(t)=h′1(e

t)e t =h′1(r)r .方程(2.5)变为

β″1 + (m -2)-
1

2a2
e2t β′1 +(m -1)sinβ1cosβ1 =0. (5.12)

如同(5.3)式 ,有关于摆的能量等式

v
2
1(t)+

1
2
(m -1)(1-cos2β1(t))=

v
2
1(t 0)+

1
2
(m -1)(1 -cos2β1(t 0))+∫

t

t
0

Da(τ)v
2
1(τ)dτ, (5.13)

其中 Da(t)=
1

a
2e
2t
-2(m-2).由(5.13)式知能量 E1(t)∶=v

2
1(t)+

1
2(m -1)(1-cos2 β1(t))

在 -∞,
1
2
log2a

2
(m -2)内是衰减的.固定 t ∈ -∞,

1
2
log2a

2
(m -2) ,令 t 0※-∞,则

v
2
1(t)≤ m -1. (5.14)

于是 h1 满足

|h′1(r)r |≤ m -1 , 　 r ∈ [ 0 , a 2(m -2)] . (5.15)

熟知当 m ≥3时 , h2 渐近于 π/2.于是 ε>0 ,存在 r1=r1(m , ε),使得当 r≥r1 时 ,有

h2(r1)-
π
2

< ε
4
, 　|r1h′2(r1)|<

ε
4
. (5.16)

　　令 f(r)∶=h1(r)-h2(r), F(r)∶=h′1(r)r.

引理 5.4　对任意 ε>0 ,存在 r0 =r0(m , ε), a1 =a1(m , ε),使得 a >a1 ,  r ∈

[ r0 , r1] ,

|f(r)|+|rf′(r)|≤2ε. (5.17)

　　证　首先给出 f 在 r =0附近的估计 ,有

La(r)=
m -1

r
-

r

2a2
-

m -1
2r

2 sin2r =
m -1

r
-

r

2a2
-

m -1
2r

2 2r -
4
3
r
3
+o(r

3
) =

2
3
(m -1)-

1

2a2
r +o(r3)>

2
3
(m -1)-

1
2

r +o(r3)　(a >1).

于是存在 r1= r1(m),使得 a >1 , r是 La 在(0 ,  r 1)上的下解.

在引理 4.2中取 δ=δ(m , ε),使得

0 <δ1 +
2

m -2
r
m-1
m-2
1 <

ε
4
, (5.18)

则 h(r)=log(1+r)+
1-δ
2

r
2
是  L 在(0 , r2)中的上解 ,其中  r2= r2(m , δ)= r2(m , ε).取  r =

min{π/4 ,  r2(m , ε),  r 1},则  r 只依赖于m , ε.由比较定理可得

h1(r)< r ≤π/4 , 　h′1(r)<1 ,  r ∈ (0 , r). (5.19)

因为 h1(r)≤π/4 ,由命题 3.3有 h′1(r)>0.因此 h1 满足

 Lh1 =
r

2 a2
h′1(r)>0 , 　 r ∈ (0 , r).

h 1和  h 分别是 L 的下和上解.由比较定理有
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log(1 +r)+
1-δ
2

r
2 <h2(r)<h 1(r);

1
1+r

+(1 -δ)r <h′2(r)<h′1(r),  r ∈ (0 , r). (5.20)

结合(5.19)和(5.20)式 ,可得

|f(r)|=|h1(r)-h2(r)|≤ r - log(1 +r)+
1-δ
2

r
2 ,

|f′(r)|=|h′1(r)-h′2(r)|≤ 1- 1
1+r

+(1 -δ)r .

特别取 r0 ∈(0 , r),

|f(r0)|≤ r0 - log(1+r0)+
1-δ
2

r
2
0 , |f′(r0)|≤

r0
1+r0

- 1-δr0 , (5.21)

其中 r0 将在以后给出.

至此 ,得到了 f 在 r=0附近的估计.

(2.5)式减去(5.10)式 ,则有

f″+m -1
r

f′-m -1
r
2 a(r)f = 1

2a2
F(r), (5.22)

其中 a(r)=∫
1

0
cos2(θh1 +(1-θ)h2)dθ,|a(r)|≤1.(5.22)式乘上 r

m-1并从 r 0到 r 积分 ,

有

r
m-1

f′(r)= r
m-1
0 f′(r0)+∫

r

r
0

1

2a
2F(τ)τ

m-1 +(m -1)a(τ)τm-3 f dτ.

由(5.15)式和 F(r)的定义有

|f′(r)|≤
r0
r

m-1

f′(r0)+
m -1

2a2 rm-1∫
r

r
0

τm-1dτ+m -1
τm-1∫

r

r
0

|f(τ)|τm-3dτ,

(5.23)

再次从 r0到 r积分 ,则得

|f(r)|≤|f(r0)|+|f′(r0)|r
m-1
0 ∫

+∞

r
0

1

τm-1
dτ+

Cm

a
2 r

2 +(m -1)∫
r

r
0

1
t
m-1dt∫

t

r
0

|f(τ)|τm-3dτ=

|f(r0)|+|f′(r0)|r0
1

m -2 +
Cm

a
2 r

2
+(m -1)∫

r

r
0

|f(τ)|τ
m-3
dτ∫

r

τ

1

t
m-1dt ≤

|f(r0)|+|f′(r0)|r0
1

m -2
+

Cm

a
2 r

2
1 +

m -1
m -2∫

r

r
0

|f(τ)|
τ

dτ.

由Gronwall不等式 ,  r ∈[ r0 , r1] ,有

|f(r)|≤ |f(r0)|+|f′(r0)|r0
1

m -2
+

Cm

a
2 r

2
1 e
∫

r

r0

m-1
m-2

1
τdτ

≤

|f(r0)|+|f′(r0)|r0
1

m -2 +
Cm

a
2 r

2
1

r1
r0

m-1
m-2

.
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由
m -1
m -2

≤2(m ≥3)可得

|f(r)|≤
|f(r0)|

r
2
0

+
1

m -2
|f′(r0)|

r0
+

Cmr
2
1

a
2
r
2
0

r
m-1
m-2
1 .

注意到

lim
r
0
※0

|f(r 0)|

r
2
0

= lim
r
0
※0

|f′(r0)|
2r0

≤ lim
r
0
※0

1
2

1
1 +r0

-(1-δ) =
δ
2 ,

取 r0< r = r(m , ε),使得

max
|f(r0)|

r
2
0

,
|f′(r0)|

2 r0
<δ,

则有

|f(r)|≤ δ+
2

m -2
δ+

Cmr
2
1

a
2
r
2
0

r
m-1
m-2
1 .

取 a1=a1(Cm , r0 , r1 , m)=a1(m , δ(m , ε))=a1(m , ε)>1 ,使得 a>a1 ,有

Cm

a
2
r
2
0
r
2+m-1

m-2
1 <

ε
4
. (5.24)

由(5.18)和(5.24)式 ,有

|f(r)|<ε/2 ,  r ∈ [ r0 , r1] . (5.25)

而由(5.23)式 ,对任意 r ∈[ r0 , r1] ,有

|f′(r)|≤|f′(r 0)|+
Cmr

a
2 +

m -1
m -2

1
r
ε
2
,

于是

|rf′(r)|≤|f′(r0)|r1 +
Cm

a
2 r

2
1 +

ε
2
. (5.26)

因为lim r
0
※0 f′(r0) =0 ,可以选取更小的 r0 和更大的 a1(m , ε),使得(5.26)式的右边小于

3ε/2.注意到(5.25)和(5.26)式 ,引理得证.

推论 5.2　对任意 ε>0 ,存在 a1=a1(m , ε),使得 a >a1 ,有

|β1(t)|+|v 1(t)|≤Cε,  t ∈ t 1 ,
1
2
log2a2(m -2) , (5.27)

其中 t 1=log r1 , C是一个只依赖于 m 的常数.

证　由(5.17)式 ,  a>a1 ,有

|h1(r1)-h 2(r1)|+|r1h′1(r1)-r1h′2(r1)|≤2ε,

而由(5.16)式 ,  a>a1 ,有

h1(r 1)-
π
2
+|r 1h′1(r1)|≤

5ε
2
,

即

β1(logr1)+ v 1(logr1) ≤5ε/2.

令 t 1=logr1 ,则

|β1(t 1)|+|v 1(t 1)|≤5ε/2.
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注意到能量 E 1(t)在区间 -∞,
1
2
log2a2(m -2)上是衰减的 ,以及 β1(t) <

π
2
,故(5.27)

式成立.

引理 5.5　设 3≤m ≤6 ,对任意整数 n ,若 a 充分大 ,则(2.3)和(2.4)式的解与 π/2 至少

相交 n 次.

证　令 β(t)= β1(t)e
1
2∫

t
(m-2)-

1

2a
2e
2t

dt

,则(5.12)式变为

 β1 +G(t) β1 =0 , (5.28)

其中 G(t)=(m -1)
sin β1cosβ1

β1
-
1
4
(m -2)2-

1

16a4
e4t +

m

4a2
e2t .由 3≤m ≤6 ,有

(m -2)
2
-4(m -1)<0.

取 γ,0<γ<1 ,使得

(m -2)2 -4γ(m -1)<0 ,

再取 l>0 ,使得

(m -2)2 -4γ(m -1)+4 l 2 =0. (5.29)

固定 γ,取(5.27)式中的 ε充分小 ,使得 a>a1 ,  t ∈ t 1 ,
1
2
log2a2(m -2) ,

sin β1(t)cosβ1(t)
β1(t)

>γ,

其中 , a1=a1(m , γ), t 1=t 1(m , γ).于是

G(t)>γ(m -1)-
1
4(m -2)

2
-

1

16a
4e
4t
+

m

4a
2e
2t
= l

2
+

1

16a
4e
2 t
[ 4a

2
m -e

2t
] .

因此有

G(t)> l
2 , 　 t ∈ t 1 ,

1
2
log2a2(m -2) . (5.30)

把(5.28)式与方程 u″+l
2
u =0比较 ,此方程的解具周期 2π/ l ,且在[ t 1 , +∞)内有无穷个零

点.由文献[ 9]和(5.30)式 ,在区间 t 1 ,
1
2
log2a2(m -2)内 , u 的任两个连续零点间必有

 β(t)的一个零点.因为 t 1 不依赖于 a ,若 a 充分大 ,则 β可以有任意多个零点.由于 β1(t)与

 β 有同样的零点 ,且 β1 的零点是 h 与 π/2的相交点 ,这样就证明了引理.

注意到 a>0 , h(r , a)不能与 π/2相切 ,则由定理 4.3易得

引理 5.6　设 h(r , a0)是(2.3)和(2.4)式的解.假定在 R >0点 , h(R , a0)-
π
2 ≠0 ,则

存在 a0 的一个邻域 Ia
0
,使得 a ∈ Ia

0
, h(r , a)-

π
2和 h(r , a0)-

π
2有同样多的零点.

定义

In∶= a >0 h(r , a)-
π
2
至多有 n 个零点;lim

r※+∞
h(r , a)=∞ ,

J n∶= a >0 h(r , a)-
π
2 至少有 n 个零点 ,

dn ∶=sup In.
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下面是本文的主要定理:

定理 5.1　设 3≤m ≤6 ,则

(i) n ∈N , In 和 J n 是非空集 ,存在两个序列{n i}和{li},满足:1=n1 <n2 <…<n i <

…, 1=l 1<l 2<…<li <…,并有

J l
1
  Jl

2
  …   J l

i
  Jl

i+1
  …,

I n
1
  In

2
  …   In

i
  I n

i+1
  …

和

0 <dn
1
<dn

2
<… < dn

i
<…;

　　(ii) i∈N , h(r , dn
i
)是(2.3)和(2.4)式满足能量条件(e)的解 ,当 r※∞时 ,它趋于常数

Dn
i
,其中 Dn

i
≠kπ+π

2
(对任意整数 k).

证　按以下步骤证明:

步骤 1　 n ∈N , In 和 J n 是非空集.

由引理 5.3 ,存在 a0=a0(m)>0 ,使得(0 , a0) I1 ,于是 I n 非空 ,且 d1 >a0>0.由引理

5.5 ,知当 3≤m ≤6时 , J n 非空.

步骤 2　In 和 Jn 是开集.

由引理 5.6可知 a 的小扰动不会减少 h(r , a)-π
2
零点的个数 ,因此 J n 是开集.

令 a0 ∈ In .因为 lim
r※+∞

h(r , a0)=∞,可取 R 1>B ,使得 h(R1 , a0) =kπ,其中 k>1是某

个整数.由唯一性定理可知 h′(R 1 , a0)≠0 ,选取 R 2>R 1 ,使得 h(R 2 , a0)从逃逸方向进入

E.D.,由引理 5.6和定理 4.3知存在 a0的邻域 Ia
0
,使得 a ∈ Ia

0
,

i)h(r , a)-
π
2
和 h(r , a0)-

π
2
在(0 , R2]中有同样多的零点;

ii) h(r , a) 在(B , R 2)内与 kπ(k >1)相交;

iii)h(R 2 , a)从逃逸方向进入 E.D.

由 iii),有 lim
r※+∞

h(r , a)=∞.由 ii)与推论 3.1 , h(r , a)在[ R 2 , +∞)内 ,不与
π
2
相交.因

此由 i),  a ∈ Ia
0
, h(r , a)在(0 , +∞)内刚好有 n 个零点.这表明 In 是开的.

步骤 3　由引理 5.5 ,容易找到满足结论(i)的序列{n i}与{l i}.由步骤 2的结论与引理

5.6 ,知 0<dn
i
<∞, dn

i
 ∪∞

n=1 I n.因此 h(r , dn
i
)有界.由引理 5.1有

|h′(r , dn
i
)|≤

m -1
r

, 　 r > 2(m -1),

于是

∫
R

0
|h′(r , dn

i
)|2 rm-1dr ≤C(dn

i
)∫

R

0
(m -1)2 rm-3dr ≤C(dn

i
)Rm-2 ,

即 h(r , dn
i
)满足能量条件(e).

定理 5.2　假定 3≤m ≤6 ,则存在无穷多个R
m
※S

m
的光滑映射 ,满足(1.13)式和能量条

件(E).
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证　令

w i(x)=
x
r
sinh(r , dn

i
), cosh(r , dn

i
) ,

其中 r= x , x ∈Rm .由

Δw i(x)
2
= h′(r , dn

i
)

2
+
(m -1)sin2h(r , d n

i
)

r
2 ,

h(r , dn
i
)∈ C

1
[ 0 , +∞] ∩ C

∞
(0 , +∞),

知 Δw i 
2 在 x =0附近有界.由椭圆型方程的正则性理论 , w i(x)在 x =0附近光滑.因此

w i(i=1 ,2 , …)是(1.13)式的一族不同的光滑解 ,且满足能量条件(E).
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