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摘要 设 ψ : D → Ω是一个单叶函数,利用 Schwarzian导数,本文获得了 logψ′ 属于 QK 空间的一个

充要条件. 此外, 本文运用了一个几何条件来刻画 QK 空间.
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1 引言

设 φa(z) = (a− z)(1− āz)−1 是单位圆盘 D = {z : |z| < 1} 上的一个 Möbius 变换. 用 H(D) 表示
所有在单位圆盘 D 上解析的函数集合.

定义 1.1 设 0 6 p <∞. 若函数 f ∈ H(D) 且满足

sup
a∈D

∫
D
|f ′(z)|2(1− |φa(z)|2)pdA(z) <∞,

则称函数 f 属于 Qp 空间, 这里 dA(z) 是 D 上规范化的面积测度, 即 A(D) = 1. 若函数 f ∈ H(D) 且
满足

sup
|a|→1

∫
D
|f ′(z)|2(1− |φa(z)|2)pdA(z) = 0,

则称函数 f 属于 Qp,0 空间。

显然, Qp,0 空间是 Qp 空间的一个子空间. 对于一般的 Qp 空间理论, 可以参考 [1] 和 [2]. 有三种

特殊的情形需要说明, 当 p = 0 时, Qp 空间就是 Dirichlet 空间; 当 p = 1 时, Qp 空间和 BMOA 是一

致的; 当 p > 1 时, Qp 空间恰就是 B 空间, 其中

B =
{
f ∈ H(D) : sup

z∈D
(1− |z|2)|f ′(z)| <∞

}
. (1.1)

一个著名的结论是 f 属于 Qp 空间当且仅当 |f ′(z)|2(1− |z|2)pdA(z) 是一个 p-Carleson 测度.

单位圆盘上的解析函数 f 若是一一对应的, 则称 f 是单叶的, 用 U 表示所有的单位圆盘 D 上的
单叶函数的集合. 如果 ψ ∈ U 和 Ω = ψ(D), 那么称 ψ 是一个从 D 到 Ω 的保形映射. 显然 Ω 是一个复

平面上的单连通域. 如果 f ∈ H(D) 且在 D 里每一点的某邻域内是单射, 那么称 f 是局部单叶的.
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在本文中, ψ 代表一个保形映射并记 g = log(ψ′). 定义

Sψ =

(
ψ′′

ψ′

)′

− 1

2

(
ψ′′

ψ′

)2

为局部单叶函数的 Schwarizian 导数. 下面的结论给出了局部单叶函数导数的对数与 Qp 空间的关系.

定理 A [3] 如果 0 < p <∞, 那么 g = log(ψ′) ∈ Qp 当且仅当 |Sψ(z)|2(1− |z|2)2+pdA(z) 是一个

p-Carleson 测度.

设 Γ 是一个闭 Jordan 曲线. 对于 ω1, ω2 ∈ Γ, 记 Γ(ω1, ω2) 表示 Γ 上连接 ω1 和 ω2 的最小直径弧

段. 如果 ψ 是一个从 D 到 Γ 内域的一个保形映射, 则几何量

η(δ) = sup
|ω1−ω2|6δ

sup
ω∈Γ(ω1,ω2)

(
|ω2 − ω|+ |ω − ω1|

|ω1 − ω2|
− 1

)1/2

, 0 < δ < 1,

与解析量

β(δ) = sup
1−δ6|ξ|<1

(1− |ξ|)|(logφ′)′(ξ)|, 0 < δ < 1,

有密切联系, 见 [4] 的定理 1.

定理 B [3] 设 0 < p < 1 和 Γ = ∂ψ(D) 是一个闭 Jordan 曲线, 其中 ψ 是单叶函数. 如果∫ 1

0

η2(t)

t2−p
dt <∞,

那么 g = logψ′ ∈ Qp,0.

本文证明了上述结论可以推广到单位圆盘上更广泛的解析函数空间 QK .

定义 1.2 设 K : [0,∞) → [0,∞) 是一个右连续的非递减函数. 若函数 f ∈ H(D) 且满足

∥f∥2QK
= sup

a∈D

∫
D
|f ′(z)|2K(1− |φa(z)|2)dA(z) <∞, (1.2)

则称 f 属于 QK 空间. 若函数 f ∈ H(D) 且满足

sup
|a|→1

∫
D
|f ′(z)|2K(1− |φa(z)|2)dA(z) = 0,

则称函数 f 属于 QK,0 空间.

关于 QK 空间的一般理论, 我们推荐参考 [5] 和 [6]. 显然, QK 空间是 Möbius 不变的, 即对任意

的 a ∈ D, ∥f ◦ φa∥QK
= ∥f∥QK

恒成立. 如果取 K(t) = tp, 0 6 p < ∞, 则 QK 空间就是 Qp 空间. 根

据 [5] 的相关结果, 可以获得

QK ⊂ B.

本文中, 需要假设

sup
0<s<1

(1− s)2
∫ 1

0

K(1− r)

(1− rs)3
dr <∞.

实际上, 上述条件不满足的话, 则 QK 空间仅含有常数, 即 QK 空间是平凡的, 见 [7].

参照文献 [6] 的考虑, 令

φK(s) = sup
06t61

K(st)/K(t), 0 < s <∞.
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在不同的情况下, 本文需要假设 K 满足下面的一个或两个条件:∫ 1

0

φK(s)

s
ds <∞ (1.3)

和 ∫ ∞

1

φK(s)

s2
ds <∞. (1.4)

对任意的一个弧 I ⊂ ∂D, 令 θ 是弧 I 的中点. 若弧长 |I| 6 1, 则称

S(I) =

{
z ∈ D : 1− |I| < |z| < 1, |θ − argz| < |I|

2

}
为 Carleson 方块; 若弧长 |I| > 1, 则令 Carleson 方块 S(I) = D.
定义 1.3 设 K : [0,∞) → [0,∞) 是一个右连续的非递减函数, dµ 是 D 上的一个正测度. 若

∥µ∥K = sup
I⊂∂D

∫
S(I)

K

(
1− |z|
|I|

)
dµ(z) <∞, (1.5)

则称 dµ 是 D 上的一个 K-Carleon 测度.

文献 [6] 的定理 1 表明 f ∈ QK 当且仅当 |f ′(z)|2dA(z) 是一个 K-Carleson 测度.

本文中, 恒假设增函数 K 满足 K(2t) . K(t), 0 < t < ∞. 对于两个函数 K1 和 K2, K1 . K2 的

意思是存在着一个常数 C, 独立于 K1 和 K2, 使得 K1 6 CK2. 在本文中, 称 K1 和 K2 是等价的, 即

K1 ≈ K2 的意思是 K2(t) . K1(t) . K2(t).

2 Schwarzian 导数

本节中, 我们将借助于 Schwarzian 导数来刻画 g = logψ′ ∈ QK 的特征. 为了证明的方便, 首先给

出如下的引理.

引理 2.1 [6] 如果 K 满足条件 (1.3), 那么存在着一些充分小的常数 c > 0 使得 t−cK(t) 是非递

减的.

设 n = 1, 2, . . . , 0 6 j < 2n, 称集合,

Qn,j =

{
z = reiθ ∈ D : 1− r < 2−n, j2−n 6 θ

2π
< (j + 1)2−n

}
为边长 ℓ(Qn,j) = 2−n 的二进 Carleson 方块, 称

T (Qn,j) =

{
z ∈ Qn,j : 1− |z| > 1

2
ℓ(Qn,j)

}
为 Qn,j 的半顶.

设 ψ 是给定的一单叶函数. 对于固定的 δ 和 ϵ, 后面将给出如何选取的方法, 记

L =

{
Qn,j : sup

z∈T (Qn,j)

(1− |z|2)2|Sψ(z)| > δ, n = 1, 2, . . . , 0 6 j < 2n
}

和

B =

{
Qn,j : Qn,j ̸∈ L 和 sup

z∈T (Qn,j)

(1− |z|2)|g′(z)| > ϵ, n = 1, 2, . . . , 0 6 j < 2n
}
.
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设 Q 和 Q̃ 两个二进 Carleson 方块, 若满足 Q ⊂ Q̃ 和 ℓ(Q̃) = 2ℓ(Q), 则称 Q̃ 是 Q 的父. 记

M =

{
Q : Q̃ ∈ L 或 ℓ(Q) =

1

2

}
∩ {Q : Q ̸∈ L }.

引理 2.2 设 δ ∈ (0, ϵ2/2) 和 Q ∈ B\M, 那么 Q̃ ∈ B.

引理 2.2 证明见文献 [3] 的引理 5. 运用引理 2.2 可以获得如下的结果:

引理 2.3 设 ϵ 和 δ 是两个正常数, 那么存在一个常数 C 满足∑
Qj∈M

K(ℓ(Qj)) 6 2 + C

∫
D
|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

证明 设 Q ∈ M 且 ℓ(Q) ̸= 1
2 , 那么 Q̃ ∈ L . 因而存在着一个 z0 ∈ T (Q̃) 满足

(1− |z0|2)2|Sψ(z0)| > δ.

根据文 [3] 的引理 4, 这儿存在着一个圆盘 Dz0 = {z ∈ D : |z − z0| 6 c(1− |z0|2)} ⊂ T (Q̃) 使得

(1− |z|2)2|Sψ(z)| > δ

32
, z ∈ Dz0 ,

这里 c 是一个独立于 z0 常数. 这就给出了

K(ℓ(Q)) 6 φK

(
1

2

)
K(ℓ(Q̃))

6 C

∫
Dz0

K(1− |z|2)
(1− |z|2)2

dA(z)

6 C

∫
Dz0

|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

因为半顶 T (Q̃) 最多出现两次且仅有两个方块 Q′ 的边长为 ℓ(Q′) = 1
2 , 从而∑

Qj∈M

K(ℓ(Qj)) 6 2 + C

∫
D
|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

证毕. �
对任意的点 z, w ∈ D, 称

d(z, w) =
1

2
log

1 + |φw(z)|
1− |φw(z)|

是点 z 和 w 之间的双曲距离. 显然, 双曲距离是 Möbius 不变的.

引理 2.4 (参见文献 [8, 第 404页]) 给定 ϵ > 0 和整数 n > 0, 则存在着常数 C = C(ϵ) 和

δ0 = δ0(ϵ, n) 使得若二进 Carleson 方块 Q 满足条件:

sup
z∈T (Q)

(1− |z|2)|g′(z)| > ϵ,

和

sup
z∈T (Q)

(1− |z|2)2|Sψ(z)| 6 δ0.
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那么存在着一个双曲测地线 σ 使得

sup
z∈B(Q)

d(z, σ) < C,

其中

B(Q) = Q ∩ {1− |z| > 2−nℓ(Q)} ∩ {(1− |z|2)|g′(z)| > ϵ}.

定理 2.5 如果非递减函数 K 满足条件 (1.3), 那么下列结论是等价的:

(1) g = logψ′ ∈ QK .

(2) |Sψ(z)|2(1− |z|2)2dA(z) 是一个 K-Carleson 测度.

证明 首先假定 (1) 成立. 根据 [6, 定理 3.1] 和 [9, 定理 2] 可得 dµ(z) = |g′(z)|2dA(z) 和
|g′′(z)|2(1− |z|2)2dA(z) 都是 K-Carleson 测度. 注意到 QK ⊂ B, 对任意弧 I ⊂ ∂D, 恒成立∫

S(I)

|g′(z)|4(1− |z|2)2K
(
1− |z|2

|I|

)
dA(z)

6 ∥f∥2B
∫
S(I)

|g′(z)|2K
(
1− |z|2

|I|

)
dA(z)

6 ∥f∥2B∥µ∥K .

上述估计和不等式

|Sψ(z)|2 6 2

(
|g′′(z)|2 + 1

4
|g′(z)|4

)
, z ∈ D,

给出了 |Sψ(z)|2(1− |z|2)2dA(z) 是一个 K-Carleson 测度.

下证相反的方向, 首先假设 (2) 成立. 因为 (1) 和 (2) 都是 Möbius 不变的, 所以只要证明

A =

∫
D
|g′(z)|2K(1− |z|2)dA(z) <∞. (2.1)

令

B =

∫
D
|g′′(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

因为 |g′(0)| 6 ∥g∥B 6 6, 由 [9, 引理 7] 可得

A 6 C(B + 36).

又因 Sψ = g′′ − 1
2 (g

′)2, 从而

B 6 2

∫
D
|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z)

+
1

2

∫
D
|g′(z)|4(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

选取充分小的 ϵ > 0 使得 ϵ2C 6 1. 令 U = {z ∈ D : (1− |z|2)|g′(z)| 6 ϵ}. 则有∫
U

|g′(z)|4(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z) 6 ϵ2A 6 B + 36.

对于充分大的 n,后面给出选取方法,按照引理 2.4给出的方法选择一个 δ0(ϵ, n),再次令 δ=min(δ0(ϵ, n),

ϵ2/2). 若令 V = {z ∈ D : (1− |z|2)2|Sψ(z)| > δ}, 那么∫
V

|g′(z)|4(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z)
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6 64

δ2

∫
V

|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

注意到 D\(U ∪ V ) ⊂
∪
T (Qj), 这里 {Qj} ∈ B. 上述估计给出∫

D\(U∪V )

|g′(z)|4(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z)

6 64
∑

Qj∈B

∫
T (Qj)

K(1− |z|2)
(1− |z|2)2

dA(z)

6 C ′
∑

Qj∈B

K(ℓ(Qj))

6 C ′
( ∑

Qj∈B∩M

+
∑

Qj∈B\M

)
K(ℓ(Qj)).

引理 2.2 意味着对每一个方块 Qj ∈ B\M, 这里存在一个 Qm ∈ M ∩ B 满足 Qj ∈ D(Qm), 这里

D(Q) = Q\
∪

{Q′ ⊂ Q : Q′ ∈ L }.

所以 ∑
Qj∈B\M

K(ℓ(Qj)) 6
∑

Qm∈B∩M

∑
Qj∈B∩D(Qm)

K(ℓ(Qj)). (2.2)

我们断言: 如果 Q ∈ B ∩M, 那么这里存在着一个常数 C 使得∑
Qj∈B∩D(Q)

K(ℓ(Qj)) 6 CK(ℓ(Q)). (2.3)

实际上, 对任意的 k > 0, 考虑

Gk = {Qj ∈ B ∩D(Q) : 2−(k+1)nℓ(Q) < ℓ(Qj) 6 2−knℓ(Q)}

和

Ik,m(Q) = {Qj ∈ B ∩D(Q) : ℓ(Qj) = 2−(kn+m)ℓ(Q)}, m = 0, 1, . . . , n− 1.

给定一个二进 Carleson方块 Q ∈ B 和 m 6 n,根据引理 2.4,这儿最多存在着 C (不依赖于 n)个边长

ℓ(Qj) = 2−mℓ(Q) 的二进 Carleon 方块 Qj ∈ B ∩D(Q). 对每一个 k ∈ N, 这个估计和引理 2.1 给出了

∑
Qj∈Gk(Q)

K(ℓ(Qj)) =
n−1∑
m=0

∑
Qj∈Ik,m(Q)

K(ℓ(Qj))

6 C
n−1∑
m=0

2−mc
∑

Qj∈Ik,0(Q)

K(ℓ(Qj))

6 C2c

2c − 1

∑
Qj∈Ik,0(Q)

K(ℓ(Qj)).

因为 C 和 c 都不依赖于 n, 可以选择一个充分大的 n 使得 C2−nc 6 2−1. 类似于上面的估计可得∑
Qj∈Ik,0(Q)

K(ℓ(Qj)) 6 C2−nc
∑

Qj∈Ik−1,0(Q)

K(ℓ(Qj))
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6 (C2−nc)2
∑

Qj∈Ik−2,0(Q)

K(ℓ(Qj))

6 (C2−nc)kK(ℓ(Q))

6 2−kK(ℓ(Q)).

根据上面的估计有 ∑
Qj∈B∩D(Q)

K(ℓ(Q)) =
∑
k>0

∑
Qj∈Gk(Q)

K(ℓ(Qj))

6 C2c

2c − 1

∑
k>0

∑
Qj∈Ik,0

K(ℓ(Qj))

6 C2c

2c − 1
K(ℓ(Q))

∑
k>0

2−k

6 C21+c

2c − 1
K(ℓ(Q)).

我们已经证明了断言. 由 (2.2) 和 (2.3), 我们获得∑
Qj∈B\M

K(ℓ(Qj)) 6 C
∑

Qk∈B∩M

K(ℓ(Qk)).

上述估计和引理 2.3 给出了∫
D\(U∪V )

|g′(z)|4(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z) 6 C
∑

Qk∈B∩M

K(ℓ(Qk))

6 C ′ + C ′′
∫
D
|Sψ(z)|2(1− |z|2)2K(1− |z|2)dA(z).

我们已经证明了 (2.1) 式, 定理证毕. �

3 几何条件

在本节中, 我们将利用几何条件来刻画 g = log(ψ′) ∈ QK,0 的特征, 需要下面的几个引理来证明

主要的定理.

引理 3.1 [4] 设 Γ = ∂ψ(D) 是一个闭 Jordan 曲线, 其中 ψ 是一个单叶函数. 如果∫ 1

0

η(t)

t
dt <∞,

那么

η(t) . β(t) .
∫ t

0

η(s)

s
ds+ t

∫ 1

t

η(s)

s2
ds.

引理 3.2 [6] 设 K 满足条件 (1.3) 和 (1.4), 那么 K 满足下面的性质:

(1) 存在着一些充分小的常数 c > 0 使得 tc−1K(t) 是非递增的;

(2) K 在区间 (0,∞) 上是凸的;

(3)
∫∞
1

√
φK(s)

s3/2
ds <∞.
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利用 Jensen 公式, 我们可以直接获得下面的结果.

引理 3.3

1

2π

∫ 2π

0

g(reiθ, a)dθ =


log

1

|a|
, 0 < r 6 |a|,

log
1

r
, |a| < r 6 1.

定理 3.4 设 K 满足条件 (1.3) 和 (1.4), Γ = ∂ψ(D) 是一个闭 Jordan 曲线, 其中 ψ 是单叶的.

如果 ∫ 1

0

η2(t)

t2
K(t)dt <∞, (3.1)

那么 g = logψ′ ∈ QK .

证明 对于每一个 t ∈ (0, 1], 容易得到

|g′(z)| 6 β(t)

t
, |z| 6 1− t. (3.2)

根据 (3.2) 式、引理 3.2 和 3.3 可以得到∫
D
|g′(z)|2K(g(z, a))dA(z)

6
∫ 1

0

β2(1− r)

(1− r)2

(∫ 2π

0

K(g(reiθ, a))dθ

)
dr

6
∫ 1

0

β2(1− r)

(1− r)2
K

(∫ 2π

0

(g(reiθ, a))dθ

)
dr

6
∫ 1

0

β2(1− r)

(1− r)2
K

(
log

1

r

)
dr.

注意到 ∫ 1

0

β2(1− r)

(1− r)2
K

(
log

1

r

)
dr <∞ (3.3)

成立当且仅当 ∫ 1

0

β2(t)

t2
K(t)dt <∞. (3.4)

现在, 我们将证明 (3.4) 成立. 由 Cauchy-Schwarz 不等式和引理 3.2 可得∫ 1

0

η(t)

t
dt 6

(∫ 1

0

η2(t)

t2
K(t)dt

)1/2(∫ 1

0

dt

K(t)

)1/2

<∞.

因此由引理 3.1 可得

β(t) .
∫ t

0

η(s)

s
ds+ t

∫ 1

t

η(s)

s2
ds.

利用 Minkowski 积分不等式 (参见 [10, 第 14页]) 可以得到∫ 1

0

(∫ t

0

η(s)

s
ds

)2
K(t)

t2
dt

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

η(tx)

tx

√
K(t)dx

)2

dt
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6
(∫ 1

0

(∫ 1

0

η2(tx)

(tx)2
K(t)dt

) 1
2

dx

)2

6
(∫ 1

0

(∫ x

0

η2(s)

s2
K(s/x)

x
ds

) 1
2

dx

)2

6
∫ 1

0

η2(s)

s2
K(s)ds

(∫ ∞

1

√
φK(s)

s3/2
ds

)2

.
∫ 1

0

η2(s)

s2
K(s)ds.

根据引理 3.2 最后的不等式成立. 类似地, 可以得到∫ 1

0

(
t

∫ 1

t

η(s)

s2
ds

)2
K(t)

t2
dt

=

∫ ∞

1

(
1

x

∫ 1

1
x

η(s)

s2
ds

)2

K

(
1

x

)
dx

=

∫ ∞

1

(∫ x

1

η(y/x)

y2

√
K

(
1

x

)
dy

)2

dx

.
(∫ ∞

1

(∫ ∞

1

η2(y/x)

y4
χ[1,x](y)K

(
1

x

)
dx

)1/2

dy

)2

.
∫ 1

0

η2(s)

s2
K(s)ds

(∫ 1

0

φK(s)

s
ds

)2

.

上述估计就给出了 ∫ 1

0

β2(t)

t2
K(t)dt 6

∫ 1

0

(∫ t

0

η(s)

s
ds+ t

∫ 1

t

η(s)

s2
ds

)2
K(t)

t2
dt

.
∫ 1

0

η2(s)

s2
K(s)ds.

定理证毕. �
定理 3.5 设 K 满足条件 (1.3) 和 (1.4), Γ = ∂ψ(D) 是一个闭 Jordan 曲线, 其中 ψ 是单叶的.

如果条件 (3.1) 成立, 那么 g = logψ′ ∈ QK,0 的充要条件是 g ∈ QK .

证明 必要性是显然的, 只要证明充分性即可. 假设条件 (3.1) 成立和 f ∈ QK , 下面将证明当

|a| → 1 时, 恒成立

I(a) =

∫
D
|g′(z)|2K(g(z, a))dA(z) → 0.

对于任意给定的 ϵ > 0, 条件 (3.1) 成立意味着存在着一个 δ ∈ (0, 1) 使得∫ 1−δ

0

η2(t)

t2
K(t)dt < ϵ.

根据定理 3.4 的证明过程, 对任意的 a ∈ D, 容易获得∫ 1

δ

|g′(reiθ)|2
(∫ 2π

0

K(g(reiθ, a))dθ

)
dr .

∫ 1−δ

0

η2(t)

t2
K(t)dt < ϵ.
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选取 a ∈ D 使得 1 > |a| > δ, 再一次运用定理 3.4 可得∫ δ

0

|g′(reiθ)|2
(∫ 2π

0

K(g(reiθ, a))dθ

)
dr

6
∫ δ

0

β2(1− r)

(1− r)2
K

(
log

1

|a|

)
dr

6
K(log 1

|a| )

K(log 1
δ )

∫ δ

0

β2(1− r)

(1− r)2
K

(
log

1

r

)
dr

6
K(log 1

|a| )

K(log 1
δ )

∫ 1

0

η2(t)

t2
K(t)dt.

注意到

I(a) =

{∫
D(0,δ)

+

∫
D/D(0,δ)

}
|g′(z)|2K(g(z, a))dA(z)

和 ϵ 是任意的, 因此当 |a| → 1 时, I(a) → 0. 这就给出了 g ∈ QK,0, 定理证毕. �
定理 3.6 设 K 满足条件 (1.3) 和 (1.4). 对给定的次可加增函数 h(δ) (0 < δ < 1), 可构造一个

单叶函数 ψ 满足:

(1) h(δ) ≈ β(δ), 0 < δ < 1;

(2)
∫ 1

0
η2(t)
t2 K(t)dt <∞ ⇔ g ∈ QK,0.

证明 (1) 证明的思想来自于 [4]. 假设 b 是一个充分小的正常数, 后面将给出选取 b 的方法. 定

义

b0 = bh(1); bk = bh(2−k)− b

2
h(2−k+1).

因为 h 是次可加的, 所以我们可得

bk > 0, k = 0, 1, 2, . . . (3.5)

和
n∑

k=0

2k−nbk = bh(2−n). (3.6)

现在定义 ψ 满足 ψ(0) = 0 和

g(z) = logψ′(z) =

∞∑
k=0

bkz
2k .

如果选取的 b 充分的小, 根据 [4] 的定理 4.3 中 (i) 的证明过程, 可以得到 ψ 是单叶函数且满足 Γ =

∂ψ(D) 是闭 Jordan 曲线和 β(δ) ≈ h(δ).

(2) 必要性由定理 3.5 可直接给出. 现假设 g ∈ QK,0. 因为 g 是 Hadamard 缺项级数, [11, 定理 9]

给出了 g ∈ QK,0 等价于下列条件成立:

∞∑
k=0

2kK

(
1

2k

)
|bk|2 ≈

∞∑
n=0

2nK

(
1

2n

)( n∑
k=0

2k−n|bk|2
)
<∞. (3.7)

注意到 h 是增函数, 由 (3.6) 式可以得到∫ 1

0

h2(t)

t2
K(t)dt 6

∞∑
n=0

h2
(

1

2n

)
2nK

(
1

2n

)
=

1

b2

∞∑
n=0

( n∑
k=0

2k−nbk

)2

2nK

(
1

2n

)
. (3.8)
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利用 Cauchy-Schwarz 不等式、(3.7) 和 (3.8) 式得到

∫ 1

0

h2(t)

t2
K(t)dt .

∞∑
n=0

2nK

(
1

2n

)( n∑
k=0

2k−n|bk|2
)( n∑

k=0

2k−n

)

.
∞∑

n=0

2nK

(
1

2n

)( n∑
k=0

2k−n|bk|2
)

<∞.

现在, 根据 [4, 定理1]、β(t) ≈ h(t)、Cauchy-Schwarz 不等式以及上面的估计, 可得∫ 1

0

η(t)

t
dt .

∫ 1

0

β(t1/2)

t
dt 6 2

∫ 1

0

β(t)

t
dt

.
∫ 1

0

h(t)

t
dt .

(∫ 1

0

h2(t)

t2
K(t)dt

)1/2(∫ 1

0

dt

K(t)

)1/2

<∞.

最后, 根据定理 3.4 的证明过程和条件 β(t) ≈ h(t) 就给出了∫ 1

0

η2(t)

t2
K(t)dt .

∫ 1

0

β2(t)

t2
K(t)dt

.
∫ 1

0

h2(t)

t2
K(t)dt <∞.

定理证毕. �
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Schwarzian derivative, geometric conditions and QK spaces

ZHOU JiZhen

Abstract For a univalent function ψ : D → Ω, we study the membership of logψ′ to the space QK in terms

of the Schwarzian derivative. We also apply a geometric condition to characterize the space QK .
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