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摘要 本文介绍近期发展的 Banach 空间扩张理论的主要结果, 在此基础上利用 Banach 空间有界逼

近性质与 Schauder框架的等价关系,研究了有有界逼近性质的 Banach空间上算子值测度的扩张和有

限秩算子的扩张, 并得到算子空间上完全有界算子值测度的扩张结果. 最后, 考虑具有 Schauder 框架

的 Banach 格上的算子值测度的扩张, 主要关注其基本扩张空间的偏序结构, 以及扩张中各映射对偏

序结构的保持性质.
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1 引言

逼近性质最早出现在 1932 年 Banach [5] 的书中, 它在 Banach 空间结构理论 [23] 中具有基础性作

用. 有关逼近性质各种变体的系统研究由 Grothendieck [15] 在 1955 年发起. 在那时, 主要的性质是逼

近性质、有界逼近性质和基性质. Grothendieck 定理表明, 在自反 Banach 空间中, 有界逼近性质与逼

近性质等价. 1973 年, Enflo [12] 构造了一个反例, 表明存在可分自反的 Banach 空间没有逼近性质. 因

此,存在可分的 Banach空间没有 Schauder基. 1987年, Szarek [36] 给出了一个十分复杂的例子,表明存

在可分超自反的 Banach 空间有有界逼近性质但没有 Schauder 基. 现在已经有一系列的逼近性质 [7].

对于一个给定的空间,尽可能弱的形式的逼近性质与尽可能强的逼近性质之间的关系是人们所关心的.

例如, 1971年, Pe lczyński [29]、Pe lczyński和Wojtaszczyk [30] 以及 Johnson等 [21] 证明了可分的 Banach

空间有有界逼近性质当且仅当它同构于一个有 Schauder 基的 Banach 空间的可补子空间. Hilbert 空
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间的框架理论 [9] 是数学与工程等领域的重要工具, 广泛地应用在信号分析等诸多数学领域, 如采样理

论 [2]、算子理论 [18] 和调和分析 [14] 等. 1999 年, Casazza 等 [8] 利用扩张技巧推广了框架和 Schauder

基的概念, 在可分的 Banach 空间中引入 Schauder 框架, 并证明了可分的 Banach 空间有 Schauder 框

架当且仅当它有有界逼近性质. 而利用有界逼近性质与 Schauder 框架的联系, Beanland 等 [6] 证明了,

若自反 Banach 空间具有 Schauder 框架, 则它可以可补嵌入一个具有 Schauder 基的自反空间. Liu 和

Ruan [25] 在算子空间中引入完全有界框架的概念, 并证明了可分的算子空间存在完全有界框架当且仅

当它有完全有界逼近性质, 当且仅当它能够完全可补嵌入有完全有界基的算子空间. 另外, Han 等 [19]

系统地发展了 Banach 空间扩张理论, 解决了自反空间的框架和原子分解的对偶性问题, 得到算子空

间版本的 Pe lczyński-Casazza-Han-Larson定理. Banach空间非线性理论中著名的 Godefroy-Kalton定

理 [13] 表明 Lipschitz 有界逼近性质与有界逼近性质等价. 由非线性 Banach 扩张技巧, Liu 等 [26] 将

Godefroy-Kalton 等价定理推广到 Banach 空间的算子和框架这一更广的情形. 本文介绍 Banach 空间

扩张理论的主要结果并建立扩张理论与 Banach 空间结构之间的联系, 进而给出算子空间版本的扩张

理论以及具有 Schauder 框架的 Banach 格上算子值测度的扩张理论.

扩张理论 [4, 19,27,28] 是可以将框架视为基的压缩和将算子表示为某种意义下性质更好的算子的复

合来研究空间或者算子的范式. 著名的 Naimark 定理和 Stinespring 扩张定理 [28] 表明, 每一个正则的

正算子值测度都有投影值扩张, 作用在 C∗- 代数上的每一个完全有界线性映射都可以扩张为有界 ∗-

同态, 而广义的 Stinespring 扩张定理则给出了完全有界映射的基础分解定理 [32]. 扩张理论在算子理

论的发展中发挥着根本性的作用, 同时在相关学科中具有广泛应用, 例如, 完全正映射、完全有界映射

以及半群的扩张在算子代数 [28,38] 和量子信息理论 [16] 中有重要应用. 注意到这些扩张结果中的扩张

空间都是 Hilbert 空间, 因此这类扩张也称为 Hilbert 扩张. 近期发展的 Banach 空间上的 Schauder 框

架 (冗余对偶列) 到 Schauder 基 (无条件基) 的扩张, 一般算子值测度的投影值扩张和 Banach 代数上

有界线性算子的同态扩张理论等,分别推广了 Hilbert空间中 Parseval框架 (甚至一般框架)是更大的

Hilbert 空间上标准正交基 (Riesz 基) 的正交压缩、正则的正算子值测度的 Naimark 扩张定理、完全

正映射的 Stinespring扩张定理等. 发展 Banach空间的扩张理论极大地延拓了经典的扩张理论并展示

出与框架理论、算子理论和 Banach 空间几何 [24] 之间的密切联系.

关于算子值测度, 有一类重要的例子是由对偶框架或者无条件 Schauder 框架生成的. 由框架到

基的扩张理论可得到一般算子值测度到投影值测度的扩张理论. Han 等 [19] 系统地建立了算子值测度

的扩张理论, 证明了每一个 Banach 空间算子值测度总可以扩张为投影值测度, 这里的扩张空间一般

是 Banach 空间, 投影是有界幂等的, 但不一定是自伴的, 而扩张的建立依赖于构造 Banach 空间的极

小化扩张技巧, 这些 Banach空间扩张结果为相关领域之间重要问题的转化建立了桥梁. 由此可见,建

立 Banach 空间扩张具有重要意义. 更进一步地, 若存在非完全有界的算子值测度有 Hilbert 空间扩张

范数, 则可推导出算子代数中的 Kadison 相似性问题 [31] 不成立. 考虑到算子值测度与有界线性算子

之间的联系, Han 等 [19] 证明了 Banach 代数上每一个范数连续的线性映射可以扩张为作用在 Banach

空间上的范数连续的同态.

Banach 空间扩张理论的建立依赖于抽象定义的基础扩张空间, 而利用 Banach 空间的有界逼近

性质与 Schauder 框架的等价关系 [8], 我们具象化扩张空间为具有基的 Banach 空间, 从而建立扩张理

论与 Banach 空间几何之间的联系. 算子空间可以看作 Banach 空间的量子化, 而一般的 Banach 空间

上的算子值测度扩张理论同样适用于算子空间上的完全有界算子值测度的扩张. 本文总结 Banach 空

间扩张理论的重要结果, 并在此基础上借助 Schauder 框架将有有界逼近性质的 Banach 空间上的算

子值测度或者算子扩张为具有基的 Banach 空间上的投影值测度. 进而, 我们推广 Banach 空间上算
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子值测度的扩张结果,得到算子空间上完全有界算子值测度的扩张定理,并考虑具有 Schauder框架的

Banach 格上的算子值测度的扩张, 主要关注其基本扩张空间的偏序结构以及扩张中各映射对偏序结

构的保持性质.

2 有界逼近性质与扩张理论

首先介绍 Banach 空间有界逼近性质的概念.

定义 2.1 令 X 为 Banach 空间.

(1) 若存在有限秩映射网 {Tγ} 使得 Tγ(x) → x 对于任意的 x ∈ X 在紧集上一致成立, 则称 X 有

逼近性质;

(2)若存在有限秩映射 Tγ : X → X 使得 ∥Tγ∥ 6 K 对于某常数 K > 0 且 Tγ(x) → x (∀x ∈ X) 成

立, 则称 X 有有界逼近性质.

类似于 Hilbert 空间上的算子值测度, 文献 [19] 给出了 Banach 空间上算子值测度的定义.

定义 2.2 令 X 和 Y 为 Banach 空间, 令 (Ω,Σ) 为测度空间. 若映射 E : Σ → B(X,Y ) 在弱算

子拓扑下是可数可加的, 则称它为 Ω 上的 B(X,Y )- 值测度, 即如果 {Bi} 是 Σ 的元素构成的不交的

可数集合且它们的并集为 B, 则

y∗(E(B)x) =
∑
i

y∗(E(Bi)x), ∀x ∈ X, ∀ y∗ ∈ Y ∗.

当 X = Y 时, B(X,Y ) 简记为 B(X).

(1) 如果对于任意的 B ∈ Σ, E(B) 是 X 上的投影, 则称 (Ω,Σ) 上的 B(X)- 值测度为投影值测度;

(2) 如果对于任意的 B1, B2 ∈ Σ, 都有 E(B1 ∩B2) = E(B1) ·E(B2), 则称 (Ω,Σ) 上的 B(X)- 值测

度为谱的算子值测度.

注 2.1 对于一般的 B(X)- 值测度, 有如下说明:

(1) 在 Banach 空间理论中, Orlicz-Pettis 定理 [11] 表明 Banach 空间中每个弱子序列可和的序列

依范数无条件可和. 因此上述定义等价于 B(X)- 值测度是强可数可加的, 即如果 {Bi} 是 Σ 中一族可

数的互不相交的子集且并集为 B, 则

E(B)x =
∑
i

E(Bi)x, ∀x ∈ X.

(2) 由复测度理论 [35] 可知, B(X)- 值测度 E 总是有界的, 即 supB∈Σ ∥E(B)∥ < ∞.

(3) 谱的算子值测度总是幂等的, 反过来由文献 [19, 引理 2.6] 可知, 幂等的算子值测度也是谱的.

因此有时也会用幂等值测度表示谱的算子值测度. 在 Banach 空间中, 投影值测度表示 (有界) 幂等的,

或者谱的算子值测度, 但不一定是自伴的.

对于一般的算子值测度, Han 等 [19] 建立了如下的 Banach 空间上算子值测度的扩张定理.

定理 2.1 设 E : Σ → B(X,Y ) 是算子值测度, 则存在 Banach 空间 Z、有界线性算子 S : Z →
Y、T : X → Z 和投影值概率测度 F : Σ → B(Z) 使得

F (B) = SE(B)T, ∀B ∈ Σ.
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定理中的四元组 (F,Z, S, T ) 称为 Banach 空间扩张系统. 该定理证明的关键是建立极小化扩张技

巧, 包括引入基础扩张空间

ME = span{EB,x : B ∈ Σ, x ∈ X}, (2.1)

其中对于任意的 A ∈ Σ, 都有 EB,x(A) = E(A ∩B)x. 同时定义线性映射 T、S 和映射 F 如下:

T : X → ME , Tx = EΩ,x,

S : ME → Y, S

(∑
k

ckEBk,xk

)
=

∑
k

ckE(Bk)xk,

F : Σ → L(ME), F (B)

(∑
k

ckEBk,xk

)
=

∑
k

ckEB∩Bk,xk
,

(2.2)

其中, B ∈ Σ, {ck} ⊂ C, {Bk} ⊂ Σ, {xk} ⊂ X. 而上述代数扩张系统为 Banach 扩张建立了代数基础.

在基础扩张空间ME 中引入极小扩张范数 ∥ · ∥α, 定义为对于任意的
∑N

i=1 CiEBi,xi ∈ME , 都有∥∥∥∥ N∑
i=1

CiEBi,xi

∥∥∥∥
α

= sup
B∈Σ

∥∥∥∥ N∑
i=1

CiE(B ∩Bi)xi

∥∥∥∥
Y

. (2.3)

受算子值测度的极小扩张的启发,更一般地, Han等 [19] 也建立了 Banach代数上有界线性映射的

扩张定理.

定理 2.2 (Banach 代数扩张定理) 令 A 为 Banach 代数, 令 ϕ : A → B(X) 为有界线性映射, 则

存在 Banach 空间 Z、有界线性单位同态 π : A → B(Z) 和有界线性映射 T : X → Z, S : Z → X 使得

ϕ(a) = Sπ(a)T, ∀ a ∈ A.

利用算子值测度的扩张理论, Han 等 [19, 20] 在交换定义域情形下, 如纯原子测度和一般测度空间

上的 von Neumann 代数, 给出以下结果.

定理 2.3 令 M 为交换的 von Neumann 代数, X 为 Banach 空间, 令 φ : M → B(X) 为弱 ∗ 连
续 (也等价于超弱 - 弱算子连续) 的有界线性映射. 当 M 是以下任意情形: (1) M 是纯原子的 (或者

等价地, M = ℓ∞); (2) M = L∞(Ω,Σ, µ), 其中 (Ω,Σ, µ) 是有限测度空间, 则存在 Banach 空间 Z、有

界线性算子 S : Z → Y , T : X → Z 和弱 ∗ 连续的单位同态 π : M → B(X) 使得

φ(a) = Sπ(a)T, ∀ a ∈ M.

此外, 如果 M 的前置对偶 M∗ 和 X 是可分的, 则扩张空间 Z 也取为可分空间.

近期, Han等 [17]考虑了定义域是非交换的情形,即作用在 von Neumann代数的投影格的测度—量

子测度, 有以下结果.

定理 2.4 令 M 为没有 I2 型直和的 σ- 有限的 von Neumann 代数, 且 U : P(M) → B(X) 是可

数可加的量子测度, 其中, X 是一个 Banach 空间, P(M) 是 M 中所有投影的集合. 如果 3 个条件之

一成立: (1) X = ℓp (1 < p < 2); (2) X 有 Schur 性质; (3) U 有有界 p- 变差, 则 U 可扩张为可数可加

的投影值测度 V : P(M) → B(Z) 且存在有界线性算子 T : X → Z 和 S : Z → X 使得

U(P ) = SV (P )T, ∀P ∈ P(M),
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算子值测度有自然且重要的一类来自于框架理论. 首先回顾 Hilbert 空间框架的概念 [9].

定义 2.3 若存在正的常数 A 和 B 使得

A∥x∥2 6
∑
n∈Z

|⟨x, xn⟩|2 6 B∥x∥2, ∀x ∈ H,

则称可分 Hilbert空间 H中的序列 {xn}n∈Z 为框架. 如果 A = B = 1,则称 {xn}n∈Z 为 Parseval框架.

Casazza等 [8] 在可分 Banach空间中引入 Schauder框架的概念,它是 Hilbert空间框架和 Banach

空间 Schauder 基的自然推广.

定义 2.4 令 X 为可分 Banach 空间, 如果存在 (xn, fn)n∈N ⊂ X ×X∗ 使得对于任意的 x ∈ X,

都有

x =
∑
n∈N

fn(x)xn

且上述等式依范数收敛, 则称序列 (xn, fn)n∈N 为 X 中的 Schauder 框架. 如果上述等式无条件收敛,

则称 (xn, fn)n∈N 为 X 中的无条件 Schauder 框架, 也称为冗余对偶列.

如前所述, 算子值测度或者 Banach 代数上的线性映射的扩张理论的建立依赖于抽象定义的基础

扩张空间. 结合 Banach 空间有有界逼近性质当且仅当它有 Schauder 框架的等价刻画 [8], 考虑具有有

界逼近性质的 Banach空间和算子的扩张问题,并具象化扩张空间为具有 Schauder基的 Banach空间,

进而阐述扩张理论与 Banach 空间的有界逼近性质之间的联系.

定理 2.5 令 X 为有有界逼近性质的 Banach 空间, 令 E : 2N → B(X) 为 (N, 2N) 上的算子值测

度, 其中 2N 表示自然数集 N 的子集构成的集合, 则存在有 Schauder 基的 Banach 空间 Z、有界线性

映射 S : Z → X, T : X → Z 和投影值测度 F : 2N → B(Z) 使得

E(B) = SF (B)T, ∀B ∈ 2N.

另外, 用 Ai 表示 E({i}), 令 φ 为算子值测度 E 诱导的线性映射, 定义为

φ : ℓ∞(N) → B(X), (ai) 7→
∑WOT

aiAi,

则 φ是良定义的、有界的且超弱 -弱算子连续的线性算子, 因此存在从 ℓ∞(N)到 B(Z)的超弱 -弱算

子连续的同态 π 使得

φ(a) = Sπ(a)T, ∀ a ∈ ℓ∞(N).

证明 如果 X 有有界逼近性质, 则 X 有 Schauder 框架 [8], 设为 (xj , fj). 用 Ai 表示 E({i}), 令

F := {(i, j) | Aixj ̸= 0} ⊂ N×N且按正方形排序,令 FB := F∩ (B×N). 记 c00(F)为 F上只有有限项元
素非零的所有复数序列. 令 {zi,j}(i,j)∈F 为 {E({i})xj}(i,j)∈F 的复制.令 Z 为向量空间 span{zi,j}(i,j)∈F

在范数 ∥∥∥∥ ∑
(i,j)∈F

ai,jzi,j

∥∥∥∥
Z

= sup
B∈N

∥∥∥∥∑
FB

ai,jAixj

∥∥∥∥
X

下的完备化, 其中 {ai,j}(i,j)∈F ∈ c00. 易证 ∥zi,j∥Z = ∥Aixj∥X 且 {zi,j}(i,j)∈F 是 Z 的基.

如果考虑由等式 (2.1) 定义的基础扩张空间 ME = span{EB,x : B ∈ Σ, x ∈ X}, 可将 EB,x 等同

于
∑

(i,j)∈FB
fj(x)Aixj , 则基础扩张空间在极小范数 (2.3) 下的完备化等同于序列空间 Z. 因此, 基础

代数扩张 (2.2) 中的线性映射是良定义的, 相应的映射的延拓 T : X → Z 和 S : Z → X 是有界的且
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∥T∥ 6 ∥E∥, ∥S∥ 6 1, F : 2N → B(Z) 是投影值测度且对于任意的 B ⊂ N, 都有 ∥F (B)∥ 6 1. 此外, 直

接验证可得

E(B) = SF (B)T, ∀B ∈ 2N.

由算子值测度的定义和注 2.1 可知, 对于任意的 x ∈ X, 序列
∑

i Aix 无条件收敛, 则由文献 [11,

定理 1.9]可知映射 (ai) 7→
∑

i(aiAix) 定义了一个有界线性映射. 由一致有界原理可知, 存在正的常数

K 使得

sup
(ai)∈Bℓ∞

∥∥∥∥∑
i∈N

aiAi

∥∥∥∥ 6 K.

ℓ∞(N) 作为 σ- 有限的交换 von Neumann 代数, 投影等同于 N 的子集, 即投影为某个集合 B 上的特

征函数 χB , 由算子值测度的可数可加性可知映射 φ 是可数可加的, 即
∑

i∈N φ(Pi) = φ(
∑

i∈N Pi) (依

弱算子拓扑收敛), 其中 {Pi}i∈N 是一族相互正交的投影. 因此由文献 [37] 可知, φ 是超弱 - 弱算子连

续的有界线性映射.

类似的论证应用于投影值测度 F . 令 π 是 F 诱导的线性映射, 容易验证 π : ℓ∞(N) → B(Z) 是超

弱 - 弱算子连续的同态, 并且对于任意的 a ∈ ℓ∞(N), 都有 φ(a) = Sπ(a)T .

注 2.2 令 E : Σ → B(X) 为算子值概率测度, 如果 E 可扩张为有 Schauder 基的 Banach 空间

Z 上的投影值测度,则 Banach空间 X 一定有有界逼近性质. 取有界线性映射 T : X → Z, S : Z → X,

因为 E 是概率的, 所以 ST = IX . 由此可知 TS(Z) = T (X), TS · TS = TS, 即 TS 是从 Z 到 T (X)的

投影. 因此, X 可以可补嵌入到一个有 Schauder 基的 Banach 空间 Z 中, 所以 X 有有界逼近性质.

定义 2.5 令 K > 0 且 T ∈ B(X). 若存在网 {Sλ}λ∈Γ ⊆ B(X) 且 supλ∈Γ ∥Sλ∥ 6 K 使得对于任

意的 λ ∈ Γ 都有 dim(SλX) < ∞ 且对于任意的 x ∈ X 都有 limn ∥Snx− Tx∥ = 0, 则称有界线性算子

T 有 K- 有界逼近性质. 如果存在 K > 0 使得 T 有 K- 有界逼近性质, 则称 T 有有界逼近性质.

当 X 是可分 Banach空间时,上述定义中的网可以替换为序列 {Sn}n∈N. 对于序列情形,取 S0 = 0,

设 An := Sn − Sn−1, 等价地, 算子 T 有有界逼近性质当且仅当 T 是一列有限秩算子 {An}n∈N 的和的

逐点极限且

sup
m∈N

∥∥∥∥ m∑
n=1

An

∥∥∥∥ 6 K.

特别地, 一个 Banach 空间 X 有有界逼近性质当且仅当恒等算子 IX 有有界逼近性质.

定理 2.6 令 E : 2N → B(X) 为 (N, 2N) 上的算子值测度, 用 Ai 表示 E({i}). 如果 {Ai}i∈N 是一

个有限秩算子序列, 则存在有 Schauder 基的 Banach 空间 Z、有界线性算子 T : X → Z, S : Z → X

和投影值测度 F : 2N → B(Z) 使得

E(B) = SF (B)T, ∀B ∈ 2N.

证明 由算子值测度的注 2.1(1) 和 2.1(2) 知, 对于任意的 B ∈ 2N, E(B) 有有界逼近性质且存在

正的常数 K 使得 ∥E(B)∥ 6 K. 下面证明 E 有具有 Schauder 基的 Banach 空间扩张.

令 En := span{An(X)}, mn := dim(En). 由 Banach空间理论可知,对于每一个 n ∈ N,有限维空间

En 的 Auerbach 基 (g
(j)
n , g

(j)∗
n )mn

j=1
[29] 使得 g

(j)
n ∈ SX (X 的单位球面)、g(j)∗n ∈ SX∗ 且 g

(i)∗
n (g

(j)
n ) = δij .

此外,
mn∑
j=1

g(j)∗n (x)g(j)n = x, ∀x ∈ En.
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对于某个 i =
∑n−1

k=1 m
2
k + rmn + j, 其中 m0 = 0, r = 0, . . . ,mn − 1 且 j = 1, . . . ,mn, 定义

xi := y(j)n , fi :=
y
(j)∗
n ◦An

mn
,

直接计算可得
∑m2

n

i=m2
n−1+1

fi(x)xi = Anx.

令 {zk}k∈N为 {xk}k∈N的复制.记 c00为只有有限项非零的所有标量序列.令Z为空间 span{zk}k∈N

在范数 ∥∥∥∥∑
k∈N

akzk

∥∥∥∥ := sup
n

∥∥∥∥ n∑
k=1

akxk

∥∥∥∥
下的完备化, 其中 {ak}k∈N ∈ c00. 易证 Z 是 Banach 空间且 {zk} 是 Z 的 Schauder 基.

现在定义线性映射 T : X → Z 为

Tx =

∞∑
k=1

fk(x)zk.

令 Cn为 (g
(j)
n , g

(j)∗
n )mn

j=1的基常数. 令Mn ∈ Z且Mn > Cn,则对于任意的 s ∈ Z,都有 s =
∑n−1

k=0 Mkmk

+ rmn + l, 其中 r < mn, l 6 mn. 因此,∥∥∥∥ s∑
i=1

fi(x)xi

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ n−1∑
k=1

m2
n∑

i=m2
n−1+1

fi(x)xi + r

( mn∑
j=1

y
(j)∗
n ◦An(x)y

(j)
n

mn

)
+

l∑
j=1

y
(j)∗
n ◦An(x)y

(j)
n

mn

∥∥∥∥
6

∥∥∥∥ n−1∑
i=0

Akx

∥∥∥∥ +
r

mn
∥Anx∥ +

l

mn
∥Anx∥

6 ∥E({1, . . . , n})x∥ + 2∥E(n)x∥

6 3K∥x∥.

由此可得 T : X → Z 是有界线性映射且 ∥T∥ 6 3K.

定义映射 F : 2N → B(Z) 为

F (B)

(∑
i∈N

aizi

)
=

∑
k∈B

Mkmk∑
i=Mk−1mk−1+1

aizi.

易证 F 是幂等的且对于任意的 B ∈ 2N, 都有 ∥F (B)∥ 6 1. 类似抽象算子值测度的扩张定理 (参见文

献 [19, 定理 2.31]) 的证明, 可得 F 是可数可加的.

定义 S : Z → X 为 S(
∑

i∈N aizi) =
∑

i∈N aixi, 直接验证可得 S 是压缩的. 综上得到对于任意的

B ∈ 2N, 都有 E(B) = SE(B)T .

注 2.3 沿用上述定理 2.6 中的符号, 如果算子值测度 E 是概率的, 对应着恒等算子的有限维展

式 [30], 自然可推导出 X 有有界逼近性质, 而上述定理中的 (xi, fi) 就是 X 的 Schauder 框架, 上述扩

张定理推广了一般 Schauder 框架到基的扩张理论.

3 算子空间上的扩张理论

考虑算子代数中的 Jordan结构. 如果 ◦具有如下性质: 对于任意的 a, b ∈ A,都有 (1) a◦ b = b◦a;

(2) a ◦ (b ◦a2) = (a ◦ b) ◦a2,则称一个 Jordan代数是实代数 (A, ◦). 而一个 JB (Jordan-Banach)代数是
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Jordan 代数 (A, ◦, ∥ · ∥), 其中 ∥ · ∥ 是完备范数且满足对于任意的 a, b ∈ A, 都有 (1) ∥a ◦ b∥ 6 ∥a∥∥b∥;

(2) ∥a2∥ = ∥a∥2; (3) ∥a2∥ 6 ∥a2 + b2∥. 一个重要的 JB 代数的例子就是 C∗- 代数的自伴部分赋予 ◦ 运
算: a ◦ b = 1

2 (ab + ba). 而从一个环 R 到另外一个环 R′ 的映射 φ 满足对于任意的 a, b ∈ R, 都有 (1)

φ(a + b) = φ(a) + φ(b); (2) φ(ab + ba) = φ(a)φ(b) + φ(b)φ(a), 其中 (2) 也等价于 φ(a2) = φ(a)2, 称 φ

是 Jordan 同态.

命题 3.1 令 A为 C∗-代数的自伴部分,即为一个 JB代数,如果 φ为从 A到 B(X)上的实线性

算子,则存在实 Banach空间 Z、有界实线性算子 T : X → Z, S : Z → X 和 Jordan同态 ρ : A → B(Z)

使得

φ(a) = Sρ(a)T, ∀ a ∈ A.

近期发展的算子空间理论 [32, 33] 是 Banach空间理论的自然的量子化,刻画为非交换的 Banach空

间理论. 算子空间可以看作 Hilbert 空间 H 上的有界线性算子空间 B(H) 的闭子空间. 而 Ruan [34] 给

出了算子空间的抽象定义: 由 Banach 空间 X 和矩阵 Mn 张量得到一列矩阵空间 {Mn(X)}n∈N, 对于

任意的正整数 n, 矩阵空间 Mn(X) 赋予范数 ∥ · ∥n 满足下列条件:

(1) ∥( x 0
0 y )∥n+m = max(∥x∥n, ∥y∥m) 对于任意的 x ∈ Mn(E) 和 y ∈ Mm(X) 成立;

(2) ∥axb∥n 6 ∥a∥Mn∥x∥m∥b∥Mn 对于任意的 a, b ∈ Mn 和 x ∈ Mm(X) 成立,

则称 (X, ∥ · ∥n) 为算子空间. 特别地, B(H) 的闭子空间称为关于 ∥ · ∥n = ∥ · ∥Mn(B(H)) 的具体算子

空间.

对于算子空间之间的映射, 通常会考虑完全有界映射. 设 V 和 W 是两个算子空间, 称线性算子

φ : X → Y 是完全有界的, 若 ∥φ∥cb = supn{∥φn∥} < ∞, 其中 φn : (xi,j)n×n 7→ (φ(xi,j))n×n 是 φ 从矩

阵空间 Mn(V ) 到 Mn(W ) 的诱导映射. 由 Banach 空间上的有界算子值测度的极小扩张可得到算子

空间上的完全有界算子值测度的扩张理论.

定理 3.1 令 (Ω,Σ) 为测度空间, V 为算子空间, CB(V ) 为 V 上的完全有界算子空间. 令

E : Σ → CB(V ) 为完全有界的算子值测度, 即对于任意的 B ∈ Σ, 都有 ∥E(B)∥cb 6 K, 则存在算子空

间 W、完全有界线性算子 T : V → W 和 S : W → V 以及投影值测度 F : Σ → CB(W ) 使得

E(B) = SF (B)T, ∀B ∈ Σ.

证明 定义基础扩张空间ME = span{EB,x : B ∈ Σ, x ∈ V }. 定义映射 ∥ · ∥n : Mn(ME) → [0,∞)

如下: 对于任意的 u ∈ Mn(ME), 存在唯一的表示 u = (
∑

k b
i,j
k EBi,j

k ,xi,j
k

)i,j , 其中, {bi,jk } ⊂ C, {Bi,j
k }

⊂ Σ, {xi,j
k } ⊂ X. 对于任意的 n, 定义

∥u∥n =

∥∥∥∥(∑
k

bi,jk EBi,j
k ,xi,j

k

)
i,j

∥∥∥∥ = sup
B∈Σ

∥∥∥∥(∑
k

bi,jk E(B ∩Bi,j
k )xi,j

k

)
i,j

∥∥∥∥
Mn(V )

.

常规计算可知 ∥ · ∥n 是 Mn(ME) 上的范数. 接下来验证 ∥ · ∥n 是算子空间范数, 对于任意的 u =

(
∑

k b
i,j
k EBi,j

k ,xi,j
k

) ∈ Mn(ME) 和 w = (
∑

l c
p,q
l ECp,q

l ,yp,q
l

) ∈ Mm(ME), 都有

∥∥∥∥(u 0

0 w

)∥∥∥∥
n+m

=

∥∥∥∥∥∥
(

∑
k b

i,j
k EBi,j

k ,xi,j
k

) 0

0 (
∑

l c
p,q
l ECp,q

l ,yp,q
l

)

∥∥∥∥∥∥
= sup

B∈Σ

∥∥∥∥∥∥
(

∑
k b

i,j
k E(B ∩Bi,j

k )xi,j
k ) 0

0 (
∑

l c
p,q
l E(B ∩ Cp,q

l )yp,ql )

∥∥∥∥∥∥
Mn(V )
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= sup
B∈Σ

max

{∥∥∥∥(∑
k

bi,jk E(B ∩Bi,j
k )xi,j

k

)∥∥∥∥
Mn(V )

,

∥∥∥∥(∑
l

cp,ql E(B ∩ Cp,q
l )yp,ql

)∥∥∥∥
Mn(V )

}
= max

{
sup
B∈Σ

∥∥∥∥(∑
k

ci,jk E(B ∩Bi,j
k )xi,j

k

)∥∥∥∥
Mn(V )

, sup
B∈Σ

∥∥∥∥(∑
l

cp,ql E(B ∩ Cp,q
l )yp,ql

)∥∥∥∥
Mn(V )

}
= max{∥u∥n, ∥w∥m}.

另外, 对于任意的 a, b ∈ Mn 和 u ∈ Mn(ME), 都有

∥aub∥n =

∥∥∥∥a(∑
k

bi,jk EBi,j
k ,xi,j

k

)
b

∥∥∥∥
n

= sup
B∈Σ

∥∥∥∥a(∑
k

bi,jk E(B ∩Bi,j
k )xi,j

k

)
b

∥∥∥∥
Mn(V )

6 sup
B∈Σ

∥a∥
∥∥∥∥(∑

k

bi,jk E(B ∩Bi,j
k )xi,j

k

)∥∥∥∥
Mn(V )

∥b∥

6 ∥a∥∥u∥n∥b∥.

因此, ∥ · ∥n 给出了ME 上的算子空间矩阵范数, 完备化后记为 W .

定义线性映射 T : V → W 为 T : x → EΩ,x. 对于任意的 v = (xi,j)i,j ∈ Mn(V ), 都有

∥Tn(xi,j)∥ = ∥(Txi,j)∥ = ∥(EΩ,xi,j )∥n

= sup
B∈Σ

∥(E(B ∩ Ω)xi,j)∥

= sup
B∈Σ

∥(E(B)xi,j)∥

= sup
B∈Σ

∥E(B)n(xi,j)∥

6 sup
B∈Σ

∥E(B)n∥Mn(V )→Mn(W )∥(xi,j)∥

6 sup
B∈Σ

∥E(B)∥cb∥(xi,j)∥.

因此, T 是完全有界映射. 定义线性映射 S : ME → V 为

S

(∑
k

bkEBk,xk

)
=

∑
k

bkE(Bk)xk.

直接验证可得对于任意的 u ∈ Mn(ME), 都有 ∥Sn(u)∥Mn(V ) 6 ∥u∥n. 因此 S : ME → V 是完全压缩

的, 由稠密性延拓定理可得 S : W → Z 是良定义的完全有界映射.

定义映射 F : Σ → L(ME) 为

F (B)

(∑
k

bkEBk,xk

)
=

∑
k

bkEB∩Bk,xk
.

现在验证对于任意的 C ∈ Σ, F (C) 是完全有界的. 对于 u ∈ Mn(ME), 有

∥F (C)n(u)∥n =

∥∥∥∥(F (C)

(∑
k

bi,jk EBi,j
k ,xi,j

k

))∥∥∥∥
n

=

∥∥∥∥(∑
k

bi,jk EC∩Bi,j
k ,xi,j

k

)∥∥∥∥
n

= sup
B∈Σ

∥∥∥∥(∑
k

bi,jk E(B ∩ C ∩Bi,j
k )xi,j

k

)∥∥∥∥
n

6 sup
B′∈Σ

∥∥∥∥(∑
k

bi,jk E(B′ ∩Bi,j
k )xi,j

k

)∥∥∥∥
n

= ∥u∥n,
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并且易证对于任意的 n, 都有 F (B)nF (B)n = F (B)n, 由此可得 F : Σ → CB(W ) 是良定义的投影值

测度.

类似于一般算子值测度的扩张的证明, 可得 F : Σ → CB(ME) 是强可数可加的, 并且 F 是一致

有界的. 由稠密延拓可知, F : Σ → CB(W ) 是完全有界算子值测度 E 的投影值扩张. 此外, 直接验证

可得 E(B) = SF (B)T 对于任意的 B ∈ Σ 成立.

注 3.1 与 Banach空间的扩张相比, Junge等 [22] 引入了算子空间的完全有界基. Liu和 Ruan [25]

引入了可分算子空间的完全有界框架, 给出算子空间的完全有界逼近性质新的刻画. 类似于有有界逼

近性质的 Banach空间上的算子值测度和算子的扩张结果 (参见定理 2.5和 2.6),可进一步建立有完全

有界逼近性质的算子空间上和完全有界算子值测度的有完全有界基的算子空间上的投影值测度扩张

理论, 留给感兴趣的读者.

4 Banach 格上的扩张理论

定义 4.1 一个实线性空间 X 上存在偏序关系 “>” 并且满足如下陈述:

(1) 对于任意的 x, y, z ∈ X, 如果 x > y, 则对于任意的 z ∈ X, 都有 x + z > y + z;

(2) 对于任意的 x, y ∈ X, 如果 x > y, 则对于任意的正实数 r, 都有 rx > ry,

则称 (X,>) 为一个偏序向量空间.

设 (X,>) 为一个偏序向量空间, 若 x ∈ X 且满足 x > 0, 则称 x 为正向量. 所有的正向量构成的

集合,记作 X+ = {x ∈ X : x > 0},称为 (X,>)的正锥.一般情形下, X ⊇ X+−X+. 当 X = X+−X+

时,称 X+ 是 X 的生成正锥.注意到 X+ 满足 −X+ ∩X+ = {0}且对 X 上的加法运算和正数乘封闭.

事实上, 向量空间 X 上任何一个满足这 3 个条件的子集 C 都可以定义 X 上的一个偏序关系: 对于

x, y ∈ X, 如果 x − y ∈ C, 则定义 x >C y. 可以验证 >C 为 X 上的一种偏序关系, 并且满足定义 4.1

中的 (1) 和 (2). 因此正锥与偏序向量空间有一一对应的关系.

如果一个偏序向量空间 (X,>) 上的偏序关系满足: 对于任意的两个向量 x, y ∈ X, 子集 {x, y} 的
上确界 (最小上界) 和下确界 (最大下界) 都存在, 则称它为一个向量格. 一般将 {x, y} 的上确界记作
x ∨ y, 下确界记作 x ∧ y. 对于任意的 x ∈ X, 记 x+ = x ∨ 0, x− = (−x) ∨ 0 和 |x| = x ∨ (−x). 容易证

明 x = x+ − x−, |x| = x+ + x− 并且 x+ ∧ x− = 0. 注意到, 由 x = x+ − x− 可知, 向量格的正锥一定是

其生成正锥. 如果 x, y ∈ X 且 |x| ∧ |y| = 0, 则称 x 和 y 是不交的, 记作 x ⊥ y. 因此也称 x = x+ − x−

是 x的不交分解, 可以证明这种不交分解是唯一的, x+ 和 x− 分别称为 x的正部和负部.一般情形下,

向量格 X 中任意两个向量 x 和 y 总是满足三角不等式 ||x| − |y|| 6 |x ± y| 6 |x| + |y|, 当 x ⊥ y 时,

||x| − |y|| = |x− y| = |x + y| = |x| + |y| = |x| ∨ |y|.
一个赋范偏序向量空间 X 为一个具有偏序结构的赋范向量空间并且 X+ 是范数闭的, 如果 X

又是范数完备的, 那么称为偏序 Banach 空间. 如果 X 上的范数满足单调性, 即若 x > y > 0, 则

∥x∥ > ∥y∥, 那么称 ∥ · ∥ 为单调范数. 在赋范向量格中, 我们一般要求其范数是单调的, 从而对于其中

任意的向量 x, 都有 ∥x∥ = ∥|x|∥. 范数完备的向量格称为 Banach 格.

给定两个偏序向量空间 X 和 Y , 若线性算子 T : X → Y 满足 T (X+) ⊆ Y +, 则称 T 为一个正算

子, 记作 T > 0. 如果 T 可以分解为两个正算子的差, 则称 T 为正则算子. 由所有从 X 到 Y 的正则

算子构成的线性空间记作 Lr(X,Y ), Lr(X,Y )+ 则表示其中所有的正算子. 设 X 为一个向量格, 如果

X 上的线性算子 T 满足: 存在常数 λ ∈ R+, 使得对于任意的 x ∈ X, 都有 |Tx| 6 λ|x|, 则称 T 为一个
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中心算子. 容易证明, 任意正的中心算子是一个格同态, 即 T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y) (∀x, y ∈ X). 由 X

上所有中心算子构成的集合记作 Z(X). 一般情形下, Lr(X) 只是一个以 Lr(X,Y )+ 为正锥的偏序向

量空间, 然而 Z(X) 总是一个向量格 (参见文献 [1, 定理 3.30]). 具体而言, 对于任意的 T, S ∈ Z(X),

x ∈ X+, 都有

(T ∨ S)(x) = T (x) ∨ S(x), (T ∧ S)(x) = T (x) ∧ S(x),

对于任意的 y ∈ X,都有 |T |(|y|) = |T (|y|)| = |Ty|. 当 X 是一个 Banach格时, Lr(X) ⊆ B(X), Z(X)关

于算子范数构成一个 Banach格 (参见文献 [1,定理 3.31]). 为了讨论方便,记 Z(X)+ = Z(X)∩Lr(X)+.

在偏序 Banach 空间中, 可以定义相应的正测度. 设 Σ 是非空集合 Ω 上的 σ- 代数, X 为一个偏

序 Banach空间. 若一个向量值测度 (在经典的向量值测度理论中,向量值测度的可数可加性由值域空

间的范数定义) m : Σ → X 满足 m(Σ) ⊆ X+, 则称 m 为正的向量值测度. 由向量值测度的有限可加

性可知, 一个正的向量值测度一定是单调的, 即若 B ⊆ A, 则 m(B) 6 m(A). 再结合 m 的可数可加性

和 Banach 格上范数的单调性 (参见文献 [3, 引理 2.3]) 可知, Σ 中任意单调递增的一列集合 {Bn}∞n=1,

{m(Bn)}∞n=1 在 X 中的上确界总是存在, 并且等于 m(
∪∞

n=1 Bn). 因此经典的向量值测度理论中的正

测度属于文献 [10] 中定义的正测度 (其可数可加性由单调序收敛定义). 将由所有 Σ 上取值在 X 内的

测度构成的集合记作 M(Σ, X), 由所有正测度构成的集合记作 M(Σ, X)+. 容易证明 M(Σ, X) 为一个

偏序向量空间, 其正锥为 M(Σ, X)+.

类似地, 也可以定义正算子值测度. 设 X 为 Banach 格, 若算子值测度 E : Σ → B(X) 满足

E(Σ) ⊆ Lr(X)+,则称它为正的算子值测度.进而,若 E 取值在正的投影算子中,则称它为正的谱测度.

正算子值测度也是正测度, 因此具有单调性, 其可数可加性也可推导出单调收敛性.

接下来, 将集中讨论 Banach 格中正算子值测度的扩张问题.

引理 4.1 令 X 为 Banach 格, E : Σ → Lr(X)+ 为正算子值测度.

(1) 对于任意的 x ∈ X+, B ∈ Σ, 都有 EB,x ∈ M(Σ, X)+.

此外, 当 E 取值在 Z(X)+ 时, 还有如下结论:

(2) 对于任意的 x, y ∈ X, B ∈ Σ, {EB,x, EB,y} 在 M(Σ, X) 中的上下确界存在并且满足

EB,x ∨ EB,y = EB,x∨y, EB,x ∧EB,y = EB,x∧y; (4.1)

(3) 对于任意的 x ∈ X, B ∈ Σ, {EB,x+ , EB,x−} 在 M(Σ, X) 中的下确界存在且为零测度, 上确界

存在并且满足

EB,x+ ∨EB,x− = EB,|x|, (4.2)

因此 |EB,x| 存在且等于 EB,|x|;

(4) 对于任意的 x, y ∈ X, A,B ∈ Σ, 当 x ⊥ y 时, {|EB,x|, |EA,y|} 在 M(Σ, X) 中的下确界存在且

为零测度, 上确界存在并且满足

|EB,x| ∨ |EA,y| = |EB,x| + |EA,y| = |EB,x + EA,y|. (4.3)

证明 由于每一个 E(B) 为 X 上的正算子, 因此对于任意的 A,B ∈ Σ 和 x ∈ X+, 都有 EB,x(A)

= E(A ∩B)x ∈ X+. (1) 得证.

接下来, 证明 (2). 我们只验证 EB,x ∨EB,y = EB,x∨y, 关于下确界的证明类似.
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因为 E 为正测度, 因此 EB,x∨y 是 {EB,x, EB,y} 在 M(Σ, X) 中的上界. 任取它的另一个上界 m,

则在 X 中, 对于任意的 C ∈ Σ, 都有 m(C) > EB,x(C), m(C) > EB,y(C), 所以

m(C) > E(B ∩ C)x ∨ E(B ∩ C)y.

又因为 E(B ∩C) ∈ Z(X)+,所以 E(B ∩C)x∨E(B ∩C)y = E(B ∩C)(x∨ y),因此 m(C) > EB,x∨y(C).

由于上述不等式对于任意的 C ∈ Σ成立,因此 m > EB,x∨y,即 EB,x∨y 是 {EB,x, EB,y}在 M(Σ, X)中

的上确界.

(3) 可由 (2) 直接推导出.

最后, 证明 (4). 显然, 对于任意的 x, y ∈ X, A,B ∈ Σ, 零测度是 {|EB,x|, |EA,y|} 的下界. 我们还

需证明, 当 x ⊥ y 时, 零测度是 {|EB,x|, |EA,y|} 的最大下界. 假设 m ∈ M(Σ, X) 是其另一个下界, 则

对于任意的 C ∈ Σ, 都有

m(C) 6 |EB,x|(C) ∧ |EA,y|(C)

= EB,|x|(C) ∧ EA,|y|(C)

= E(B ∩ C)|x| ∧E(A ∩ C)|y|

6 E(C)|x| ∧ E(C)|y|

= E(C)(|x| ∧ |y|)

= 0.

因此 |EB,x| ∧ |EA,y| = 0. 从而, |EB,x| ∨ |EA,y| = |EB,x| + |EA,y|.
要证明 (4.3), 还需要证明 {EB,x + EA,y,−(EB,x + EA,y)} 在 M(Σ, X) 中有上确界且等于 |EB,x|

+ |EA,y|. 显然 |EB,x|+ |EA,y|为其上界. 任取 ν ∈ M(Σ, X)为另一个上界,则对于任意的 C ∈ Σ,都有

ν(C) > [E(B ∩ C)x + E(A ∩ C)y] ∨ [−E(B ∩ C)x− E(A ∩ C)y],

由于 E(A ∩ C), E(B ∩ C) ∈ Z(X)+, x ⊥ y, 因此上述不等式右边等于

E(B ∩ C)x ∨ E(B ∩ C)(−x) + E(A ∩ C)y ∨E(A ∩ C)(−y) = E(B ∩ C)|x| + E(A ∩ C)|y|.

因此 ν(C) > EB,|x|(C) + EA,|y|(C). 结合 (3) 可知 ν > |EB,x| + |EA,y|.

不难证明, 第 2 节中定义的范数 ∥ · ∥α 在 M(Σ, X) 中是单调的, 结合引理 4.1, 还有以下结论:

引理 4.2 令 X 为 Banach格, E : Σ → Z(X)为正算子值测度,则对于任意的 x, y ∈ X, A,B ∈ Σ,

当 x ⊥ y 时, 都有

∥EB,x + EA,y∥α = ∥|EB,x + EA,y|∥α = ∥EB,|x| + EA,|y|∥α. (4.4)

证明 由 E(Σ) ⊆ Z(X)+ 可知, 对于任意的 C ∈ Σ, 都有

0 6 |EB,x(C)| ∧ |EA,y(C)| = E(B ∩ C)|x| ∧ E(A ∩ C)|y| = 0.

因此 |EB,x(C) + EA,y(C)| = |EB,x(C)| + |EA,y(C)|. 从而,

∥EB,x + EA,y∥α = sup
C∈Σ

∥EB,x(C) + EA,y(C)∥
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= sup
C∈Σ

∥|EB,x(C) + EA,y(C)|∥

= sup
C∈Σ

∥|E(B ∩ C)x| + |E(A ∩ C)y|∥

= sup
C∈Σ

∥E(B ∩ C)|x| + E(A ∩ C)|y|∥

= sup
C∈Σ

∥EB,|x|(C) + EA,|y|(C)∥

= ∥EB,|x| + EA,|y|∥α.

再结合 (4.3), 可以得到 (4.4).

接下来, 将讨论定理 2.5 在 Banach 格中的情形. 如果 (xi, fi)i∈N 本身是 X 的 Schauder 框架且

xi ∈ X+, fi ∈ (X∗)+ (∀ i ∈ N),则称它为偏序 Banach空间 X 上一组正 Schauder框架. 如果 (xi, fi)i∈N

满足对于任意的 i ̸= j, xi 和 xj 不交 (在偏序空间中两个向量 x 和 y 不交当且仅当 |x| 和 |y| 存在,

并且 {|x|, |y|} 的下确界也存在且为 0), 则称它为两两不交的 Schauder框架. 类似地, 还可以定义偏序

Banach 空间上正 Schauder 基和 Banach 格上两两不交的 Schauder 基. 注意到, 利用 Banach 格上任

意向量具有唯一的不交分解, 容易得到 Banach 格 X 上存在一组 Schauder 框架 (基), 当且仅当 X 上

存在一组正 Schauder 框架 (基).

为了证明简洁,引入记号 span+. 设 Y 是偏序空间X 的非空子集, span+{Y }表示由所有 Y 中的向

量的有限正线性组合构成的集合, 即若 y ∈ span+{Y }, 则存在 y1, y2, . . . , yk ∈ Y 和 r1, r2, . . . , rk ∈ R+

使得 y = r1y1 + r2y2 + · · · + rkyk.

定理 4.1 令 X 为一个具有两两不交的正 Schauder框架 (xi, fi)i∈N 的 Banach格, E : Σ → Z(X)

为正算子值测度.则存在偏序 Banach空间 Z 以及 T ∈ B(X,Z)、S ∈ B(Z,X)和谱测度 F : Σ → B(Z)

满足以下性质:

(1) 对于任意的 B ∈ Σ, 都有 E(B) = SF (B)T ;

(2) Z 是由一组两两不交的正向量值测度 {Ei,j}(i,j)∈F 关于范数 ∥ · ∥α 所生成的 Banach 空间, 其

中, Ei,j = E{i},xj
, F = {(i, j) ∈ N× N : E({i})xj ̸= 0};

(3) 记 Z0 = span{Ei,j : (i, j) ∈ F}, Z0 作为 M(Σ, X) 的子空间是一个偏序向量空间, 且 Z0 具有

生成正锥与 span+{Ei,j : (i, j) ∈ F} 重合;

(4) Z 具有生成正锥 Z0
+, 即 Z = Z0

+ − Z0
+;

(5) T > 0, F > 0, S > 0 且 T 保持 X 上的格结构.

证明 结合定理 2.5,我们只需验证定理中与偏序结构有关的结论.为了证明简洁,将 {Ei,j}(i,j)∈F

简记为 {Ei,j}. 由引理 4.1(1) 和 4.1(4) 可知 {Ei,j} ⊆ M(Σ, X)+ 且两两不交. 接下来证明 (3).

显然 Z0 ⊆ M(Σ, X). 因此 Z0 为一个偏序向量空间, 其正锥为 Z+
0 = Z0 ∩ M(Σ, X)+. 因为

{Ei,j} ⊆ M(Σ, X)+, 所以 span+{Ei,j} ⊆ Z+
0 . 为了证明 span+{Ei,j} = Z+

0 , 任取 m ∈ Z+
0 , 不妨设

m =
∑

(i,j)∈I×J αi,jEi,j , 其中 I × J ⊂ F 且 I 和 J 为 N 的有限子集. 由于 m > 0, 所以对于任意的可

测集 B, 都有 m(B) ∈ X+. 令 B 取遍 {i} (i ∈ I), 可知 αi,jE({i})xj ∈ X+. 注意到 E({i})xj ∈ X+, 因

此 αi,j ∈ R+. 所以 m ∈ span+{Ei,j}.

由于 Z+
0 ⊆ Z0, 为了验证 Z+

0 是 Z0 的生成正锥, 我们只需验证对于任意的 m ∈ Z0, m 可分解

成两个 span+{Ei,j} 中的向量. 设 m =
∑

(i,j)∈I×J αi,jEi,j , 其中 I × J ⊂ F 且 I 和 J 为 N 的有限
子集. 由于 m =

∑
(i,j)∈I×J(αi,j ∨ 0)Ei,j −

∑
(i,j)∈I×J(−αi,j ∨ 0)Ei,j , 且

∑
(i,j)∈I×J(αi,j ∨ 0)Ei,j 和∑

(i,j)∈I×J(−αi,j ∨ 0)Ei,j 均为 span+{Ei,j} 中的测度, 因此 m 属于 Z+
0 − Z+

0 .
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接下来, 进一步验证 Z 是一个具有生成正锥的偏序空间, 即 (4).

显然 Z+
0 满足 Z+

0 ∩ (−Z+
0 ) = {0},它对加法和正数乘封闭,因此 Z+

0 构成一个正锥.由 Z+
0 ⊆ Z 可

知 Z+
0 − Z+

0 ⊆ Z. 下面还需证明反向的包含关系. 取 m ∈ Z, 设 {mn}∞n=1 ⊆ Z0 使得 ∥mn −m∥α → 0.

由引理 4.1(4) 可知, 对于每一个 mn, |mn| 存在且属于 Z+
0 , 我们将证明 {|mn|}∞n=1 关于 ∥ · ∥α 构

成一个 Cauchy 列. 对于任意的 n, k ∈ N, 不妨设 mn =
∑

(i,j)∈Fn
αi,jEi,j , mk =

∑
(s,t)∈Fk

βs,tEs,t, 其

中 Fn 和 FK 为 F 中的有限集合. 由引理 4.1(3) 和 4.1(4) 可知,

|mn| =
∑

(i,j)∈Fn

|αi,j |Ei,j , |mk| =
∑

(s,t)∈Fk

|βs,t|Es,t.

再结合 E(Σ) ⊆ Z(X)+ 以及 {xj} 两两不交, 可得

∥|mn| − |mk|∥α = sup
B∈Σ

∥∥∥∥ ∑
(i,j)∈Fn

|αi,j |Ei,j(B) −
∑

(s,t)∈Fk

|βs,t|Es,t(B)

∥∥∥∥
= sup

B∈Σ

∥∥∥∥ ∑
(i,j)∈Fn

|αi,j |E({i} ∩B)xj −
∑

(s,t)∈Fk

|βs,t|E({s} ∩B)xt

∥∥∥∥
= sup

B∈Σ

∥∥∥∥∣∣∣∣ ∑
(i,j)∈Fn

αi,jE({i} ∩B)xj

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ∑
(s,t)∈Fk

βs,tE({s} ∩B)xt

∣∣∣∣∥∥∥∥
6 sup

B∈Σ

∥∥∥∥∣∣∣∣ ∑
(i,j)∈Fn

αi,jE({i} ∩B)xj −
∑

(s,t)∈Fk

βs,tE({s} ∩B)xt

∣∣∣∣∥∥∥∥
= ∥mn −mk∥α.

由 {mn}∞n=1 收敛可知 {|mn|}∞n=1 是 Z+
0 中的 Cauchy列. 因此存在 µ ∈ Z+

0 使得 ∥µ−|mn|∥α → 0.

注意到 {|mn|−mn} ⊆ Z+
0 ,且收敛到 µ−m,因此 µ−m ∈ Z+

0 . 而 m = µ− (µ−m),所以 m ∈ Z+
0 −Z+

0 .

由 (3) 和 (4) 可知, T 和 S 的正性可直接由其线性和正锥对加法封闭得到. 关于 T 保持格结构的

性质可由引理 4.1(2) 得到. 对于任意的 B ∈ Σ 和 Ei,j , F (B)Ei,j = EB∩{i},xj
属于 Z+

0 . 结合 Z+
0 是一

个正锥可知 F 为正测度.

注 4.1 一般情形下, 定理 4.1 中的 Z 不是一个 Banach 格, 原因在于 E(A) ∨E(B) 不一定在 E

的像中,从而导致 {EA,x, EB,x}在 M(Σ, X)中不一定存在上下确界,即使存在也不一定属于 Z0. 因此

也不能直接称 T 为格同态.

推论 4.1 在定理 4.1 的条件下, 令 ϕ : l∞ → B(X) 和 π : l∞ → B(Z) 分别为由 E 和 F 生成的

线性算子, 则 ϕ 和 π 均为正算子.

证明 由 E 和 F 为正测度容易知道 ϕ : c00 → B(X) 和 π : c00 → B(Z) 均为正.

由于 X∗ 区分 X 上的点, X+ 关于弱拓扑封闭, 所以 ϕ : l∞ → B(X) 为正算子. 同理可证

π > 0.

致谢 对审稿人以及同行专家表达衷心的感谢.
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Approximation property and operator dilation theory of Banach
spaces and lattices
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Abstract In this paper, we introduce the main results of Banach space dilation theory. Based on this, and using
the equivalent relation between the bounded approximation property of Banach spaces and Schauder frames, we
study the dilation of operator-valued measures and finite rank operators on Banach spaces with the bounded
approximation property. We also obtain the dilation result of the completely bounded operator-valued measures
on operator spaces. Finally, we also consider the dilation of operator-valued measures on Banach lattices with
Schauder frames. We mainly focus on the partial order structure of the elementary dilation spaces and the
preserved properties of the maps in the dilation to the partial order structure.
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