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摘要 通过捕获所谓的严格临界点, 本文提出了一个计算实多项式函数的全局下确界和全局最小值

的有效方法. 对于实数域 R上一个 n元多项式 f ,该方法可用来判定 f 在 Rn 上是否具有有限的全局

下确界. 在 f 具有有限的全局下确界的情况下, f 的下确界可严格地表示为码 (h; a, b), 其中 h 是一个

实单元多项式, a和 b是使得 a < b的两个有理数, 而 (h; a, b)代表 h(z)在开区间 ]a, b[中仅有的实根.

此外, 当 f 具有有限下确界时, 本文的方法可进一步判定 f 的下确界能否达到. 在我们的算法设计中,

著名的吴方法起着重要作用.
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1 引言

多项式的全局极小化问题可描述如下: 对于一个非零的实多元多项式 f ∈ R[x1, . . . , xn], 计算 f

的全局下确界 inf f(Rn), 且在 inf f(Rn) ̸= −∞ 时, 判定 f 的全局下确界能否达到, 即判定 f 是否

具有全局最小值. 这样一个问题已在许多文献中被研究, 例如文献 [1–6]. 在文献 [1] 中, 考察了目标

多项式函数的一阶偏导数, 并且采用了 Gröbner 基运算. 当所有一阶偏导数具有无限多个公共零点

时, 目标多项式函数的临界点不能简单和清晰地给出. 文献 [2] 对目标多项式函数附加了一些有关条

件, 以致在应用上不具有普遍性. 文献 [3] 的作者通过半正定规划方法研究了一类多项式的全局极小

化问题. 然而, 半正定规划方法对于其他多项式, 比如 Motzkin 多项式 x41x
2
2 + x21x

4
2 + x63 − 3x21x

2
2x

2
3,

不能产生所期望的结果. 在文献 [4] 中, 对于给定的多项式 f ∈ R[x1, . . . , xn], 引进了一个辅助多项式
fλ := f(x1, . . . , xn) + λ(x2m1 + · · ·+ x2mn ), 其中 λ 是一个任意正数, 2m 是一个大于 f 的全次数的固定

偶数. 与原多项式 f 相比较, fλ 在问题处理上具有如下两个优势: 其一, fλ 总具有全局最小值; 其二,

fλ 的所有一阶偏导数 ∂fλ/∂xi (i = 1, . . . , n) 组成一个零维系统, 且它们对于任意全次数的项序构成

一个简化 Gröbner 基. 作为文献 [4] 中一个重要结果, 当 λ 趋向 0 时, inf f(Rn) 正是 f(xλ) 的极限, 这

里 xλ 为 fλ 的任意一个最小值点. 根据这一结果,文献 [4]得到了一个基于解矩阵特征问题的算法. 通

过该算法, 在确有的情况下能获得 f 的最小值, 且在 f 没有全局最小值的情况下可计算出 inf f(Rn).

然而, 一个判定多项式是否有最小值的直接方法在文献 [4] 中未给出. 此外, 当算法所产生的矩阵特征
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值不能写成清晰可比的数据时, 难以通过相互比较鉴别出欲求的下确界. 在文献 [5] 中, 通过梯度理想

上平方和松弛 (sum of squares (SOS) relaxation), 提出了一个求多项式的全局最小值的算法. 然而, 文

献 [5] 中主要算法 (Algorithm 1) 立足于这一前提: 输入的多项式被假定能达到下确界, 且该算法计算

出的最小值往往是近似的. 在文献 [6] 中, 通过把原先的优化问题化为半正定规划问题, 作者在 f 有

下界的情况下考虑了计算 f 的全局下确界的问题. 由于文献 [6] 中算法是数值的, 所计算出的下确界

(或最小值) 也大多是近似的.

在本文中, 我们将提出一个有效地计算实多项式函数的全局下确界和全局最小值的新方法. 对于

实数域 R上一个 n元多项式 f , 本文中的方法可用来判定 f 在 Rn 上是否具有有限的 (全局)下确界.

在 f 具有有限下确界的情况下, f 在 Rn 上的下确界可严格地表示为码 (h; a, b), 其中 h 是一个在端

点为有理数的开区间 ]a, b[中恰有一个根的实单元多项式,而 (h; a, b)正代表 h(z)在 ]a, b[中仅有的实

根. 此外, 当 f 在 Rn 上具有有限下确界时, 可进一步判定 f 在 Rn 上的下确界能否达到, 即判定 f 是

否具有全局最小值.

在我们的算法设计中, 著名的吴方法起着重要作用. 吴方法是立足于所谓的零点分解定理 (见文

献 [7]中定理 5.1). 设 g 是 F [Y ]中一个非常量多项式, 其中 F 是一个域,且 Y := {y1, . . . , ym}是一个
变量集. 变量 yj (1 6 j 6 m) 被称作 g 关于通常字典序 y1 ≺ · · · ≺ ym 的首变量, 若 g ∈ F [y1, . . . , yj ],

但 g /∈ F [y1, . . . , yj−1]. 在下文中, g 的首变量将记作 lv(g), 且 g 作为 F [y1, . . . , yj−1] 上含单变量 yj 的

多项式的首项系数被称作 g 的初式. 由 F [Y ]中非常量多项式 g1, . . . , gs 组成的一个序列 C 被称作一

个 (关于通常字典序的) 升链, 若 lv(g1) ≺ · · · ≺ lv(gs). 此时, 由 g1, . . . , gs 的初式所组成的集合称作

C 的初式集.

再设 P 和 Q 是 F [Y ] 的两个有限子集, 且 K 是 F 的任意一个扩张. 此时, 我们可得到 Kn 的如

下子集:

ZeroK(P/Q) = {ᾱ ∈ K̄n | 对于全部 p ∈ P, p(ᾱ) = 0, 但对于全部 q ∈ Q, q(ᾱ) ̸= 0}.

特别地, 当 Q = {1} 时, 我们将使用 ZeroK(P ) 来取代 ZeroK(P/{1}).
为方便起见, 现将零点分解定理引述如下:

零点分解定理 设 F 是一个可计算域, 且 P 是 K[Y ] 的一个有限子集, 则存在一个有效算法, 可

构造出一组升链 C1, . . . , Cr, 使得对于 F 的任意扩张 K, 下面等式成立:

ZeroK(P ) =
∪

16j6r

ZeroK(Cj/Ij),

其中 Ij 是 Cj 的初式集, j = 1, . . . , r.

上面定理中所说的有效算法即为熟知的吴方法. 应指出, 吴方法已编制成一个名为wsolve的计算

机通用软件, 可用于有理系数多项式来生成升链.

由 [7] 中定义 3.12 知, 一个字典序可诱导出由 F [Y ] 中多项式所组成的全部升列之间的一个偏序

≻, 使得对于两个升列 C1 = {f1, . . . , fr} 和 C2 = {g1, . . . , gs}, C1 ≻ C2, 如果满足下面两个条件之一:

(1) 存在一个自然数 t, 使得 t 6 min{r, s}, fj 和 gj 同序, 1 6 j < t, 但 gt 的序低于 ft.

(2) r < s, 且 fj 和 gj 同序, 1 6 j < r.

正如 [7] 中定理 3.3 所指出, 偏序 ≻ 是良型的 (well-founded), 即根本不存在由升列构成的如下无

限序列: C1 ≻ C2 ≻ · · · ≻ Cj ≻ · · · .
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在全文中, 除实数域 R 和有理域 Q 外, 所涉及的域 F 也都被假定是特征为零的域. 对于域 F 上

多项式环 F [Y ], 除非特别指明, 有关变量的字典序总默认为通常字典序 y1 ≺ · · · ≺ ym.

本文的剩余部分安排如下. 第 2 节包含一些预备工作. 在这一节中, 我们将实数域 R 扩充为一个
包含无限大正元素 η 的实闭域 R, 并获得了一些涉及域 R(η) 上单元多项式的有用算法. 在第 3 节中,

我们针对半代数子集引进了 “严格临界点” 这一概念, 并提出了一个捕获某类半代数子集的严格临界

点的算法. 在第 4 节中, 对于实数域 R 上一个 n 元多项式 f , 我们研究了 f 在仿射空间 Rn 中闭立方

体 [−η, η]n 上的最小值,由此在理论上建立了一些反映该最小值与 f 的全局下确界之间紧密关系的结

论, 其中包括一个有关多元多项式 f 具有全局最小值的充分必要条件. 在此基础上, 我们提出了一个

算法, 该算法既可计算 f 的全局下确界, 又可判定 f 的全局下确界能否达到, 这里 f 是实数域 R上任
意一个多元多项式. 最后一节给出了几个实例, 用来表明我们的算法的有效性.

2 预备工作

在建立主要算法前, 我们需要一些预备工作. 在此, 先需要将实数域 R 扩充为一个包含无限大元
素 η 的序域.

设 η 是实数域 R上一个未定元, R[η]为实数域 R上含未定元 η 的单元多项式环,且 R(η)为实数
域 R 上含未定元 η 的有理函数域, 则 R(η) = { g(η)

h(η) | g, h ∈ R[η], 且h(η) ̸= 0}. 由序域理论 (参见文献

[8]或 [9]),实数域 R的序 6可惟一地拓展为 R(η)的一个序,仍记作 6,使得对于非零元 g
h ∈ R(η),其

中 g, h ∈ R[η] \ {0}, g
h < 0, 当且仅当 R[η] 中单元多项式 gh 的首项系数为负.

显然, 对于非零多项式 g ∈ R[η], g < 0 当且仅当 g 的首项系数为负. 从而 −η < 0 且 a− η < 0, 其

中 a 为任意实数. 由此有 0 < η 且 a < η, 其中 a 为任意实数. 换言之, η 是实数域 R 上无限大的正元
素.

记 R 为序域 (R(η),6) 的实闭包, 且 R 的惟一序仍记作 6. 自然有 R ⊂ R. R 中一个元素 α 称

作是实数域 R 上有界元素, 若对于某个正数 d, −d < α < d. R 中一个元素 ϵ 称作是实数域 R 上无限
小元素, 若对于任意正数 δ, −δ < ϵ < δ. 现在, 我们构造 R 的如下两个子集:

A := {z ∈ R | 对于某个正数 d ∈ R,−d 6 z 6 d},

M := {z ∈ R | 对于每个正数 d ∈ R,−δ 6 z 6 δ}.

因而, A 由 R 中所有在 R 上有界的元素组成, 而 M 由 R 中所有在 R 上无限小的元素组成. 容易验

证, A 是 R 的一个子环, M 是 A 的一个理想, 且 A 和 M 在 R 中关于序 6 都是凸的. 根据序 6 的
结构, 显然 R ⊂ A ⊂ R, 且 η−1 ∈M . 在下文中, R \A 中的元素都称作在 R 上的无界元素.

对于 α ∈ R, 构造 R 的如下子集:

Ωα := {r ∈ R | α 6 r}.

当 Ωα ̸= ∅ 时, 其中 α ∈ R, 记 π(α) 为 Ωα 的下确界 inf(Ωα). 此时, π(α) ∈ R ∪ {−∞}, 且 π(α) ∈ R 当
且仅当 α ∈ A. 当 Ωα = ∅ 时, 我们规定 π(α) := ∞. 这样, 我们得到一个 R 到 R ∪ {∞, −∞} 的映射
π, 使得对于每个 α ∈ R, π(α) 恰是 α 的象.

容易验证, 映射 π 满足下面命题中全部条件, 该命题的证明留给读者.

命题 2.1 设记号同上, 则下面条件都成立:
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(1) 限制映射 π |A 是环 A 到环 R 的一个 R- 同态, 使得 M 恰为 π |A 的核.

(2) 对于 ξ ∈ R \A, π(ξ) = ∞ 若 ξ > 0; 否则, π(ξ) = −∞.

(3) 对于 α, β ∈ R, 由 α 6 β 可推出 π(α) 6 π(β), 这里约定: 对于任意实数 r, −∞ < r <∞.

定义 1 对于 α ∈ R, π(α) 称作 α 的标准化.

由命题 2.1 中条件 (1) 知, π(g(η−1)) = g(0), 其中 g ∈ R[z]. 特别地, π(η−1) = 0. 此外, 对于任意

α ∈ A, α− π(α) ∈M .

在下文中, 我们将采用如下常用符号: 对于 a, b ∈ R, 其中 a < b, ]a, b[ (或 [a, b]) 表示 R 中左右端
点分别为 a 和 b 的开 (或闭) 区间 {r ∈ R | a < r < b} (或 {r ∈ R | a 6 r 6 b}), 但 ]α, β[R (或 [α, β]R)

表示 R 中左右端点分别为 α 和 β 的开 (或闭) 区间 {γ ∈ R | α < γ < β} (或 {γ ∈ R | α 6 γ 6 β}),
其中 a, b ∈ R 且 a < b. 当然, (有限的或无限的) 半开 (或闭) 区间可类似地表示.

对于 R 上一个变量 y, R[η][y] 中元素既可看作 R[y] 上含 η 的单元多项式, 又可看作 R[η] 上含 y

的单元多项式. 对于非零 Φ(y) ∈ R[η][y], 用 lcoeff(Φ, η) 和 deg(Φ; η) 表示 Φ(y) 作为 R[y] 上含 η 的单

元多项式的首项系数和次数. 同样, 用 lcoeff(Φ, y) 和 deg(Φ; y) 表示 Φ(y) 作为 R[η] 上含 y 的单元多

项式的首项系数和次数. 显然, lcoeff(Φ(y), η) ∈ R[y], 但 lcoeff(Φ(y), y) ∈ R[η].
为了精确地表示实多项式函数的全局下确界和全局最小值,我们将采用下面定义所描述的区间表

示法 (Interval representation). 对于实代数数的区间表示, 有关详情可见于 [10] 中 §8.5.
定义 2 设 h(y) 是 R[y] 中一个非零多项式, 且 ]a, b[ 是 R 中一个开区间. 若 h(a) 和 h(b) 都不

为零, 且 h(y) 在 ]a, b[ 中恰有一个根, 则 h(y) 在 ]a, b[ 中仅有的实根记作: (h(z); a, b). 形如 (h(z); a, b)

的实数被称为区间表示的实数. 此时进一步称, (h(z); a, b) 是一个 F 上区间表示的实代数数, 若 F 是

R 的一个使得 h(z) ∈ F [z] 且 a,b ∈ F 的子域.

Sturm 定理以及广义的 Sturm-Tarski 定理是实域论和实代数几何中两个重要的算法定理. 对于

Sturm 定理以及广义的 Sturm-Tarski 定理的具体内容, 可见于文献 [10]. 借助于 Sturm 定理以及广义

的 Sturm-Tarski 定理, 容易得到下面算法, 该算法可用来比较两个区间表示的实数的大小.

算法 2.2 (判定两个区间表示的实数的大小)

结构: R 的一个可计算的序子域 F , 使得单元多项式的实根隔离法可执行.

输入: 非零多项式 g(y) 和 h(y) ∈ F [y] 以及 R 中两个开区间 ]a, b[和 ]c, d[, 使得 g(y) 和 h(y) 分

别在 ]a, b[ 和 ]c, d[内恰有一个根.

输出: {(g(y); a, b) < (h(y); c, d), (g(y); a, b) = (h(y); c, d), (g(y); a, b) > (h(y); c, d)} 中惟一能够
成立的关系式.

计算过程:

步骤 1 通过实根隔离法, 计算出 g(y)h(y) 的一组隔离区间: ]c1, d1[, . . . , ]cm, dm[.

步骤 2 在开区间序列 ]c1, d1[, . . . , ]cm, dm[ 中抽取出全部开区间 ]ck, dk[, . . . , ]cr, dr[, 其中 1 6
k < r 6 m, 使得 ]ci, di[∩ ]a, b[ ̸= ∅, i = k, . . . , r. 对于 i 从 k 到 r, 由 Sturm 定理检测 g(y) 在 ]c′i, d

′
i[内

是否有根, 其中 c′i := max{a, ci}, 且 d′i := min{b, di}. 若对于某个 ng ∈ {k, . . . , r}, g(y) 在 ]c′ng
, d′ng

[ 内

有根, 则做下一步.

步骤 3 在开区间序列 ]c1, d1[, . . . , ]cm, dm[ 中抽取出全部开区间 ]cℓ, dℓ[, . . . , ]cs, ds[, 其中 1 6
ℓ < s 6 m, 使得 ]cj , dj [∩ ]c, d[ ̸= ∅, j = ℓ, . . . , s. 对于 j 从 ℓ 到 s, 由 Sturm 定理检测 h(y) 在 ]c′′j , d

′′
j [

内是否有根, 其中 c′′j := max{c, cj}, 且 d′′j := min{d, dj}. 若对于某个 nh ∈ {ℓ, . . . , s}, h(y) 在 ]c′′nh
, d′′nh

[

内有根, 则做下一步.

步骤 4 根据 ng < nh, 或 ng = nh, 或 ng > nh, 相应地输出如下结果:
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(g(y); a, b) < (h(y); c, d), 或 (g(y); a, b) = (h(y); c, d), 或 (g(y); a, b) > (h(y); c, d).

证明 设 ng < nh, 且设 α 和 β 分别是 g(y) 在 ]c′ng
, d′ng

[ 内和 h(y) 在 ]c′′nh
, d′′nh

[ 内的根. 注意到,

]c′ng
, d′ng

[ = ]cng , dng [∩ ]a, b[ 且 ]c′′nh
, d′′nh

[ = ]cng , dng [∩ ]c, d[. 从而 α 和 β 是 g(y)h(y) 分别在 ]cng , dng [

和 ]cnh
, dnh

[ 内的根. 由于 ng < nh, 从而

α = (gh(y); cng , dng ) < (gh(y); cnh
, dnh

) = β.

注意到 α 也是 g(y)在 ]a, b[内的根.由于 (g(y); a, b)是 g(y)在 ]a, b[内的惟一根,从而 α = (g(y); a, b).

同样, β = (h(y); c, d). 因而, (g(y); a, b) < (h(y); c, d).

同理, (g(y); a, b) = (h(y); c, d) (或 (g(y); a, b) > (h(y); c, d)), 只要 ng = nh (或 ng > nh). 证毕. �
在下面, 对于一个有限集合 S, 将用记号 #S 表示 S 中元素的个数.

算法 2.3 (计算 #{α ∈ R | u(α) = 0, 和 a < Ψ(α) < b}, 其中 u(y) ∈ R(η)[y] 且
Ψ(y) ∈ R(η)(y))
结构: R 的一个可计算的序子域 F .

输入: 非零多项式 u(y), v(y) 和 w(y) ∈ F (η)[y] 以及 a 和 b ∈ F , 使得 a < b, u(y) 和 w(y) 在

R 中没有公共根, 且 u(y) 和 (v(y)− aw(y))(v(y)− bw(y)) 在 R 中没有公共根.

输出: #{α ∈ R | u(α) = 0,且a < v(α)
w(α) < b}.

计算过程:

步骤 1 记 u′(y) 为 u(y) 的导数, 且计算 u(y) 和 (v(y) − aw(y))(v(y) − bw(y))u′(y) 的 (标准)

Sturm 序列如下:

g1, g2, . . . , gm,

其中 gi ∈ F (η)[y] 是非零多项式, i = 1, . . . , m.

步骤 2 抽取 gi 的首项系数 ai, i = 1, . . . , m.

步骤 3 分别计算表 ⟨(−1)deg(gi)ai | i=1, . . . ,m⟩和 ⟨ai | i=1, . . . ,m⟩中的符号变化数 W1 和 W2.

步骤 4 由 Sturm 定理, 计算 u(y) 在 R 中的所有相异根的个数 W . 由此输出如下结果:

#

{
α ∈ R | u(α) = 0, 且 a <

v(α)

w(α)
< b

}
=

1

2
(W −W1 +W2).

证明 令 T1 := {α ∈ R | u(α) = 0,且 (v(α) − aw(α))(v(α) − bw(α)) > 0}, 且 T2 := {α ∈ R |
u(α) = 0,且 (v(α) − aw(α))(v(α) − bw(α)) < 0}. 设 B 是 R 中一个充分大的正元素, 使得 u(y) 在

R 中的全部根都在开区间 ] − B,B[ 内. 由广义的 Sturm-Tarski 定理 (见 [10] 中定理 8.4.3), 我们有

#T1 −#T2 = V1 − V2, 其中 V1 和 V2 分别是表 ⟨gi(−B) | i = 1, . . . ,m⟩ 和 ⟨gi(B) | i = 1, . . . ,m⟩ 中的符
号变化数. 由于 B 可取充分大,从而 gi(−B)和 (−1)deg(gi)ai (gi(B)和 ai)具有相同符号, i = 1, . . . ,m.

这意味着 V1 =W1 且 V2 =W2. 因而 #T1 −#T2 =W1 −W2.

另一方面, 由于 u(y) 和 (v(y)− aw(y))(v(y)− bw(y)) 在 R 中没有公共根, 从而 #T1 +#T2 =W .

于是 #T2 = 1
2 (W −W1 +W2).

注意到, u(y) 和 w(y) 在 R 中没有公共根. 从而有

{α ∈ R | u(α) = 0,且 (v(α)− aw(α))(v(α)− bw(α)) < 0}

=

{
α ∈ R | u(α) = 0,且

(
v(α)

w(α)
− a

)(
v(α)

w(α)
− b

)
< 0

}
=

{
α ∈ R | u(α) = 0,且 a <

v(α)

w(α)
< b

}
.
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至此, 算法 2.3 的正确性得证. �
类似地, 我们可证明下面算法的正确性.

算法 2.4 (计算 #{α ∈ R | u(α) = 0,和 − ∞ < Ψ(α) < a}, 其中 u(y) ∈ R(η)[y] 且
Ψ(y) ∈ R(η)(y))
结构: R 的一个可计算的序子域 F .

输入: 非零多项式 u(y), v(y) 和 w(y) ∈ F (η)[y] 以及 a ∈ F , 使得 u(y) 和 w(y) 在 R 中没有公
共根, 且 u(y) 和 v(y)− aw(y) 在 R 中没有公共根.

输出: #{α ∈ R | u(α) = 0,且−∞ < v(α)
w(α) < a} 和 #{α ∈ R | u(α) = 0,且 a < v(α)

w(α) <∞}.
计算过程:

步骤 1 记 u′(y) 为 u(y) 的导数, 且计算 u(y) 和 (v(y) − aw(y))w(y)u′(y) 的 (标准)Sturm 序列

如下:

g1, g2, . . . , gm,

其中 gi ∈ F (η)[y] 是非零多项式, i = 1, . . . ,m.

步骤 2 抽取 gi 的首项系数 ai, i = 1, . . . ,m.

步骤 3 分别计算表 ⟨(−1)deg(gi)ai | i=1, . . . ,m⟩和 ⟨ai | i=1, . . . ,m⟩中的符号变化数 W1 和 W2.

步骤 4 由 Sturm 定理, 计算 u(y) 在 R 中的所有相异实根的个数 W . 由此输出如下结果:

#

{
α ∈ R | u(α) = 0,且−∞ <

v(α)

w(α)
< a

}
=

1

2
(W −W1 +W2),

#

{
α ∈ R | u(α) = 0,且 a <

v(α)

w(α)
<∞

}
=

1

2
(W +W1 −W2).

为方便叙述后面的算法, 我们需要下面的定义.

定义 3 设 F 是 R 的一个子域, F (η)[y] 是域 F (η) 上含单变量 y 的多项式环, 且 F (η)(y) 为

F (η)[y] 的分式域. F (η)[y]× F (η)(y)n 中一个 n+ 1 元序组 (u(y), ϕ1(y), . . . , ϕn(y)) 称作一个有理单元

表示 (简记: RUR), 若 u(y) 在 R 中至少有一个根, 且 u(y) 和 ϕj(y) 的分母互素 (即对于 u(y) 在域

F (η) 的任意扩张中每个根 α, 有理式 ϕj(y) 的分母在 y = α 时不为零, j = 1, . . . , n).

对于一个多项式 g ∈ F (η)[x1, . . . , xn] 以及 F (η)[y] × F (η)(y)n 中一个 RUR ξ := (u(y), ϕ1(y), . . . ,

ϕn(y)), 记 (g : ξ) 为 R 的如下子集:

{g(ϕ1(α), . . . , ϕn(α)) | α 是 u(y) 在 R 中一个根}.

子集 (g : ξ) 中最小元素, 记作 min(g : ξ), 将其称作 g 关于 ξ 的最小值, 且它的标准化 π(min(g : ξ)) 称

作 g 关于 ξ 的标准化最小值.

基于以上算法 2.3 和 2.4, 我们可以给出下面的算法.

算法 2.5 (计算域 R(η) 上多项式关于 RUR 的标准化最小值)

结构: R 的一个可计算的序子域 F , 使得单元多项式的实根隔离法被容许执行.

输入: 一个多项式 g ∈ F (η)[x1, . . . , xn] 以及 F (η)[y]× F (η)(y)n 中一个 RUR ξ := (u(y), ϕ1(y),

. . . , ϕn(y)).

输出: 一个元素 λ ∈ {−∞,∞, (h(z); c, d)}, 其中 h(z) 是一个 F 上含未定元 z 的非零多项式,

]c, d[⊂ R 是一个有限开区间, 且 h(z) 在 ]c, d[ 中恰有一个根, 使得

• λ 是 g 关于 ξ 的标准化最小值.
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计算过程:

步骤 1 将 g(ϕ1(y), . . . , ϕn(y))表为这样的形式: v(y)
w(y) ,其中 v(y), w(y) ∈ R(η)[y],且 u(y)和 w(y)

互素.

步骤 2 对于新变量 z, 计算多项式 u(y) 和 v(y)− zw(y)关于未定元 y 的结式, 并将该结式表示

为 H(η,z)
G(η) , 其中 H(η, z) ∈ R[η][z], 且 G(η) ∈ R[η].
步骤 3 抽取 H(η, z) 作为 R[z] 上含 η 的单元多项式的首项系数 h(z).

步骤 4 通过实根隔离法, 计算出 h(z) 的一组隔离区间: ]c1, d1[, . . . , ]cm, dm[.

步骤 5 记 c0 = −∞, 且 d0 = c1. 对于 i 从 0 到 m, 由算法 2.3 或 2.4 计算非负整数 Ni, 这里

Ni := #{α ∈ R | u(α) = 0,且ci <
v(α)
w(α) < di}. 若对于某个 k ∈ {0, 1, . . . ,m+ 1}, Nk > 0, 则结束计算.

根据情况 k = 0, 或 1 6 k 6 m, 或所有 Ni = 0 (i = 0, 1, . . . , m), 相应地输出如下结果:

λ = −∞, 或 λ = (h(z); ck, dk), 或 λ = ∞.

证明 由定义 3 可保证 g(ϕ1(y), . . . , ϕn(y)) 能表为如步骤 1 中所示的形式 v(y)
w(y) , 因为 u(y) 和

ϕj(y), j = 1, . . . ,n, 的分母是互素的. 令 µ := min(g : ξ), 则 µ 在 { v(α)
w(α) | α 是 u(y) 在 R 中的一个

根}中是最小的. 从而存在 u(y) 在 R 中的一个根 α, 使得 µ = v(α)
w(α) .

由于 u(y) 和 w(y) 互素, 从而易知, u(y) 和 v(y) − zw(y) 作为 R(η)[z] 上含 y 的多项式没有非常

量的公因式. 从而结式 H(η,z)
G(η) 不为零. 注意到, u(y) 和 v(y)− µw(y) 有公共根 α. 因而 H(η,µ)

G(η) = 0, 即

H(η, µ) = 0. 将 H(η, z) 表为如下形式:

H(η, z) := h(z)ηd + h1(z)η
d−1 + · · ·+ hd(z),

其中 h(z), h1(z), . . . , hd(z) ∈ F [z], 且 h(z) 为 H(η, z) 作为 R[z] 上含 η 的单元多项式的首项系数.

由等式 H(η, µ) = 0 有

h(µ) + h1(µ)η
−1 + · · ·+ hd(µ)η

−d = η−dH(η, µ) = 0.

现针对 µ, 分如下三种情形进行讨论:

情形 1 π(µ) = −∞, 即 µ ∈ R \ A 且 µ < 0. 此时, c0 < µ < d0, 即 c0 <
v(α)
w(α) < d0. 从而由计算

步骤 5 知, N0 > 1.

情形 2 π(µ) = ∞, 即 µ ∈ R \ A 且 µ > 0. 此时, 假设存在某个 ℓ ∈ {0, . . . ,m} 使得 Nℓ ̸= 0, 则

有 u(y) 在 R 中的一个根 α′, 使得 cℓ <
v(α′)
w(α′) < dℓ. 由于 µ 在 { v(α)

w(α) | α 是 u(y) 在 R 中的一个根}中
是最小的, 从而 µ 6 v(α′)

w(α′) < dℓ 6 dm, 矛盾. 因而 Ni = 0, i = 0, . . . , m.

情形 3 π(µ) ∈ R, 即 µ ∈ A. 此时, 根据命题 2.1, 由上面的等式有

h(π(µ)) = h(π(µ)) + h1(π(µ))π(η
−1) + · · ·+ hd(π(µ))π(η

−1)d

= π(h(µ) + h1(µ)η
−1 + · · ·+ hd(µ)η

−d) = π(0) = 0.

这表明, π(µ) 是多项式 h(z) 在 R 中的一个实根. 由步骤 4 知, ]c1, d1[, . . . , ]cm, dm[ 是 h(z) 的一组隔

离区间. 从而有某个 k ∈ {1, . . . ,m}, 使得 ck < π(µ) < dk, 即 π(ck) < π(µ) < π(dk). 根据命题 2.1 中

条件 (3), ck < µ < dk, 即 ck <
v(α)
w(α) < dk. 因而, Nk > 1.

假若对于某个 ℓ ∈ {0, . . . , k − 1}, Nℓ ̸= 0, 则 u(y) 在 R 中有一个根 α′, 使得 cℓ <
v(α′)
w(α′) < dℓ. 由

于 µ 在 { v(α)
w(α) | α 是 u(y) 在 R 中的一个根}中是最小的, 从而 µ 6 v(α′)

w(α′) < dℓ 6 cℓ+1 6 ck, 矛盾. 因而

Ni = 0, i = 0, . . . , k − 1.
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此外, 显然 π(µ) = (h(z); ck, dk). 至此, 算法的正确性得证. �
算法 2.6 (判定一个实数是否为已知多项式关于一个 RUR 的值)

结构: R 的一个可计算的序子域 F .

输入: 一个多项式 f ∈ F [x1, . . . , xn], F (η)[y] × F (η)(y)n 中一个 RUR ξ := (u(y), ϕ1(y), . . . ,

ϕn(y)) 以及一个 F 上区间表示的实代数数 (h(z); a, b).

输出: 词 “TRUE” 或 “FALSE”, 使得

• 若 (h(z); a, b) ∈ (f : ξ), 则输出 “TRUE”; 否则输出 “FALSE”.

计算过程:

步骤 1 计算有理式 f(ϕ1(y), . . . , ϕn(y)), 并将其表示为
v(y)
w(y) , 其中 v(y), w(y) ∈ R(η)[y], 且 u(y)

和 w(y) 互素. 再将有理式 h
(

v(y)
w(y)

)
表示为 G(y)

w(y)s , 其中 G(y) ∈ R(η)[y], 且 s 是多项式 h(z) 的次数.

步骤 2 计算多项式 u(y) 和 G(y) 的最大公因式 u1(y), 并分别计算 v(y) 和 w(y) 除以 u1(y) 的

余式 v1(y) 和 w1(y).

步骤 3 由算法 2.3, 计算非负整数 N , 这里 N := #{α ∈ R | u1(α) = 0,且a < v1(α)
w1(α)

< b}. 若
N > 0, 则输出 “TRUE”; 否则, 输出 “FALSE”.

证明 由定义 3 可保证 f(ϕ1(y), . . . , ϕn(y)) 能表为所希望的形式
v(y)
w(y) . 由步骤 2 易见, u1(y) 和

w1(y) 互素.

假设 u1(y) 和 (v1(y) − aw1(y))(v1(y) − bw1(y)) 在 R 中有一个公共根 α, 则 u1(α) = 0. 从而

G(α) = 0, 但 w1(α) ̸= 0. 于是 h(a) 或 h(b) = h( v1(α)
w1(α)

) = h( v(α)
w(α) ) =

G(α)
w(α)s = 0, 矛盾. 因而, u1(y) 和

(v1(y)− aw1(y))(v1(y)− bw1(y)) 在 R 中没有公共根. 根据算法 2.3, 步骤 3 中的计算是可行的.

现设 (h(z); a, b) ∈ (f : ξ). 由 (f : ξ) 的定义知, (f : ξ) = {f(ϕ1(α), . . . , ϕn(α)) | α 是 u(y) 在 R 中
一个根}. 从而 (h(z); a, b) ∈ { v(α)

w(α) | α是 u(y)在 R中一个根},即存在 u(y)在 R中的一个根 α1,使得

(h(z); a, b) = v(α1)
w(α1)

. 由于 (h(z); a, b) 是 h(z) 的一个根, 从而 h( v(α1)
w(α1)

) = 0, 即 G(α1) = 0. 由于 u1(y)

是多项式 u(y) 和 G(y) 的最大公因式, 从而 u1(α1) = 0. 于是, 由步骤 2 易知, v(α1)
w(α1)

= v1(α1)
w1(α1)

. 从而
v1(α1)
w1(α1)

= (h(z); a, b). 这表明, v1(α1)
w1(α1)

∈ {α ∈ R | u1(α) = 0,且a < v1(α)
w1(α)

< b}. 因而, N > 0.

反过来, 设 N > 0, 则存在 u1(y) 在 R 中的一个根 α′, 使得 a < v1(α
′)

w1(α′) < b. 由步骤 2 知, α′ 是

u(y) 和 G(y) 在R 中的一个公共根, 且 v(α′)
w(α′) = v1(α

′)
w1(α′) . 由此有, a < v(α′)

w(α′) < b, 且 w(α′) ̸= 0. 于是, 我

们有 h( v(α′)
w(α′) ) =

G(α′)
w(α′)s = 0. 此时必有 v(α′)

w(α′) ∈ R. 由于 (h(z); a, b) 是 h(z) 在 ]a, b[ 内的惟一根, 从而

(h(z); a, b) = v(α′)
w(α′) ∈ { v(α)

w(α) | α 是 u(y) 在 R 中一个根}, 即 (h(z); a, b) ∈ (f : ξ). 算法的正确性得证. �

3 严格临界点及其捕获

在本节中, 我们将针对半代数子集引进所谓的严格临界点的定义. 基于吴方法, 我们提出一个捕

获某类半代数子集中严格临界点的有效算法, 该类半代数子集与所讨论的问题密切相关. 本节中的算

法是下节中主要算法的核心.

不失一般性, 设 (F,6) 是一个实闭包为 R 的可计算序域, 且 F [Y ] := F [y1, . . . , ym] 是 F 上 m 元

多项式环.

设 S 是 Rm 的一个半代数子集. 对于 b1, . . . , br ∈ R, 其中 0 6 r < m, 可构造 R 的如下子集:

S(b1,...,br) := {a ∈ R |有ar+2, . . . , am ∈ R, 使得(b1, . . . , br, a, ar+2, . . . , am) ∈ S}.
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注意: 当 r = 0 时, S() := {a ∈ R |有a2, . . . , am ∈ R, 使得(a, a2, . . . , am) ∈ S}, 且 S() ̸= ∅ 只要 S ̸= ∅.
由文献 [11]中命题 2.1.7知, S(b1,...,br) 是由 R中有限个不相交的 (开,闭或半开半闭)区间以及有

限个孤立点所组成的半代数子集, 只要 S(b1,...,br) ̸= ∅. 对于 S(b1,...,br) 中孤立点 a, {a} 可看作左右端
点相同的闭区间 [a, a]. 这样, 当 S(b1,...,br) ̸= ∅ 时, S(b1,...,br) 是由 R 中有限多个不相交的 (开, 闭或半

开半闭) 区间所组成的. 此外, 我们可以认定, S(b1,...,br) 中任意两个区间不具有相同端点, 它既是其中

一个区间的开端点, 同时又是另一区间的闭端点. 在下文中, 这些区间的端点都称作 S(b1,...,br) 的 (区

间) 端点. S(b1,...,br) 中一个区间端点称作有限端点, 如果它是 R 中元素. 当 S(b1,...,br) ̸= ∅ 时, S(b1,...,br)

的每个闭端点都是有限的, 且 S(b1,...,br) 至少具有一个有限端点, 又 S(b1,...,br) ̸= R.

定义 4 设记号同上. S 中一个点 (a1, . . . , am) 称作一个严格临界点, 若对于每个 r ∈ {0, . . . ,
m− 1}, ar+1 是 S(b1,...,br) 中某个区间的闭端点.

作为一个简单但有用的事实, 我们指出: 若 (a1, . . . , am) 是 S 中一个严格临界点, 且 T 是 S 的一

个半代数子集, 则 (a1, . . . , am) 也是 T 中一个严格临界点, 只要 (a1, . . . , am) ∈ T .

根据文献 [11] 中定义 2.7.1, Rm 中一个子集 S 称作一个基本的开半代数子集, 若 S 可表示如下:

S := {(α1, . . . , αm) ∈ Rm | pj(α1, . . . , αm) > 0, j = 1, . . . , r},

其中 pj(y1, . . . , ym) ∈ F [y1, . . . , ym], j = 1, . . . , r.

在下面, 我们将借助于吴方法, 给出一个捕获 Rm 中半代数子集 ZeroR(P )∩ S 中严格临界点的有
效方法, 其中 P 是 F [Y ] 的一个有限子集, 且 S 是 Rm 中一个基本的开半代数子集. 为此目的, 我们

需要建立几个相关的引理.

引理 1 设 P 和 Q 是 F [Y ] 的两个有限子集, C1, . . . , Cr 是按吴方法由 P 所获得的一组升列,

且 S 是 Rm 中一个半代数子集. 若 (a1, . . . , am) 是 ZeroR(P/Q) ∩ S 中一个严格临界点, 则对于某个

C ∈ {C1, . . . , Cr}, (a1, . . . , am) 是 ZeroR(C/Q ∪ IC) ∩ S 中一个严格临界点, 这里 IC 是 C 的初式集.

证明 由零点分解定理可知, 如下等式成立:

ZeroR(P/Q) =
∪

16j6r

ZeroR(Cj/Q ∪ Ij).

这里 Ij 是 Cj 的初式集, j = 1, . . . , r. 从而有

ZeroR(P/Q) ∩ S =
∪

16j6r

ZeroR(Cj/Q ∪ Ij) ∩ S.

根据前面指出的事实, 引理 1 中的结论显然成立. 证毕. �
记号 1 设 f ∈ F [y1, . . . , ym], 且 U 是 {y1, . . . , ym} 的一个非空子集.

• diff(f, yi) 表示 f 关于变量 yi 的偏导数, i = 1, . . . , m.

• Diff(f, U) 表示集合 {diff(f, y) | y ∈ U, 且diff(f, y) ̸= 0}.
根据文献 [7] 中定义 3.20, 一个由 F [Y ] 中非常量多项式组成的升链 ⟨g1, . . . , gs⟩ 称作完全的 (或

不完全的), 若 s = m (或 s < m).

设 C = ⟨g1, . . . , gs⟩ 是 F [Y ] 中一个 (关于通常字典序的) 不完全升链, 使得每个变量 yi 在

⟨g1, . . . , gs⟩中真正出现, i = 1, . . . ,m,则 {y1, . . . , ym}\{lv(g1), . . . , lv(gs)} ̸= ∅. 从而,在集 {y1, . . . , ym}\
{lv(g1), . . . , lv(gs)} 中有一个最低的变量 yλ, 1 6 λ < m. 此时必有

lv(gi) = yi, i = 1, . . . , λ− 1,且 yλ ≺ lv(fλ) ≺ · · · ≺ lv(gs).
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据此, 对于 i = λ, . . . , s, 按如下方式规定变量子集 Ui:

• 若 deg(gi, lv(gi)) = 1, 则 Ui := ∅;
• 若 deg(gλ, lv(gλ)) > 1, 则 Uλ := {y ∈ {y1, . . . , ym} | yλ ≺ y ≼ lv(gλ)};
• 若 deg(gi, lv(gi)) > 1 且 λ < i 6 s, 则 Ui := {y ∈ {y1, . . . , ym} | lv(gi−1) ≺ y ≼ lv(gi)}.
定义 5 设记号同上. 不完全升链 ⟨g1, . . . , gs⟩ 称作是可简化的, 若满足下面条件:

(1) 对于每个 i ∈ {1, . . . ,m}, 变量 yi 在 ⟨g1, . . . , gs⟩ 中真正出现.

(2)
∪s

i=λ Ui ̸= ∅.
否则, 升链 ⟨g1, . . . , gs⟩ 称作是不可简化的.

引理 2 设 C = {g1, . . . , gs}是 F [Y ]中一个可简化的不完全升列,且相应的记号同上. 若 Uk ̸= ∅,
其中 λ 6 k 6 s, 且 C1, . . . , Cr 是按照吴方法由 C ∪ Diff(fk, Uk) 所获得的一组升列, 则对于每个

i ∈ {1, . . . , r}, C ≻ Ci.

证明 由 Uk 的规定知, deg(gk, lv(gk)) > 1, 且 lv(gk) ∈ Uk. 令 g = diff(gk, lv(gk)), 则 g ∈
Diff(gk, Uk), 且 lv(g) = lv(gk). 根据零点分解定理的构造性证明 (参见 [7] 中定理 5.1 的证明所涉及的

有关算法), 这些升列 C1, . . . , Cr 的形成开始于 C ∪Diff(gk, Uk) 的某个基本集 B; 从而 B ≽ Ci, i = 1,

. . . , r.

注意到, lv(g) = lv(gk) 且 deg(g, lv(g)) < deg(gk, lv(gk)). 从而, {g1, . . . , gk−1, g} 是包含在 C ∪
Diff(gk, Uk) 中的一个升列, 且 C ≻ {g1, . . . , gk−1, g}. 由于 B 是包含在 C ∪ Diff(gk, Uk) 中具有最低序

的一个升列, 从而有 C ≻ {g1, . . . , gk−1, g} ≽ B ≽ Ci, i = 1, . . . , r. 证毕. �
引理 3 设 C = {g1, . . . , gs}是 F [Y ]中一个可简化的不完全升列, I 为 C 的初式集, H 是 F [Y ]的

一个包含 I 的有限子集,且 S是 Rm中一个基本的开半代数子集. 若采用上面与 C相关的记号,且 Uk1 ,

. . . , Ukt 是变量子集序列 Uλ, . . . , Us中全部非空集,其中 λ 6 k1 < · · · < kt 6 s,则对于 ZeroR(C/H)∩S
中任意一个严格临界点 ᾱ, 存在一个 ℓ ∈ {1, . . . , t}, 使得 ᾱ 是 ZeroR(C ∪Diff(fkℓ

, Ukℓ
)/H) ∩ S 中一个

严格临界点.

证明 根据有关基本的开半代数子集的定义, 记

S := {(α1, . . . , αm) ∈ Rm | pj(α1, . . . , αm) > 0, j = 1, . . . , r},

其中 pj(y1, . . . , ym) ∈ F [y1, . . . , ym], j = 1, . . . , r.

设 ᾱ := (α1, . . . , αm) 是 ZeroR(C/H) ∩ S 中任意一个严格临界点. 显然, gi(ᾱ) = 0, i = 1, . . . , s,

pj(ᾱ) > 0, j = 1, . . . , r, 但 h(ᾱ) ̸= 0, ∀h ∈ H. 由定义 4 后面的事实可知, 只需证明下面的关系式:

ᾱ ∈
∪

16i6t

ZeroR(C ∪Diff(fki , Uki)/H) ∩ S.

假设上面的关系式不成立, 则 ᾱ /∈
∪

16i6t ZeroR(Diff(fki , Uki)). 此时, 我们有如下

断言 有变量 yτ1 , . . . , yτs−λ+1
, 使得

(1) yλ ≺ yτ1 ≼ lv(gλ) ≺ yτ2 ≼ lv(gλ+1) ≺ · · · ≼ lv(gs−1) ≺ yτs−λ+1
≼ lv(gs).

(2) diff(gλ−1+i, yτi)(α) ̸= 0, i = 1, . . . , s− λ+ 1.

事实上, 由条件知, Uλ = ∅, 或 Uλ ∈ {Uk1 , . . . , Ukt}. 若 Uλ = ∅, 则由上面规定知, deg(gλ, lv(gλ))

= 1, 即 diff(gλ, lv(gλ)) ∈ I. 从而 diff(gλ, lv(gλ))(ᾱ) ̸= 0. 此时, 取 yτ1 := lv(gλ) 即可. 若 Uλ ∈ {Uk1 , . . . ,

Ukt}, 则由假设知, ᾱ /∈ ZeroR(Diff(fλ, Uλ)). 从而, Uλ 中至少有一个变量 yτ1 , 使得 diff(gλ, yτ1)(α) ̸= 0.

此时, 显然 yλ ≺ yτ1 ≼ lv(gλ). 如此进行下去, 我们可得到满足要求的变量 yτ2 , . . . , yτs−λ+1
.
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考虑矩阵 A := (diff(gλ−1+i, yτj )(ᾱ))(s−λ+1)×(s−λ+1). 此时可知, 矩阵 A 是一个主对角线元素取自

于 {diff(gλ−1+i, yτi)(ᾱ) | i = 1, . . . , s− λ+ 1} 的下三角矩阵. 因而, A 是一个可逆矩阵.

将变量 y1, . . . , ym 重新排列: y1, . . . , yλ−1, yτ1 , . . . , yτm−λ+1
, 其中 τ1, . . . , τm−λ+1 是 λ, . . . , m的

一个排列. 易见, λ ∈ {τs−λ+2, . . . , τm−λ+1}. 不妨设 λ = τm−λ+1.

由适合实闭域的隐函数定理 (见 [11] 中推论 2.9.8) 可知, 存在点 (ατs−λ+2
, . . . , ατm−λ+1

) 在 Rm−s

中的一个开邻域 D,点 (ατ1 , . . . , ατs−λ+1
)在 Rs−λ+1 中的一个开邻域 V 以及 D 到 V 中一个连续映射

ψ, 使得对于每个 (βτ1 , . . . , βτ−λ+1) ∈ V ×D,

gi(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) = 0, i = λ, . . . , s, 当且仅当 (βτ1 , . . . , βτs−λ+1
) = ψ(βτs−λ+2

, . . . , βτm−λ+1
).

从而, (ατ1 , . . . , ατs−λ+1
) = ψ(ατs−λ+2

, . . . , ατm−λ+1
).

由多项式函数的连续性可知,存在 (ατ1 , . . . , ατs−λ+1
)在 Rs−λ+1中的一个开邻域∆1以及 (ατs−λ+2

,

. . . , ατm−j+1) 在 Rm−s 中的一个开邻域 ∆2, 使得 pj(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) > 0, j = 1, . . . , r, 且对

于每个 h ∈ H, h(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) ̸= 0, 只要 (βτ1 , . . . , βτm−λ+1
) ∈ ∆1 ×∆2.

注意到, (ατ1 , . . . , ατs−λ+1
) = ψ(ατs−λ+2

, . . . , ατm−λ+1
) ∈ ∆1∩ V . 由 ψ 的连续性知,有 (ατs−λ+2

, . . . ,

ατm−λ+1
) 在 Rm−s 中的一个开邻域 W , 使得 W ⊆ D 且 ψ(W ) ⊆ ∆1 ∩ V .

由于 W ∩∆2 也是 (ατs−λ+2
, . . . , ατm−λ+1

) 的一个开邻域, 从而有 R 中一个正元素 δ, 使得

{(ατs−λ+2
, . . . , ατm−λ

)}× ]ατm−λ+1
− δ, ατm−λ+1

+ δ[⊆ D ∩W ∩∆2.

对于任意 β ∈]ατm−λ+1
−δ, ατm−λ+1

+δ[,我们有 (ατs−λ+2
, . . . , ατm−λ

, β) ∈ D∩W∩∆2. 从而 ψ(ατs−λ+2
, . . . ,

ατm−λ
, β) ∈ ∆1 ∩ V .

令 (βτ1 , . . . , βτs−λ+1
) := ψ(ατs−λ+2

, . . . , ατm−λ
, β), 且记 (βτs−j+2 , . . . , βτm−j , βτm−j+1) := (ατs−λ+2

,

. . . , ατm−λ
, β). 此时易见, gi(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) = 0, i = λ, . . . , s. 此外, 由于 (α1, . . . , αλ−1, βλ,

. . . , βm) ∈ ∆1 × ∆2, 从而 pj(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) > 0, j = 1, . . . , r, 且对于所有 h ∈ H,

h(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) ̸= 0. 注意到, 对于 i = 1, . . . , λ− 1, gi ∈ F [y1, . . . , yi]. 从而有

gi(α1, . . . , αλ−1, βλ, . . . , βm) = gi(a1, . . . , ai) = 0, i = 1, . . . , λ− 1.

由此有, β = βλ ∈ (ZeroR(C/H) ∩ S)(a1,...,aλ−1). 由 β 的任意性, 我们有

]αλ − δ, αλ + δ[ = ]ατm−λ+1
− δ, ατm−λ+1

+ δ[⊆ (ZeroR(C/H) ∩ S)(a1,...,aλ−1).

然而,由于 (α1, . . . , αm)是 ZeroR(C/H)∩S 中一个严格临界点,从而 αλ是 (ZeroR(C/H)∩S)(a1,...,aλ−1)

的一个闭端点, 矛盾! 因而, ᾱ ∈
∪

16i6t ZeroR(C ∪Diff(fki , Uki)/H) ∩ S. 证毕. �
为后面的叙述方便起见, 我们给出下面的

定义 6 仍设 C 是如引理 3 中所说的一个可简化的不完全升列, 且相关的记号亦同引理 3. 下

面的运算将称作 C 的一个简化过程:

• 对于每个 i ∈ {1, . . . , t}, 按照吴方法由 C ∪Diff(fki , Uki) 获取一组升列 Ci = {Ci1, . . . , Ciri}.
• 删除

∪
16i6t Ci 中全部不可简化的不完全升列, 并保留剩余部分 C′.

由可简化的不完全升列和完全升列构成的剩余部分 C′ 将被称作 C 的一个简化结果. 此外, 对于

每个 C ′ ∈ C′, 将用记号 C → C ′ 表示 C 和 C ′ 之间的简化关系.

由引理 2 知, C ≻ C ′, 只要 C → C ′.
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引理 4 设 C 是 F [Y ] 中一个可简化的不完全升列, C′ 为 C 的一个简化结果, H 是 F [Y ] 中一

个包含 C 的初式集的有限子集, 且 S 是 Rm 中一个基本的开半代数子集, 则对于 ZeroR(C/H) ∩ S 中
任意一个严格临界点 ᾱ, 存在一个 C ′ ∈ C′, 使得 ᾱ 是 ZeroR(C

′/H ∪ IC′) ∩ S 中一个严格临界点, 其中

IC′ 是 C ′ 的初式集.

证明 用 C 表示集合
∪

16i6t Ci, 其中 Ci (i = 1, . . . , t)是按照定义 6所得的升列集合. 于是, C′ 是

由 C 中全部可简化的不完全升列和完全升列构成的子集.

设 ᾱ := (α1, . . . , αm) 是 ZeroR(C/H) ∩ S 中任意一个严格临界点. 由引理 1 和 3 易知, 存在一

个 C ′ ∈ C, 使得 ᾱ 是 ZeroR(C
′/H ∪ IC′) ∩ S 中一个严格临界点, 其中 IC′ 是 C ′ 的初式集. 只需证明

C ′ ∈ C′.

假设 C ′ /∈ C′, 则 C ′ 是一个不可简化的不完全升列. 为节省符号, 仍记 C ′ := {g1, . . . , gs}, 且采用
定义 5 之前的符号 Uλ, . . . , Us. 根据定义 5, 有下面两种可能情形:

情形 1 对于某个 d ∈ {1, . . . ,m}, 变量 yd 不真正出现在 ⟨g1, . . . , gs⟩. 此时易见, (ZeroR(C
′/H ∪

IC′) ∩ S)(α1,...,αd−1) 是 R 的一个开区间; 这与前面结论矛盾: ᾱ 是 ZeroR(C
′/H ∪ IC′) ∩ S 中一个严格

临界点.

情形 2
∪s

i=λ Ui = ∅. 此时, 由变量子集 Ui 的规定知,

deg(gi, lv(gi)) = 1, 即 diff(gi, lv(gi)) ∈ IC′ , 其中 i = λ, . . . , s.

从而 diff(gi, lv(gi))(ᾱ) ̸= 0, i = λ, . . . , s. 此时, 矩阵 (diff(gλ+i−1, lv(gλ+j−1))(ᾱ))(s−λ+1)×(s−λ+1) 是一

个主对角线元素取自于 {diff(gi, lv(gi))(ᾱ) | i = λ, . . . , s} 的下三角矩阵. 因而, 该矩阵是一个可逆矩

阵.

类似于引理 3 的证明, 通过适合实闭域的隐函数定理可推出, ᾱ 不是 ZeroR(C
′/H ∪ IC′) ∩ S 中一

个严格临界点, 矛盾!

综合上面两种情形可知, C ′ ∈ C′. 证毕. �
现在, 我们可以给出下面的算法.

算法 3.1 (捕获严格临界点)

结构: 一个实闭包为 R 的可计算序域 (F,6).

输入: m 元多项式环 F [y1, . . . , ym] 的一个有限子集 P .

输出: 由环 F [y1, . . . , ym] 中完全升列组成的一个集合 C, 使得
• 对于 Rm 中任意基本的开半代数子集 S, ZeroR(P ) ∩ S 中每个严格临界点都属于∪

C∈C ZeroR(C/IC), 其中 IC 为 C 中升列 C 的初式集.

计算过程: 对于 k = 1, 2, . . ., 按如下方式递归地计算集合 Ck 和 Dk:

(1) (第一步) 按照吴方法由 P 可获得一组升列, 删除其中的不可简化的不完全升列, 并将所剩的

升列分为两部分: C1 和 D2, 其中 C1 为完全升列组成的集合, 而 D1 为可简化的不完全升列组成的集

合.

(2) 假定在第 k 步后已经获得两组升列 Ck 和 Dk. 若 Dk = ∅, 则计算终止, 且输出

(C = Ck).

否则, 对于每个可简化的不完全升列 D ∈ Dk, 计算 D 的一个简化结果 CD. 将
∪

D∈Dk
CD 中的所有完

全升列添加于 Ck, 由此获得集合 Ck+1; 而
∪

D∈Dk
CD 中所有可简化的不完全升列组成集合 Dk+1.

证明 为证明算法的正确性, 只需证明如下两点叙述:
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(1) 上面的计算过程不是无休止的.

(2)若上面的计算在第 s步后终止,则对于 Rm 中任意基本的开半代数子集 S, ZeroR(P )∩S 中每
个严格临界点都属于

∪
C∈Cs

ZeroR(C/IC), 其中 IC 为 Cs 中升列 C 的初式集.

首先, 假设上面的计算过程是无休止的. 此时, 我们将获得由升列所组成的如下序列:

D1 → D2 → · · · → Dk → · · · ,

其中 Dk ∈ Dk, k = 1, 2, . . .

由引理 2, 我们将获得这样的无限序列: D1 ≻ C2 ≻ · · · ≻ Dk ≻ · · · ; 这是不可能的, 因为 ≻ 是良
型的. 因此, 上面的计算过程将在有限步后终止, 即叙述 (1) 成立.

为证明叙述 (2), 设 ᾱ 是 ZeroR(P ) ∩ S 中任意一个严格临界点. 下面对 k 施用归纳法, 证明如下

断言 对于 k = 1, 2, . . ., 存在一个 C ∈ Ck ∪Dk 以及 F [Y ] 的一个有限子集 Hk, 使得 Hk 包含 C

的初式集, 且 ᾱ 是 ZeroR(C/Hk) ∩ S 中一个严格临界点, 这里约定: Ck = Cs 且 Dk = ∅, 只要 k > s.

记 C1, . . . , Cr 是在第一步中由有限子集 P 所获得的一组升列. 由引理 1 知, 对于某个 C ∈
{C1, . . . , Cr}, ᾱ 是 ZeroR(C/H1) ∩ S 中一个严格临界点, 这里 H1 是 C 的初式集.

假设 C /∈ C1 ∪ D1. 由第一步中所执行的运算知, C 是一个不可简化的不完全升列. 此时, 仿照引

理 4的后半部分证明可推出, ᾱ将不是 ZeroR(C/H1)∩S 中一个严格临界点, 矛盾! 因而, C ∈ C1 ∪D1.

这表明, 上面断言在 k = 1 时成立.

假定上面断言在 k = d 时成立, 则 ᾱ 是 ZeroR(C/Hd) ∩ S 中一个严格临界点, 其中 C ∈ Cd ∪ Dd,

且 Hd 是 F [Y ] 的一个包含 C 的初式集的有限子集.

若 C ∈ Cd, 则 C ∈ Cd ⊆ Cd+1 ⊆ Cd+1 ∪ Dd+1. 此时, 上面断言在 k = d+ 1 时成立.

若 C ∈ Dd, 则 C 是一个可简化的不完全升列. 记 C′ 是 C 的一个简化结果. 由引理 4 知, 存在

一个 C ′ ∈ C′, 使得 ᾱ 是 ZeroR(C
′/Hd ∪ IC′) ∩ S 中一个严格临界点, 其中 IC′ 是 C ′ 的初式集. 令

Hd+1 := Hd ∪ IC′ , 则 ᾱ 是 ZeroR(C
′/Hd+1) ∩ S 中一个严格临界点. 由上面的简化过程知, C ′ ∈ C′ ⊆

Cd+1 ∪ Dd+1. 此时, 上面断言在 k = d+ 1 时也成立.

由归纳法原理, 上面断言获证.

现设上面的计算在第 s 步后终止, 则 Ds = ∅, 即 Cs ∪ Ds = Cs. 根据上面断言, 存在一个 C1 ∈ Cs
以及 F [Y ] 的一个包含 C1 的初式集的有限子集 Hs, 使得 ᾱ 是 ZeroR(C1/Hs) ∩ S 中一个严格临界点.

注意到, Hs 包含 C 的初式集 IC1 . 从而

ᾱ ∈ ZeroR(C1/Hs) ∩ S ⊆ ZeroR(C1/IC1) ⊆
∪

C∈Cs

ZeroR(C/IC),

其中 IC 为 Cs 中升列 C 的初式集. 这表明, 叙述 (2) 也成立. 证毕. �

4 计算全局下确界和全局最小值

在本节中,我们将藉助于算法 2.1,给出一个计算多项式函数的全局下确界和全局最小值的有效方

法. 为此目的, 我们将在第 2 节中所引进的序域 (R(η),6) 及其实闭包 R 上讨论所涉及的实多项式函
数. 此外, 本节中算法还将涉及到计算完全升链的有理单元表示族. 对于完全升链的有理单元表示族

这一概念, 参见文献 [12] 中定义 1.

根据文献 [12] 中定义 1, 我们进一步给出下面的定义.
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定义 7 设 F 是 R 的一个可计算子域, C 是多项式环 F (η)[y1, . . . , ym] 中一个完全升链, I 为 C

的初式集, 且 t 是一个新变元.

当 ZeroR(C/I) ̸= ∅时, F (η)[t]×F (η)(t)m 的一个有限子集 {[ui(t), ϕi1(t), . . . , ϕim(t)] | i = 1, . . . , s}
称为 C 在 R 中的一族有理单元表示 (或 C 在 R 中的一个 RUR 族), 若满足下列条件:

(1) 对于每个 i ∈ {1, . . . , s}, ui(t) 在 R 中至少有一个根, 且 ui(t) 和 ϕij(t) 是互素的, j = 1, . . . ,

m. 换言之, (ui(t), ϕi1(t), . . . , ϕim(t)) 是 F (η)[t]× F (η)(t)m 中一个 RUR, i = 1, . . . , s.

(2) 对于 F (η) 的任意扩张 K, 若 α 是 ui(t) 在 K 中一个根, 其中 i ∈ {1, . . . , s}, 则 (ϕi1(α), . . . ,

ϕim(α)) ∈ ZeroK(C/I).

(3)对于 F (η)的任意扩张 K,若 (β1, . . . , βm) ∈ ZeroK(C/I),则存在一个 k ∈ {1, . . . , s}以及 uk(t)

在 F (η)(β1, . . . , βn) 中的一个根 α, 使得 (β1, . . . , βm) = (ϕk1(α), . . . , ϕkm(α)).

当 ZeroR(C/I) = ∅ 时, 规定空集 { } 为 C 在 R 中的惟一 RUR 族.

基于吴方法，文献 [12] 提出了一个计算完全升链的有理单元表示族的算法, 见文献 [12] 中算

法 3.4. 基于 [12]中算法 3.4, 对于 F (η)[y1, . . . , ym]中一个完全升链 C, C 在 R中的一个 RUR族可通

过下面方式获得:

• 由 [12] 中算法 3.4, 计算 C 的一个 RUR 族 Ξ.

• 根据 Sturm定理,从 Ξ中删除所有这样的 RUR (u(t), ϕ1(t), . . . , ϕm(t)),其中 u(t)在 R中无根.

在仿射空间 Rn 中,记 [−η, η] n 为中心为原点且边长为 2η 的闭立方体,且记 ]− η, η[ n 为 [−η, η] n

的内部, 则

[−η, η] n = {(a1, . . . , an) ∈ Rn | −η 6 ai 6 η, i = 1, . . . , n},

且 ]− η, η[ n = {(a1, . . . , an) ∈ Rn | −η < ai < η, i = 1, . . . , n}.

显然, [−η, η] n 是 Rn 的一个有界的闭半代数子集, 且 [−η, η] n 包含整个 Rn. 引进这个半代数子

集的重要性在下面的命题中得到体现.

命题 4.1 设 f := f(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn] 是一个 n 元实多项式, 则 f 在 [−η, η] n 上有最
小值.

证明 记 ϕ 为 [−η, η] n 到 R 的如此映射, 使得 (α1, . . . , αn) 7→ f(α1, . . . , αn), 只要 (α1, . . . , αn)

∈ [−η, η] n. 显然, 对于 R 的区间拓扑, 映射 ϕ是连续的. 由文献 [11]中定理 2.58知, ϕ([−η, η] n)是 R
的一个有界的闭半代数子集. 根据文献 [11] 中命题 2.1.7 可知, ϕ([−η, η] n) 是由 R 中有限个不相交的
闭区间组成的, 只要将 ϕ([−η, η] n) 中孤立点看作具有相同端点的闭区间. 显然，这些闭区间端点中最

小者正是 f 在 [−η, η] n 上的最小值. 证毕. �
命题 4.2 设 f := f(x1, . . . , xn) ∈ R[x1, . . . , xn] 是一个 n 元实多项式, 且 µ 是 f 在 [−η, η] n 上

的最小值, 则下面的叙述成立:

(1) π(µ) 是 f 在 Rn 上的下确界, 即 inf f(Rn) = π(µ), 这里 π 是第 2 节中所定义的映射.

(2) f 在 Rn 上有最小值, 当且仅当 µ ∈ R. 此时, µ 是 f 在 Rn 上的最小值.

证明 设 (α1, . . . , αn) 是 f 在闭立方体 [−η, η] n 上的一个最小值点, 则 −η 6 αi 6 η, 其中 i = 1,

. . . , n, 且 f(α1, . . . , αn) = µ.

(1) 显然, inf f(Rn) ∈ R, 或 inf f(Rn) = −∞. 下面分两种可能情形讨论:

情形 1 inf f(Rn) ∈ R. 此时, 令 a := inf f(Rn). 由下确界的定义知, 下面语句在 R 中成立:

∀(x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) > a).
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注意到 R ⊆ R. 由适合实闭域的转移原理 (见 [11] 中命题 5.2.3 或 [13] 中定理 2.78), 上面语句在

R 中也成立. 由上面语句有, µ = f(α1, . . . , αn) > a, 即 µ− a > 0.

设 d 是任意一个正数. 由下确界的定义知, 有某个 (a1, . . . , an) ∈ Rn, 使得 f(a1, . . . , an) < a + d.

注意到 (a1, . . . , an) ∈ Rn ⊆ [−η, η] n. 由于 µ 是 f 在 [−η, η] n 上的最小值, 从而 µ 6 f(a1, . . . , an). 由

此有 µ < a+ d, 即 µ− a < d. 于是, 0 6 µ− a < d. 由 d 的任意性知，µ− a ∈ M . 由命题 2.1 中条件

(1) 知，π(µ− a) = 0, 即 π(µ)− a = 0. 因而 π(µ) = a.

情形 2 inf f(Rn) = −∞. 此时, 由下确界的定义知, 下面语句在 R 中成立:

∀ y(∃(x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) < y)).

注意到 R ⊆ R. 由适合实闭域的转移原理, 上面语句在 R 中也成立. 因而, 有 β1, . . . , βn ∈ R, 使

得 f(β1, . . . , βn) < −η.
令 θ := max{β1,−β1, . . . , βn,−βn}, 则 θ > 0, 且 −θ 6 βi 6 θ, i = 1, . . . , n. 假若 θ ∈ A, 则由子环

A在 R中的凸性知, βi ∈ A, i = 1, . . . , n. 于是 π(βi)∈R, i=1, . . . , n. 由命题 2.1中条件 (2)和 (3)有

f(π(β1), . . . , π(βn)) = π(f(β1, . . . , βn)) 6 π(−η) = −∞.

注意到 f(π(β1), . . . , π(βn)) ∈ R. 因而, 上面的关系式不可能成立. 从而 θ /∈ A. 换言之, θ 是一个在

R 上无限大的正元素. 显然, θ 是 R 上的超越元. 于是, 存在域 R(θ) 到 R(η) 的一个 R- 同构 σ, 使得

σ(θ) = η. 由于 θ 和 η 都是在 R 上无限大的正元素, 从而易见, σ 实际上是 R 的序子域 R(θ) 到序子
域 R(η) 的一个保序的同构映射. 注意到, R 既是序子域 R(θ) 的实闭包, 又是序子域 R(η) 的实闭包.

因而, σ 可拓展为 R的一个 (保序的)自同构映射, 仍记为 σ. 此时有 −σ(θ) 6 σ(βi) 6 σ(θ), i = 1, . . . ,

n, 即 (σ(β1), . . . , σ(βn)) ∈ [−η, η] n. 同时有

f(σ(β1), . . . , σ(βn)) = σ(f(β1, . . . , βn)) < σ(−η).

注意到 −η是一个在 R上无界的负元素,且 σ为R的一个 (保序的)自同构映射. 从而 σ(−η)也是
一个在 R上无界的负元素.由于 µ是 f 在 [−η, η] n上的最小值,从而 µ 6 f(σ(β1), . . . , σ(βn)) < σ(−η).
于是, µ 必是一个在 R 上无界的负元素, 即 π(µ) = −∞.

(2) 设 f 在 Rn 上有最小值 b, 则有 (a1, . . . , an) ∈ Rn, 使得 f(a1, . . . , an) = b. 由于 (a1, . . . , an) ∈
Rn ⊆ [−η, η] n 且 µ 是 f 在 [−η, η] n 上的最小值, 从而 µ 6 b. 另一方面, 由于 f 在 Rn 上有最小值 b,

从而下面语句在 R 中成立:

∀ (x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) > b).

注意到 R ⊆ R. 由适合实闭域的转移原理, 上面语句在 R 中也成立. 根据上面语句, µ =

f(α1, . . . , αn) > b. 因而, µ = b ∈ R.
反过来, 设 µ ∈ R. 注意到, f(α1, . . . , αn) = µ. 从而下面语句在 R 中成立:

∃(x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) = µ).

注意到上面语句中常量 µ 是一个实数. 由适合实闭域的转移原理, 上面语句在 R 中也成立. 这意

味着, 存在 (b1, . . . , bn) ∈ Rn, 使得 f(b1, . . . , bn) = µ.
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对于任意 z1, . . . , zn ∈ R, (z1, . . . , zn) ∈ [−η, η] n. 由于 µ 是 f 在 [−η, η] n 上的最小值, 从而

f(z1, . . . , zn) > µ. 上面讨论表明, µ 是 f 在 Rn 上的最小值. 证毕.

为叙述的方便, 在给出计算全局下确界和全局最小值的算法之前, 我们需要引进一些由已知多项

式所衍生的新多项式. 在下文中, 对于 k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, 记 ⟨1, . . . , n⟩k 为如下集合:

{⟨j1, . . . , jk⟩ | j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n}, 且 j1 < · · · < jk}.

于是, 集合 ⟨1, . . . , n⟩k 中元素恰为 {1, . . . , n} 中 k 个相异数从小到大的自然排列. 注意: ⟨1, . . . , n⟩0 =

{⟨ ⟩}.
设 f ∈ R[x1, . . . , xn] 是一个非零多项式. 对于 ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 以及由 (e1, . . . , ek) ∈

{1,−1}k, 其中 0 6 k < n, 规定 f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 是 R(η)[y1, . . . , yn−k] 中一个多项式，它是由多项式 f 通过

下面的代换而获得的:

• 在多项式 f 中分别用 e1η, . . . , ekη 替代变量 xj1 , . . . , xjk ;

• 按下标从小到大的顺序, 其他 n− k 个变量依次被新变量 y1, . . . , yn−k 替代.

此外, 为证明后面的算法的正确性, 我们还需要下面的引理, 该引理取自于文献 [14] 中命题 1 的

推论.

引理 5 设 F 是一个特征为零的域, g ∈ F [y1, . . . , ym], 且 J 是 F [y, y1, . . . , ym] 中由 y − g 以及

∂g/∂yi, i = 1, . . . , m, 生成的理想, 则 J ∩ F [y] ̸= {0}.
现在, 我们可建立下面的

算法 4.3 (捕获与下确界和最小值相关的疑似点)

结构: R 的一个可计算序子域 F .

输入: 一个非零多项式 f ∈ F [x1, . . . , xn].

输出: 一个集合族{
Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ | 0 6 k < n, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 且(e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k

}
,

使得满足下面条件:

• 对于任意 k ∈ {0, . . . , n− 1}, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k, Ξ(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 是一

个由 F (η)[t]× F (η)(t)n−k 中有限个 RUR 组成的集合.

• inf f(Rn) 恰好是并集 Π0 ∪ Π 中最小元素, 这里 Π0 := {π(f(e1η, . . . , enη)) | ei = ±1, i =

1, . . . , n}, 且 Π := {π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) | 0 6 k < n, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k, (e1, . . . , ek) ∈

{1,−1}k, 且ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩}.

• 下确界 inf f(Rn) 可达到, 当且仅当 (1) f(0, . . . , 0) 是 Π0 ∪ Π 中最小元素; 或者 (2) 对于某个

k ∈ {0, . . . , n−1}以及某对 ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k,存在一个 ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ,

使得 π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) 是 Π0 ∪Π 中最小元素且 π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) ∈ (f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ).

计算过程: 对于每个 k ∈ {0, . . . , n − 1} 以及每对 ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e1, . . . , ek) ∈
{1,−1}k, 执行下面计算:

步骤 1 计算多项式 f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 的所有的一阶偏导数, 由此获得如下多项式集合:

P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ := {diff(f (e1,...,ek)⟨j1,...,jk⟩ , yi) | i = 1, . . . , n− k}.

步骤 2 对于 P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 按算法 3.1 计算由完全升链组成的集合 C⟨e1,...,ek⟩

⟨j1,...,jk⟩ , 使得

• 对于 Rn−k 中每个基本的半代数开子集 S, ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S 中每个严格临界点都属于
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∪
C∈C(e1,...,ek)

⟨j1,...,jk⟩

ZeroR(C/IC),

其中 IC 为集合 C(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 中升列 C 的初式集.

步骤 3 对于每个 C ∈ C(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 由文献 [12] 中算法 3.4 和 Sturm 定理, 计算完全升链 C 在 R

中的一个 RUR 族 ΞC , 这里 ΞC ⊆ F (η)[t]× (F (η)(t))n−k.

步骤 4 合并所获得的全部 RUR 族 ΞC , 其中 C 取遍 C(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 由此可得

Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ :=

∪
C∈C(e1,...,ek)

⟨j1,...,jk⟩
ΞC .

证明 根据命题 4.1, f 在 [−η, η] n 上有最小值 µ. 记 µ∗ 为 Ω0 ∪ Ω 中最小元素, 其中 Ω0 :=

{f(e1η, . . . , enη) | ei = ±1, i = 1, . . . , n}, 且 Ω := {min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ) | 0 6 k < n, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈

⟨1, . . . , n⟩k, (e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k, 且 ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩}. 根据命题 2.1, π(µ∗) 是 Π0 ∪Π 中最小元素.

为证明算法 4.3 的正确性, 我们首先证明: µ∗ 6 µ.

由于 f 在 [−η, η] n 上有最小值 µ, 从而 f 在 [−η, η] n 上有这样一个最小值点 ᾱ := (α1, . . . , αn),

使得 (α1, . . . , αn) 中有最多的分量为 η 或 −η. 令 Λ := {j | 1 6 j 6 n, αj = η, 或αj = −η}, 且记 k 为

Λ 中元素个数, 则 0 6 k 6 n, 且 f 在 [−η, η] n 上的每个最小值点最多有 k 个分量取自于 {η,−η}.
若 k = n, 则 ᾱ = (e1η, . . . , enη), 其中 ei = ±1, i = 1, . . . , n. 由 µ∗ 和 µ0 的规定, 我们有

µ∗ 6 µ0 6 f(e1η, . . . , enη) = µ.

注意到, f(e1η, . . . , enη) ∈ Ω0. 从而 µ∗ 6 f(e1η, . . . , enη) = µ, 因为 µ∗ 为 Ω0 ∪ Ω 中最小元素.

现设 0 6 k < n, 且 j1 < · · · < jk 是 Λ 中全部数字. 此时, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k, 且 αji = eiη,

其中 ei ∈ {1,−1}, i = 1, . . . , k. 由多项式 f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 的规定易知, 多项式 f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 在 ]− η, η[ n−k 内有

最小值 µ, 且 (αjk+1
, . . . , αjn)是它在 ]− η, η[ n−k 内的一个最小值点, 其中 (jk+1, . . . , jn) = {1, . . . , n} \

{j1, . . . , jk},且 jk+1 < · · · < jn. 由微积分中熟知事实 (以及适合实闭域的转移原理)知, (ajk+1
, . . . , ajn)

是多项式组 P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 的一个零点, 其中 P

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ = {diff(f (e1,...,ek)⟨j1,...,jk⟩ , yi) | i = 1, . . . , n− k}.

设 J 是 F (η)[y, y1, . . . , yn−k] 中由子集 P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ∪ {y − f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ } 生成的理想. 由引理 5 知,

J ∩ F (η)[y] 中有一个非零多项式 h(y). 于是有如下等式:

(⋆) h(y) = w1diff(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , y1) + · · ·+ wn−kdiff(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yn−k) + w(y − f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ),

其中 w, w1, . . . , wn−k ∈ F (η)[y, y1, . . . , yn−k].

将 y = µ 以及 yi = αjk+i
(i = 1, . . . , n − k) 代入上面等式 (⋆), 我们有 h(µ) = 0. 从而有 R 中一

个正元素 δ, 使得 µ 是 h(y) 在 R 中开区间 ]µ− δ, µ+ δ[R 内的惟一根, h(µ− δ) ̸= 0, 且 h(µ+ δ) ̸= 0.

现构造 Rn−k 中如下基本的开半代数子集:

S0 := {(z1, . . . , zn−k) ∈]− η, η[ n−k | µ− δ < f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (z1, . . . , zn−k) < µ+ δ}.

显然, (ajk+1
, . . . , ajn) ∈ ZeroR(P

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ )∩ S0. 因而, ZeroR(P

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ )∩ S0 ̸= ∅. 现进一步证明下

面的两个断言.

断言 1 对于每个 (β1, . . . , βn−k) ∈ ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S0, f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (β1, . . . , βn−k) = µ.

事实上, 由于 (β1, . . . , βn−k) ∈ ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S0, 从而下面的关系式组成立:
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
diff(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yi)(β1, . . . , βn−k) = 0, i = 1, . . . , n− k,

µ− δ < f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (β1, . . . , βn−k) < µ+ δ,

−η < βj < η, j = 1, . . . , n− k.

令 µ1 := f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (β1, . . . , βn−k), 则 µ1 ∈ R, 且 µ− δ 6 µ1 6 µ+ δ. 将 y = µ1 以及 yi = βi (i = 1, . . . ,

n− k) 代入上面等式 (⋆), 我们有 h(µ1) = 0. 注意到, µ 是 h(y) 在 R 中开区间 ]µ− δ, µ+ δ[R 内的惟

一根. 从而必有 µ1 = µ. 断言 1 获证.

断言 2 ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S0 中至少有一个严格临界点.

令 S := ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S0, 则 S 是 Rn−k 中一个非空的半代数子集. 此时, S() ̸= ∅ 且

S() ⊆ ] − η, η[R. 因而, 半代数子集 S() 有一个有限端点 b1. 现假定 b1 是 S() 的一个开端点. 不失

一般性, 可设 b1 是 S() 的一个左侧有限开端点. 显然, b1 /∈ S(), 并且有一个 c ∈ R, 使得 b1 < c

且 ]b, c[R ⊆ S(). 从而, 下面语句在 R 中成立:

∀y1
(
b1 < y1 < c =⇒∃ (y2, . . . , yn−k)(µ− δ < f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ < µ+ δ

∧
n−k∧
i=1

diff(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yi) = 0 ∧

n−k∧
j=2

−η < yj < η

)
.

设 η1 是实闭域 R 上一个未定元. 与第 2 节中讨论一样, 实闭域 R 的序 6 可惟一地拓展为有理
函数域 R(η1) 的一个序, 仍记作 6, 使得对于非零元 g

h ∈ R(η1), 其中 g, h ∈ R[η1] \ {0}, g
h < 0, 当且

仅当 R 上含 η1 的单元多项式 gh 的首项系数为负. 显然, α − η1 < 0, 其中 α ∈ R. 由此知, 对于任意

正元素 δ ∈ R, 0 < η−1
1 < δ.

记 R1 为序域 (R(η1),6) 的实闭包. 同样, 可构造 R1 的如下两个子集:

A1 := {z ∈ R1 | 对于某个正元素 d ∈ R, −d 6 z 6 d},

M1 := {z ∈ R1 | 对于每个正元素 d ∈ R, −d 6 z 6 d}.

显然, R ⊆ A1, η1 /∈ A1, 但 η−1
1 ∈M1.

由实赋值的熟知结果 (见 [9] 中 §5 的有关定理或 [15] 中命题 1.3) 知, A1 是域 R1 的一个实赋值

环, 其极大理想为 M1. 此外, A1 和 M1 在 R1 中关于序 6 都是凸的.

设 π1 是与实赋值环 A1 相对应的实位, 则 π1 是 R1 到 R∪ {∞,−∞} 的一个映射, 使得下面条件

都成立:

(1) 限制映射 π1 |A1 是环 A1 到环 R 的一个同态, 使得 M1 恰为 π1 |A1 的核, 且 π1(r) = r, 若

r ∈ R.

(2) 对于 α ∈ R1 \A1, π1(α) = ∞ 若 α > 0; 否则, π1(α) = −∞.

(3) 对于 α, β ∈ R1, 由 α 6 β 可推出 π1(α) 6 π1(β), 这里约定: 对于任意 r ∈ R, −∞ < r <∞.

注意到 R ⊆ R1. 由适合实闭域的转移原理, 上面语句在 R1 中也成立. 令 α∗
1 = b1 + η−1

1 , 则

α∗
1 ∈ R1, 且 b1 < α∗

1 < c. 根据上面语句, 有 α∗
2, . . . , α

∗
n−k ∈ R1, 使得

µ− δ < f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (α

∗
1, . . . , α

∗
n−k) < µ+ δ,

diff(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yi)(α

∗
1, . . . , α

∗
n−k) = 0, i = 1, . . . , n− k,

−η < α∗
j < η, j = 2, . . . , n− k.

776



中国科学 : 数学 第 41 卷 第 9 期

由上式可知, −η < b1 < α∗
1 < c < η, 且 −η < α∗

i < η, i = 1, . . . , n − k. 由 A1 和 M1 的构造知,

η−1
1 ∈M1, 且 α∗

i ∈ A1, i = 1, . . . , n− k. 从而 π1(η
−1
1 ) = 0, 且 π1(α

∗
i ) ∈ R, i = 1, . . . , n− k. 由上面的

条件 (3) 有 
π1(µ− δ) 6 π1(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (α

∗
1, . . . , α

∗
n−k)) 6 π1(µ+ δ),

π1(diff(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yi)(α

∗
1, . . . , α

∗
n−k)) = 0, i = 1, . . . , n− k,

π1(−η) 6 π1(α
∗
j ) 6 π1(η), j = 2, . . . , n− k.

由上面的条件 (1) 有 π1(α
∗
1) = b1 + π1(η

−1
1 ) = b1. 从而, 上面的关系式组为

µ− δ 6 f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (b1, π1(α

∗
2), . . . , π1(α

∗
n−k)) 6 µ+ δ,

diff(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , yi)(b1, π1(α

∗
2), . . . , π1(α

∗
n−k)) = 0, i = 1, . . . , n− k,

−η 6 π1(α
∗
j ) 6 η, j = 2, . . . , n− k.

令 µ2 := f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (b1, π1(α

∗
2), . . . , π1(α

∗
n−k)), 则 µ2 ∈ R, 且 µ− δ 6 µ2 6 µ+ δ. 将 y = µ2, y1 = b1 以

及 yi = π1(α
∗
i ) (i = 2, . . . , n− k) 代入上面等式 (⋆)，我们有 h(µ2) = 0. 注意到, µ 是 h(y) 在 R 中开

区间 ]µ− δ, µ+ δ[R 内的惟一根, h(µ− δ) ̸= 0, 且 h(µ− δ) ̸= 0. 从而必有 µ2 = µ.

设 (β1, β2, . . . , βn) ∈ Rn 是这样一个点,使得 βji = eiη, i = 1, . . . , k, βjk+1
= b1,且 βjk+i

= π1(α
∗
i ),

i = 2, . . . , n− k. 此时有

f(β1, . . . , βn) = f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (b1, π1(α

∗
2), . . . , π1(α

∗
n−k)) = µ.

这表明, (β1, . . . , βn)是 f 在 [−η, η] n 上的一个最小值点. 由于 f 在 [−η, η] n 上的每个最小值点最多有
k 个分量取自于 {η,−η}, 从而 −η < π1(α

∗
i ) < η, i = 2, . . . , n− k. 于是 (b1, π1(α

∗
2), . . . , π1(α

∗
n−k)) ∈ S,

即有 b1 ∈ S(), 矛盾! 因此, b1 是 S() 的一个闭端点.

类似地可证明, S(b1)有一个闭端点 b2. 如此讨论下去,我们将获得 S中一个严格临界点 (b1, b2, . . . ,

bn−k). 因此, 断言 2 成立.

根据断言 2, 可设 b̄ := (b1, . . . , bn−k) 是 ZeroR(P
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ ) ∩ S0 中一个严格临界点. 由断言 1 知,

f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (b̄) = µ. 由上面计算过程中步骤 2知,有某个完全升列 C ∈ C(e1,...,ek)

⟨j1,...,jk⟩ ,使得 b̄ ∈ ZeroR(C/IC).

根据步骤 3, ΞC 是完全升链 C 的一个有理单元表示族. 从而有 ξ1 := (u(t), ψ1(t), . . . , ψn−k(t)) ∈ ΞC ,

使得 b̄ = (ψ1(α), . . . , ψn−k(α)), 其中 α 是 u(t) 在 R 中一个根.

注意到, ξ1 ∈ ΞC ⊆ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 且 min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ1) ∈ Ω. 由于 µ∗ 是 Ω0 ∪ Ω 中最小元素, 从而有

µ∗ 6 min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ1) 6 f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (ψ1(α), . . . , ψn−k(α)) = f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ (b̄) = µ.

于是总有 µ∗ 6 µ.

显然, 条目 “输出” 中的第一个条件被满足. 为验证条目 “输出” 中的第二个条件, 我们考虑下面

可能情形:

情形 1 inf f(Rn) = −∞. 此时, 由命题 2.1 和 4.2 有, π(µ∗) 6 π(µ) = inf f(Rn) = −∞. 从而必

有 π(µ∗) = −∞, 即 π(µ∗) = inf f(Rn).

情形 2 inf f(Rn) ∈ R. 令 a := inf f(Rn), 则 a ∈ R. 由命题 4.2, 有 π(µ) = a. 根据下确界的定

义, 下面语句对于 R 成立:

∀(x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) > a).
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由适合实闭域的转移原理,上面语句对于R也成立. 从而 µ∗ > a. 由命题 2.1,我们有 π(µ∗) > π(a) = a.

另一方面, 由命题 2.1 有 π(µ∗) 6 π(µ) = a. 因而 π(µ∗) = inf f(Rn). 于是, 条目 “输出” 中的第二个条

件被证实.

现设 f 具有全局最小值 a. 由上面的讨论, 我们有 µ∗ > a. 另一方面, 由命题 4.2 有 µ∗ 6 µ = a.

从而 a = µ∗ ∈ Ω0 ∪ Ω. 若 a ∈ Ω0, 则对于某个 (e1, . . . , en) ∈ {1,−1}n, a = f(e1η, . . . , enη). 由此

有 a = f(0, . . . , 0), 因为 η 是 R 上一个未定元. 从而 f(0, . . . , 0) = π(µ∗) 是 Π0 ∪ Π 中最小元素. 若

a ∈ Ω, 则对于某对 ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k, 其中 0 6 k < n, 存在一个

ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 使得 a = min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ). 由此有 π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) = π(a) = π(µ∗). 这表明,

π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) 是 Π0 ∪Π 中最小元素. 此外, 我们有

π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) = min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ) ∈ (f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ).

反过来, 设 f(0, . . . , 0) 是 Π0 ∪ Π 中最小元素. 由条目 “输出” 中的第二个条件有, inf f(Rn) =

f(0, . . . , 0), 从而 inf f(Rn) 可达到. 再设对于某对 ⟨j′1, . . . , j′k⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e′1, . . . , e
′
k) ∈ {1,−1}k,

其中 0 6 k < n, 存在一个 ξ′ ∈ Ξ
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
使得 π(min(f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′)) 是 Π0 ∪ Π 中最小元素, 且

π(min(f
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ)) ∈ (f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′). 由于 π(µ∗) 也是 Π0 ∪Π 中最小元素, 从而有

inf f(Rn) = π(µ∗) = π(min(f
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′)) ∈ (f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′).

这表明, inf f(Rn) ̸= −∞. 令 a := inf f(Rn), 则 a ∈ R, 且 a ∈ (f
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′) ⊂ f(Rn). 从而, 下面的语

句对于 R 成立:

∃(x1, . . . , xn)(f(x1, . . . , xn) = a).

由适合实闭域的转移原理, 上面语句对于 R 也成立. 换言之, inf f(Rn) 可达到.

于是, 条目 “输出” 中的第三个条件也被证实. 至此, 算法 4.3 的正确性获证. �
注 实际上,由算法 4.3所计算出的 Ξ

( )
⟨⟩ 是由 F [t]×F (t)n中有限个 RUR组成的. 当然, F [t]×F (t)n

中一个 RUR 也是 F (η)[t]× F (η)(t)n 中一个 RUR.

现在, 我们可以建立如下算法, 可用于计算多项式的全局下确界和判定全局最小值的存在.

算法 4.4 (计算全局下确界和判定其可达性)

结构: R 的一个可计算的序子域, 它容许单元多项式的一个实根隔离算法.

输入: 一个非零多项式 f ∈ F [x1, . . . , xn].

输出: inf f(Rn), 并在 inf f(Rn) 可达到时, 输出 f 的全局最小值 fmin.

计算过程:

步骤 1 考察含未定元 η 的单元多项式集合 Ω0 := {f(e1η, . . . , enη) | ei = ±1, i = 1, . . . , n}. 若
Ω0 含有首项系数为负但次数大于零的多项式, 则停止计算, 且输出

(inf f(Rn) = −∞).

否则, 做下一步.

步骤 2 对于每个 k ∈ {0, . . . , n} 以及每对 ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k 和 (e1, . . . , ek) ∈ {1,−1}k,
执行如下计算:

步骤 2.1 由算法 4.3, 计算出 F (η)[t] × F (η)(t)n 的一个有限子集 Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 使得算法 4.3 的条

目 “输出” 中的三个条件被满足.
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步骤 2.2 对于每个 ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , 由算法 2.5 计算 π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)). 若对于某个 ξ0 ∈

Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ0)) = −∞, 则输出

(inf f(Rn) = −∞).

否则, 做下一步.

步骤 2.3 通过算法 2.2, 求出集 {π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) | ξ ∈ Ξ

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩} 中最小数 L

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ .

步骤 3 通过算法 2.2, 求出集 {L(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ | 0 6 k < n, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k, 且(e1, . . . , ek) ∈

{1,−1}k} 中最小数 L, 且比较 L 和 f(0, . . . , 0) 之间的大小, 只要 f(0, . . . , 0) ∈ Ω0. 若 f(0, . . . , 0) ∈ Ω0

且 f(0, . . . , 0) 6 L, 则输出

(fmin = f(0, . . . , 0)).

否则, 做下一步.

步骤 4 对于每个 Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ 中所有使得 π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ)) = L 的 RUR ξ, 由算法 2.6 逐个

判定是否 L ∈ (f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ). 若某个 Ξ

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
中有一个 RUR ξ′, 使得 π(min(f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′)) = L 且

L ∈ (f
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′), 则输出

(fmin = L).

否则, 输出

(inf f(Rn) = L).

证明 相同于算法 4.3 的证明, 记 µ∗ 为并集 Ω0 ∪ Ω 中最小元素, 其中 Ω0 := {f(e1η, . . . , enη) |
ei = ±1, i = 1, . . . , n},且 Ω := {min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ) | 0 6 k < n, ⟨j1, . . . , jk⟩ ∈ ⟨1, . . . , n⟩k, (e1, . . . , ek) ∈

{1,−1}k, 且ξ ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩}. 此外, 采用算法 4.3 的条目 “输出” 中使用的符号 Π0 和 Π. 由算法 4.3 的

证明, 我们有 inf f(Rn) = π(µ∗).

若计算过程终止于步骤 1, 则 Ω0 含有一个首项系数为负但次数大于零的多项式 g(η). 由于 µ∗ 为

并集 Ω0∪Ω中最小元素,从而 µ∗ 6 g(η). 由 R的序 6的定义知,对于任意正数 d ∈ R,总有 g(η) < −d,
因为 g(η) + d 的首项系数为负. 因而, π(g(η)) = −∞. 由命题 2.1 有, π(µ∗) 6 π(g(η)) = −∞, 即有

π(µ∗) = −∞. 从而 inf f(Rn) = −∞, 此正是算法 4.4 所输出的结果.

若计算过程终止于步骤 2.2, 则对于某个 ξ0 ∈ Ξ
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ , π(min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ0)) = −∞. 由于

min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ0) ∈ Ω 且 µ∗ 为并集 Ω0 ∪ Ω 中最小元素, 从而 µ∗ 6 min(f

(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ0). 于是

inf f(Rn) = π(µ∗) 6 π(min(f
(e1,...,ek)
⟨j1,...,jk⟩ : ξ0)) = −∞. 由此有 inf f(Rn) = −∞, 此正是算法 4.4 所输出的

结果.

若计算过程终止于步骤 3, 则 f(0, . . . , 0) ∈ Ω0, 且 f(0, . . . , 0) 6 L. 此时易见, Ω0 \ {f(0, . . . , 0)} 中
所有元素都是首项系数为负且次数大于零的多项式. 由 R 的序 6 的定义知, f(0, . . . , 0) 为 Ω0 中最小

元素, 进而 f(0, . . . , 0) = π(f(0, . . . , 0)) 在 Π0 中是最小的. 由于 f(0, . . . , 0) 6 L, 从而 f(0, . . . , 0) 实际

上在 Π0 ∪ Π 中是最小的. 根据算法 4.3 的条目 “输出” 中第二个条件, inf f(Rn) = f(0, . . . , 0). 因而,

f(0, . . . , 0) 为 f 的全局最小值, 此也正是算法 4.4 所输出的结果.

现设计算过程终止于步骤 4. 此时易见, L在 Π0∪Π中是最小的. 根据算法 4.3的条目 “输出”中第

二个条件, inf f(Rn) = L. 若对于某个 ξ′ ∈ Ξ
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
, π(min(f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′)) = L且 L ∈ (f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′),

则 π(min(f
(e′1,...,e

′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′) 在 Π0 ∪ Π 中是最小的, 且 π(min(f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′) ∈ (f

(e′1,...,e
′
k)

⟨j′1,...,j′k⟩
: ξ′). 根据算

法 4.3 的条目 “输出” 中第三个条件, inf f(Rn) 可达到, 且 L 为 f 的全局最小值. 至此, 算法 4.4 的正

确性得证. �
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注 (1) 与文献 [1–6] 中的方法相比较, 算法 4.4 的特点是可精确地表示出多项式的全局下确界,

并在对所考虑的多项式不附加任何假设条件的情况下, 可判断全局下确界的可达性.

(2)算法 4.4的效率紧紧地依赖于吴方法. 对于吴方法,一个关键的过程是计算一个给定的有限多

项式集合的特征集 (列). 根据文献 [16] 中定理 4.14, 计算有限多项式集合的特征集的复杂度是单指数

的. 在本文中, 我们不能给出算法 4.4 的复杂度, 该工作留待今后完成.

5 有关实例

在这最后一节中, 我们将借助于计算机代数系统Maple和吴方法软件wsolve, 应用算法 4.3

和 4.4 处理几个实例. 有关 Maple的详情, 可见于文献 [17]. 根据 [12] 中算法 3.4 和本文中上述

算法, 我们编制成一个名为RRUR的通用程序, 该程序包含具有如下功能的函数:

• rurc: 计算一个完全升链在 R 中的一个 RUR 族.

• compare: 在一个由区间表示的实数所组成的有限集中找出最小者.

• minrur: 计算一个多项式关于一个 RUR 的标准化最小值.

• att: 判定一个多项式的全局下确界的可达性.

通用程序RRUR可在 [18] 中找到. 本节的例子都是在一台内存为 128MB 的 PentiumIV 计算机

上实施的.

作为第一个例子, 我们考虑 Motzkin 多项式.

例 5.1 设 f = x41x
2
2 + x21x

4
2 + x63 − 3x21x

2
2x

2
3. 计算 inf f(R3), 且判定 inf f(R3) 是否可达到.

根据算法 4.3 和 4.4, 我们执行如下运算:

(1) 作为第一步, 我们得到 {f(e1η, e2η, e3η) | ei = ±1, i = 1, 2, 3} = {f(0, 0, 0)} = {0}.
(2.1) 对于多项式 f

( )
⟨⟩ = y41y

2
2 + y21y

4
2 + y63 − 3y21y

2
2y

2
3 , 计算 f

( )
⟨⟩ 的所有偏导数如下:

P
( )
⟨⟩ := {4y31y22 + 2y1y

4
2 − 6y1y

2
2y

2
3 , 2y

4
1y2 + 4y21y

3
2 − 6y21y2y

2
3 , 6y

5
3 − 6y21y

2
2y3}.

关于字典序 y1 ≺ y2 ≺ y3, 通过吴方法获得由 P
( )
⟨⟩ 所得的如下一组升链:

{[y1, y2, y3], [y1, y3], [y2, y3], [y1 − y3, y2 − y3], [y1 + y3, y2 + y3], [y1 + y3, y2 − y3], [y1 − y3, y2 + y3]},

其中升链 C1 := [y1, y2, y3] 是完全的, 但其他升链是不可约的.

注意到, ξ1 := (t, 0, 0, 0) 是 C1 的一个 RUR. 从而 min(f : ξ1) = f(0, 0, 0) = 0.

(2.2) 对于多项式 f
(±1)
⟨1⟩ = f

(±1)
⟨2⟩ = η4y21 + η2y41 + y62 − 3η2y21y

2
2 , 计算 f

⟨1⟩
(1) 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨1⟩ := {2η4y1 + 4η2y31 − 6η2y1y

2
2 , 6y

5
2 − 6η2y21y2}.

关于字典序 y1 ≺ y2, 通过吴方法获得由 P
(1)
⟨1⟩ 所得的如下一组升链:

{C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9},

其中 C2 := [−2y1 + η,−2y22 + η2], C3 := [y1, y2], C4 := [η2 + 2y21 , y2], C5 := [−y1 + η, y2 + η], C6 :=

[−y1 + η,−y2 + η], C7 := [y1 + η, y2 + η], C8 := [y1 + η,−y2 + η] 和 C9 := [2y1 + η,−2y22 + η2] 都是完全

的.

对于 i = 2, . . . , 9, 通过输入指令 rurc (Ci, [y1, y2]), 我们获得各自在 R 中的如下 RUR:

ξ2 :=

(
2t2 − η2,

1

2
η, t

)
, ξ3 := (t, 0, 0), { }, ξ5 := (t, η,−η),
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ξ6 := (t, η, η), ξ7 := (t,−η,−η), ξ8 := (t,−η, η), ξ9 :=

(
2t2 − η2,−1

2
η, t

)
.

对于 i ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 8, 9}, 输入指令minrur (f
⟨1⟩
(1) , ξi, [y1, y2], t), 我们分别获得 f

(1)
⟨1⟩ 关于这些 RUR 的

如下标准化最小值:

π(min(f
(1)
⟨1⟩ : ξi)) = ∞, i = 2, 9, 但 π(min(f

(1)
⟨1⟩ : ξj)) = [z,−1, 1] (= 0), j = 3, 5, 6, 7, 8.

(2.3) 对于多项式 f
(±1)
⟨3⟩ = y41y

2
2 + y21y

4
2 + η6 − 3y21y

2
2η

2, 计算 f
(1)
⟨3⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨3⟩ := {4y32y21 + 2y41y2 − 6η2y21y2, 2y

4
2y1 + 4y31y

2
2 − 6η2y1y

2
2}.

关于字典序 y1 ≺ y2, 通过吴方法获得由 P
(3)
⟨1⟩ 所得的如下一组升链:

{C10 := [η + y1, η + y2], C11 := [η + y1, η − y2], C12 := [η − y1, η + y2], C13 := [η − y1, η − y2], [y1], [y2]},

其中升链 C10, C11, C12 和 C13 是完全的, 但 [y1] 和 [y2] 是不可约的.

对于 i ∈ {10, 11, 12, 13}, 通过输入指令 rurc (Ci, [y1, y2]), 我们获得各自在 R 中的如下 RUR:

ξ10 := (t+ η,−η,−η), ξ11 := (t− η,−η, η), ξ12 := (t+ η, η,−η), ξ13 := (t− η, η, η).

对于 i ∈ {10, 11, 12, 13}, 输入指令minrur (f
(1)
⟨3⟩ , ξi, [y1, y2], t), 分别获得 f

(1)
⟨3⟩ 关于这些 RUR 的如下标

准化最小值:

π(min(f
(1)
⟨3⟩ : ξi)) = [z,−1, 1](= 0), i = 10, 11, 12, 13.

(2.4) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨1,2⟩ = 2η6 + y61 − 3η4y21 , 计算 f

(1,1)
⟨1,2⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1,1)
⟨1,2⟩ := {6y51 − 6η4y1}.

注意到, 升链 C14 := [6y51 − 6η4y1] 是完全的. 输入指令 rurc (C14, [y1]), 获得 C14 在 R 中的如下 RUR:

ξ14 := (t5 − η4t, t).

输入指令minrur (f
(1,1)
⟨1,2⟩ , ξ14, [y1], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨1,2⟩ 关于 ξ14 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨1,2⟩ : ξ14)) = [z2,−1, 1](= 0).

(2.5) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨1,3⟩ = η4y21 + η2y41 + η6 − 3y21η

4, 计算 f
(1,1)
⟨1,3⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1,1)
⟨1,3⟩ := {2η4y1 + 4η2y31 − 6η4y1}.

注意到, 升链 C15 := [2η4y1 + 4η2y31 − 6η4y1] 是完全的. 输入指令 rurc (C15, [y1]), 获得 C15 在 R 中的
如下 RUR:

ξ15 := (2η4t+ 4η2t3 − 6η4t, t).

输入指令minrur (f
(1,1)
⟨1,3⟩ , ξ15, [y1], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨1,3⟩ 关于 ξ15 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨1,3⟩ : ξ15)) = [z2,−1, 1](= 0).

(2.6) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨2,3⟩ = y41η

2 + y21η
4 + η6 − 3y21η

4, 计算 f
(1,1)
⟨2,3⟩ 的所有偏导数如下:
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P
(1,1)
⟨2,3⟩ := {4y31η2 + 2y1η

4 − 6y1η
4}.

注意到, 升链 C16 := [4y31η
2 + 2y1η

4 − 6y1η
4] 是完全的. 输入指令 rurc (C16, [y1]), 获得 C16 在 R 中的

如下 RUR:

ξ16 := (4t3η2 + 2tη4 − 6tη4, t).

输入指令minrur (f
(1,1)
⟨2,3⟩ , ξ16, [y1], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨2,3⟩ 关于 ξ16 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨2,3⟩ : ξ16)) = [z2,−1, 1](= 0).

(3) 输入指令 compare (Π, z), 其中 Π 是如上所获的全部标准化最小值构成的集合, 我们求出 Π

中如下最小数:

[z2,−1, 1](= 0).

比较 [z2,−1, 1] 和 f(0, . . . , 0) 之间的大小, 我们有 [z2,−1, 1] = f(0, . . . , 0).

根据算法 4.4, f(0, . . . , 0)(= 0) 正是 f 的全局最小值.

现在, 我们考察下面实例, 该例取材于 [6] 中例 5.3. 对于该例中多项式, 通过 [6] 中方法所得的全

局下确界为近似值 −0.625000000000073993.

例 5.2 设 f = 2y4(x+ y)4 + y2(x+ y)2 + 2y(x+ y) + y2. 计算 inf f(R2), 且判定 inf f(R2) 是否

可达到.

根据算法 4.3 和 4.4, 我们执行如下运算:

(1) 作为第一步, 我们得到 {f(e1η, e2η) | ei = ±1, i = 1, 2} = {32η8 + 4η4 + 5η2, η2}, 其中每个元
素的标准化为 ∞.

(2.1) 对于多项式 f
( )
⟨⟩ = 2y4(x+ y)4 + y2(x+ y)2 + 2y(x+ y) + y2, 计算 f

( )
⟨⟩ 的所有偏导数如下:

P
( )
⟨⟩ :={8y4(x+ y)3 + 2y2(x+ y) + 2y, 8y3(x+ y)4 + 8y4(x+ y)3

+ 2y(x+ y)2 + 2y2(x+ y) + 2x+ 6y}.

关于字典序 x ≺ y, 通过吴方法获得由 P
( )
⟨⟩ 所得的如下一组升链:

{[x, y]},

其中升链 C1 := [x, y] 是完全的.

注意到, ξ1 := {(t, 0, 0)} 是 C1 的一个 RUR. 从而 min(f
( )
⟨⟩ : ξ1) = f(0, 0) = 0 = [z, 1,−1].

(2.2) 对于多项式 f
(1)
⟨1⟩ = 2y4(η + y)4 + y2(η + y)2 + 2y(η + y) + y2, 计算 f

(1)
⟨1⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨1⟩ := {8y3(η + y)4 + 8y4(η + y)3 + 2y(η + y)2 + 2y2(η + y) + 2η + 6y}.

注意到, 升链 C2 := [8y3(η + y)4 + 8y4(η + y)3 + 2y(η + y)2 + 2y2(η + y) + 2η + 6y] 是完全的. 输入指

令 rurc (C2, [y]), 获得 C2 在 R 中的如下 RUR:

ξ2 := (8t3(η + t)4 + 8t4(η + t)3 + 2t(η + t)2 + 2t2(η + t) + 2η + 6t, t).

输入指令minrur (f
(1)
⟨1⟩ , ξ2, [y], t), 我们获得 f

(1)
⟨1⟩ 关于 ξ2 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1)
⟨1⟩ : ξ2)) = [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2].
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(2.3) 对于多项式 f
(−1)
⟨1⟩ = 2y4(−η + y)4 + y2(−η + y)2 + 2y(−η + y) + y2, 计算 f

(−1)
⟨1⟩ 的所有偏导

数如下:

P
(−1)
⟨1⟩ := {8y3(−η + y)4 + 8y4(−η + y)3 + 2y(−η + y)2 + 2y2(−η + y)− 2η + 6y}.

注意到, C3 := [8y3(−η + y)4 + 8y4(−η + y)3 + 2y(−η + y)2 + 2y2(−η + y)− 2η + 6y] 是完全的. 输入指

令 rurc (C3, [y]), 获得 C3 在 R 中的如下 RUR:

ξ3 := (8t3(−η + t)4 + 8t4(−η + t)3 + 2t(−η + t)2 + 2t2(−η + t)− 2η + 6t, t).

输入指令minrur (f
(−1)
⟨1⟩ , ξ3, [y], t), 我们获得 f

(−1)
⟨1⟩ 关于 ξ3 的如下标准化最小值:

π(min(f
(−1)
⟨1⟩ : ξ3)) = [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2].

(2.4) 对于多项式 f
(1)
⟨2⟩ = 2η4(x+ η)4 + η2(x+ η)2 + 2η(x+ η) + η2, 计算 f

(1)
⟨2⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨2⟩ := {8η4(x+ η)3 + 2η2(x+ η) + 2η}.

注意到,升链 C4 := [8η4(x+ η)3 +2η2(x+ η)+ 2η]是完全的. 输入指令 rurc (C4, [x]),获得 C4 在 R中
的如下 RUR:

ξ4 := (8η4(t+ η)3 + 2η2(t+ η) + 2η, t).

输入指令minrur (f
(1)
⟨2⟩ , ξ4, [x], t), 我们获得 f

(1)
⟨2⟩ 关于 ξ4 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1)
⟨2⟩ : ξ4)) = ∞.

(2.5) 对于多项式 f
(−1)
⟨2⟩ = 2η4(x− η)4+ η2(x− η)2− 2η(x− η)+ η2,计算 f

(−1)
⟨2⟩ 的所有偏导数如下:

P
(−1)
⟨2⟩ := {8η4(x− η)3 + 2η2(x− η)− 2η}.

注意到,升链 C5 := [8η4(x− η)3 +2η2(x− η)− 2η]是完全的. 输入指令 rurc (C5, [x]),获得 C5 在 R中
的如下 RUR:

ξ5 := (8η4(t− η)3 + 2η2(t− η)− 2η, t).

输入指令minrur (f
(−1)
⟨2⟩ , ξ5, [x], t), 我们获得 f

(−1)
⟨2⟩ 关于 ξ5 的如下标准化最小值:

π(min(f
(−1)
⟨2⟩ : ξ5)) = ∞.

(3) 输入指令 compare ([[z, 1,−1], [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2]], z), 我们求出 {[z, 1,−1], [55 +

73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2]} 中如下最小数 [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2].

由算法 4.4, 我们有 inf f(R2) = [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2].

(4) 注意到, π(min((f
(1)
⟨1⟩ : ξ2)) = π(min((f

(−1)
⟨1⟩ : ξ3)) = [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2]. 通过

输入指令att (f
(1)
⟨1⟩ , ξ2, [y], t, [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2]) 和att (f

(−1)
⟨1⟩ , ξ3, [y], t, [55 + 73z + 16z2 +

64z3,−2, 1/2]), 如下相同的结果在计算机屏幕上显示:

“it is not attained”.
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这表明, inf f(R2) 不能达到. 由于 55 + 73z + 16z2 + 64z3 = (8z + 5)(8z2 − 3z + 11) 且 (8z + 5) 在开区

间 ]− 2, 1/2[内有实根 −5/8, 从而进一步有

inf f(R2) = [55 + 73z + 16z2 + 64z3,−2, 1/2] = −5/8.

例 5.3 设 f = x6 +12x4y2 +3x4z2 +48x2y4 +24x2y2z2 +3x2z4 +64y6 +48y4z2 +12y2z4 + z6 −
2x2 − 8y2 − 2z2. 计算 inf f(R3), 且判定 inf f(R3) 是否可达到.

根据算法 4.3 和 4.4, 我们执行如下运算:

(1) 作为第一步, 我们得到 {f(e1η, e2η, e3η) | ei = ±1, i = 1, 2, 3} = {216η6 − 12η2}. 显然,

216η6 − 12η2 的标准化为 ∞.

(2.1) 对于多项式 f
( )
⟨⟩ = x6+12x4y2+3x4z2+48x2y4+24x2y2z2+3x2z4+64y6+48y4z2+12y2z4+

z6 − 2x2 − 8y2 − 2z2, 计算 f
( )
⟨⟩ 的所有偏导数如下:

P
( )
⟨⟩ :={6x5 + 48x3y2 + 12x3z2 + 96xy4 + 48xy2z2 + 6xz4 − 4x, 24x4y + 192x2y3 + 48x2yz2

+ 384y5 + 192y3z2 + 24yz4 − 16y, 6x4z + 48x2y2z + 12x2z3 + 96y4z + 48y2z3 + 6z5 − 4z}.

关于字典序 x ≺ y ≺ z, 通过吴方法获得由 P
( )
⟨⟩ 所得的如下一组升链:

{[x, y, z], [3x4 + 24y2x2 + 6x2z2 + 48y4 + 24y2z2 + 3z4 − 2]},

其中升链 C1 := [x, y, z] 是完全的, 但另一个是可约的.

注意到, ξ1 := (t, 0, 0, 0) 是 C1 的一个 RUR. 从而 min(f
( )
⟨⟩ : ξ1) = f(0, 0, 0) = 0 = [z,−1, 1].

令 g1 := 3x4+24y2x2+6x2z2+48y4+24y2z2+3z4−2. 通过吴方法,获得由 {(g1,diff(g1, y),diff(g1, z)}
所得的如下一组完全的升链:

C2 := [3x4 − 2, y, z].

输入指令 rurc (C2, [x, y, z]), 获得 C2 在 R 中的如下 RUR:

ξ2 := (3t4 − 2, t, 0, 0).

输入指令minrur (f
( )
⟨⟩ , ξ2, [x, y, z], t), 我们获得 f

( )
⟨⟩ 关于 ξ2 的如下最小值:

min(f
( )
⟨⟩ : ξ2) = [27z2 − 32,−5/2, 0].

(2.2) 对于多项式 f
(±1)
⟨1⟩ = η6 + 12η4y2 + 3η4z2 + 48η2y4 + 24η2y2z2 + 3η2z4 + 64y6 + 48y4z2 +

12y2z4 + z6 − 2η2 − 8y2 − 2z2, 计算 f
(1)
⟨1⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨1⟩ :={24η4y + 192η2y3 + 48η2yz2 + 384y5 + 192y3z2 + 24yz4 − 16y,

6η4z + 48η2y2z + 12η2z3 + 96y4z + 48y2z3 + 6z5 − 4z}.

通过吴方法, 获得由 P
(1)
⟨1⟩ 所得的如下一组升链:

{[y, z], [3η4 + 24y2η2 + 6η2z2 + 48y4 + 24y2z2 + 3z4 − 2]}.

其中升链 C3 := [y, z] 是完全的, 但另一个是可约的.

注意到, ξ3 := (t, 0, 0) 是 C3 的一个 RUR. 从而

784



中国科学 : 数学 第 41 卷 第 9 期

π(min(f
(1)
⟨1⟩ : ξ3)) = π(f

(1)
⟨1⟩ (0, 0)) = π(η6 − 2η2) = ∞.

令 g2 := 3η4 +24y2η2 +6η2z2 +48y4 +24y2z2 +3z4 − 2. 通过吴方法, 获得由 {g2,diff(g2, z)} 所得
的如下完全的升链:

[3η4 + 24y2η2 − 2 + 48y4, z].

通过输入指令 rurc, 空集 { } 作为该升链在 R 中的惟一 RUR 族被获得.

(2.3) 对于多项式 f
(±1)
⟨2⟩ = x6 + 12x4η2 + 3x4z2 + 48x2η4 + 24x2η2z2 + 3x2z4 + 64η6 + 48η4z2 +

12η2z4 + z6 − 2x2 − 8η2 − 2z2, 计算 f
(1)
⟨2⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨2⟩ :={6x5 + 48x3η2 + 12x3z2 + 96xη4 + 48xη2z2 + 6xz4 − 4x,

6x4z + 48x2η2z + 12x2z3 + 96η4z + 48η2z3 + 6z5 − 4z}.

通过吴方法, 获得由 P
(1)
⟨2⟩ 所得的如下一组升链:

{[x, z], [3x4 + 24x2η2 + 6x2z2 + 48η4 + 24η2z2 + 3z4 − 2]},

其中升链 C4 := [x, y] 是完全的, 但另一个是可约的.

注意到, ξ4 := (t, 0, 0) 是 C4 在 R 中的一个 RUR. 从而

π(min(f
(1)
⟨2⟩ : ξ4)) = π(f

(1)
⟨2⟩ (0, 0)) = π(64η6 − 8η2) = ∞.

令 g3 := 3x4 + 24x2η2 + 6x2z2 + 48η4 + 24η2z2 + 3z4 − 2. 通过吴方法, 获得由 {g3,diff(g3, z)} 所
得的如下完全的升链:

[3x4 + 24x2η2 − 2 + 48η4, z].

通过输入指令 rurc, 空集 { } 作为该升链在 R 中的惟一 RUR 族被获得.

(2.4) 对于多项式 f
(±1)
⟨3⟩ = x6 + 12x4y2 + 3x4η2 + 48x2y4 + 24x2y2η2 + 3x2η4 + 64y6 + 48y4η2 +

12y2η4 + η6 − 2x2 − 8y2 − 2η2, 同样可获得一个 RUR ξ5 := (t, 0, 0). 从而

π(min(f
(1)
⟨3⟩ : ξ5)) = π(f

(1)
⟨3⟩ (0, 0)) = π(η6 − 2η2) = ∞.

(2.5) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨1,2⟩ = 125η6 +75η4z2 +15η2z4 + z6 − 10η2 − 2z2, 计算 f

(1,1)
⟨1,2⟩ 的所有偏导数

如下:

P
(1,1)
⟨1,2⟩ := {150η4z + 60η2z3 + 6z5 − 4z}.

注意到, C6 := [150η4z + 60η2z3 + 6z5 − 4z] 是完全的. 输入指令 rurc (C6, [z]), 我们获得 C6 在 R 中如
下 RUR:

ξ6 := (150η4t+ 60η2t3 + 6t5 − 4t, t).

输入指令minrur (f
(1,1)
⟨1,2⟩ , ξ6, [z], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨1,2⟩ 关于 ξ6 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨1,2⟩ : ξ6)) = ∞.

(2.6) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨1,3⟩ = 8η6 + 48η4y2 + 96η2y4 + 64y6 − 4η2 − 8y2, 计算 f

(1,1)
⟨1,3⟩ 的所有偏导数

如下:
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P
(1,1)
⟨1,3⟩ := {96η4y + 384η2y3 + 384y5 − 16y}.

注意到, C7 := [96η4y + 384η2y3 + 384y5 − 16y] 是完全的. 输入指令 rurc (C7, [y]), 我们获得 C7 在 R
中如下 RUR:

ξ7 := (96η4t+ 384η2t3 + 384t5 − 16t, t).

输入指令minrur (f
(1,1)
⟨1,3⟩ , ξ7, [y], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨1,3⟩ 关于 ξ7 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨1,3⟩ : ξ7)) = ∞.

(2.7) 对于多项式 f
(±1,±1)
⟨2,3⟩ = x6+15x4η2+75x2η4+125η6−2x2−10η2,我们相应地获得一个 RUR

ξ8 := (6t5 + 60t3η2 + 150tη4 − 4t, t). 输入指令minrur (f
(1,1)
⟨2,3⟩ , ξ8, [x], t), 我们获得 f

(1,1)
⟨2,3⟩ 关于 ξ8 的如下

标准化最小值:

π(min(f
(1,1)
⟨2,3⟩ : ξ8)) = ∞.

(3) 输入指令 compare ([[z,−1, 1], [27z2−32,−5/2, 0]], z),我们求出 {[z,−1, 1], [27z2−32,−5/2, 0]}
中最小数 [27z2 − 32,−5/2, 0].

由算法 4.4, 我们有 inf f(R3) = [27z2 − 32,−5/2, 0] = −4
√
6/9.

(4) 注意到, [27z2 − 32,−5/2, 0] 是 f
( )
⟨⟩ 关于 ξ2 的最小值. 因而, inf f(R3) 可达到.

通过解 ξ2 := (3t4 − 2, t, 0, 0), 我们可获得如下两个最小值点:

( 4
√
54/3, 0, 0), (− 4

√
54/3, 0, 0).

下面例子表明, 当所考虑的多项式没有有限的全局下确界时, 本文中算法是如何产生结果的.

例 5.4 设 f = x6 − 2x4y2 + y6 − x2y2 − yz2 + 2z4. 计算 inf f(R3).

根据算法 4.3 和 4.4, 我们执行如下运算:

(1) 作为第一步, 我们得到 {f(e1η, e2η, e3η) | ei = ±1, i = 1, 2, 3} = {η4 − η3, η4 + η3}. 显然,

η4 − η3 和 η4 + η3 的标准化都为 ∞.

(2.1) 对于多项式 f
( )
⟨⟩ = x6 − 2x4y2 + y6 − x2y2 − yz2 + 2z4, 计算 f

( )
⟨⟩ 的所有偏导数如下:

P
( )
⟨⟩ := {6x5 − 8x3y2 − 2xy2, −4x4y + 6y5 − 2x2y − z2, −2yz + 8z3}.

关于字典序 x ≺ y ≺ z, 通过吴方法获得由 P
( )
⟨⟩ 所得的如下一组完全的升链:

{C1, C2, C3, C4},

其中 C1 := [x, y, z], C2 := [x, 24y4 − 1,−4z2 + y], C3 := [5x6 + 32x4 + 10x2 + 1, 3x4 − 4x2y2 − y2, z], 且

C4 := [40x8 + 256x6 + 96x4 + 16x2 + 1, 3x4 − 4x2y2 − y2,−4z2 + y].

空集 { }既是 C3又是 C4的惟一 RUR族,因为 5x6+32x4+10x2+1和 40x8+256x6+96x4+16x2+1

在 R 中都没有根. 注意到, ξ1 := (t, 0, 0, 0) 是 C1 的一个 RUR. 从而 min(f
( )
⟨⟩ : ξ1) = f(0, 0, 0) = 0.

输入指令 rurc (C2, [x, y, z]), 我们获得 C2 在 R 中如下 RUR:

ξ2 :=

(
− 1536t4 − 3072t3 − 960t2 − 96t+ 29 + 18432t8, 0,

4(144t4 + 48t3 + 3t2 + 2)

3(256t3 + 160t2 + 24t+ 1)
,
192t4 − 8 + 288t3 + 60t2 + 3t

3(256t3 + 160t2 + 24t+ 1)

)
.

输入指令minrur (f
( )
⟨⟩ , ξ2, [x, y, z], t), 我们获得 f

( )
⟨⟩ 关于 ξ2 的如下最小值:
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min(f
( )
⟨⟩ : ξ2) = [3456z2 − 1,−33/32, 0].

(2.2) 对于多项式 f
(±1)
⟨1⟩ = η6 − 2η4y2 + y6 − η2y2 − yz2 + 2z4, 计算 f

(1)
⟨1⟩ 的所有偏导数如下:

P
(1)
⟨1⟩ := {−4η4y + 6y5 − 2η2y − z2, −2yz + 8z3}.

关于字典序 y ≺ z, 通过吴方法获得由 P
(1)
⟨1⟩ 所得的一组完全的升链: {C5, C6, C7}, 其中 C5 := [y, z],

C6 := [−2η4 + 3y4 − η2, z], 且 C7 := [−16η4 + 24y4 − 8η2 − 1, −4z2 + y].

注意到, ξ5 := (t, 0, 0) 是 C5 在 R 中的一个 RUR. 从而

π(min(f
(1)
⟨1⟩ : ξ5)) = π(f

(1)
⟨1⟩ (0, 0)) = π(η6) = ∞.

输入指令 rurc (C6, [y, z]), 我们获得 C6 在 R 中如下 RUR:

ξ6 := (3t4 − 2η4 − η2, t, 0).

输入指令minrur (f
(1)
⟨1⟩ , ξ6, [y, z], t), 我们获得 f

(1)
⟨1⟩ 关于 ξ6 的如下标准化最小值:

π(min(f
(1)
⟨1⟩ : ξ6)) = −∞.

根据算法 4.4, 我们有 inf f(R3) = −∞.

事实上, 通过解 ξ6 := (3t4 − 2η4 − η2, t, 0), 我们有

f

(
η,± 4

√
2η4 + η2

3
, 0

)
= f

(1)
⟨1⟩

(
± 4

√
2η4 + η2

3
, 0

)
= η6 − 4η5 + 2η2

9

√
6η2 + 3.

由此易见 limη→+∞ f(η,± 4

√
2η4+η2

3 , 0) = −∞.
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Algorithms for computing the global infimum and minimum of a polynomial

function

XIAO ShuiJing & ZENG GuangXing

Abstract By catching the so-called strictly critical points, this paper presents an effective algorithm for com-

puting the global infimum of a polynomial function. For a multivariate real polynomial f , the algorithm in this

paper is able to decide whether or not the global infimum of f is finite. In the case of f having a finite infimum,

the global infimum of f can be accurately coded as (h; a, b), where h is a real polynomial in one variable, a and

b is two rational numbers with a < b, and (h; a, b) stands for the only real root of h in the open interval ]a, b[.

Another usage of our algorithm is to decide whether or not the infimum of f is attained when the global infimum

of f is finite. In the design of our algorithm, the well-known Wu’s method plays an important role.

Keywords: polynomial optimization, global infimum, global minimum, strictly critical point, transfer

principle, Wu’s method, rational univariate representation
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