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摘要    为了更好地模拟曲线边界等不规则岸线附近, 波浪传播及其破碎后形成的波生流问题, 该文建立了

正交曲线坐标下近岸波浪和波生流耦合数值模型; 即采用可综合考虑近岸区波浪反射、折射和绕射等效应的

双曲型缓坡方程计算波浪场, 采用近岸深度平均的二维浅水方程计算波生流场, 应用辐射应力的概念, 使波

浪模型为流场模型提供驱动力. 波浪和波流模型基于相同的正交曲线网格, 应用高效的 ADI 有限差分格式进

行数值求解. 将曲线坐标系下的耦合模型应用到半圆形水槽和凹型水槽两个物理模型中, 数值模拟的结果分

别和解析解、实验值及已发表的数值结果做了比较. 模型实验验证表明, 该文建立的数值模型比较准确、有

效, 可以应用到防波堤和河口等具有复杂边界和复杂地形的实际海域. 
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波浪以及破碎所产生的波生流场是近岸海域重

要的水动力现象, 是规划设计海岸工程, 了解泥沙输

运、海岸变形和近岸污染物扩散输移等近海问题的最

基本因素[1]. 目前比较成熟的近岸波浪模型有缓坡方

程模型和Boussinesq模型等; 对波生流的研究多基于

辐射应力的概念展开 [2]. 根据 Longuet-Higgins 和

Stewart[3]的表述, 辐射应力被定义为由于波浪传播和

破碎引起的波浪剩余动量流, 这一动量的存在改变

流体的受力, 引起波浪增减水及波生流.  

基于缓坡方程的近岸波浪及波生流数值模型 , 

一般是在直角坐标系下采用差分格式求解的[4~6]. 但

是在近岸区域, 地形和岸线往往比较复杂, 采用规则

矩形网格建模的常规方法易造成网格大小无法随地

形变化, 而且计算域边界与实际边界不吻合, 从而增

加计算量, 并减少计算精度. 在实际工程中, 工程师

们通常更关心不规则岸线附近波浪和流场的分布 , 

如河口、岛屿、码头和防波堤附近.  

适体曲线坐标能够实现对曲折边界的无缝拟合, 

可以根据地形的变化调整网格的大小; 而且曲线坐

标转换一般不会对数值求解方法产生太大的影响[7]. 

它是目前计算流体力学中较为常见的处理复杂边界

的数学方法. 学者们从 20 世纪 80 年代就在近岸波、 
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流数值模型中发展了边界适用的曲线网格 [8]. Kirby

等人[9,10]将适体坐标和保角映射的概念引入到曲线坐

标下的缓坡方程中, 并求出规则波浪在半圆形弯道

中传播的精确表达式. 近年来, Shi[11]和Zhang等人[12]

分别将曲线坐标引入到各自的抛物型缓坡方程中 , 

得到了可靠的数值结果. 这些研究发现, 曲线坐标变

换可适用于对复杂边界和复杂地形区域波浪的数值

模拟, 减少边界处的计算误差. 尽管在曲线坐标系下

研究近岸波浪已经趋于成熟, 但是更进一步地波生

流的研究却不多见.  

本文的宗旨是建立一种适用于近海区域复杂地

形和多变边界的数值模型, 实现对近海区域水动力

因素更精确的数值模拟. 选用 Copeland 双曲型缓坡

方程[4]作为波浪模型, 为正交曲线坐标系下的二维浅

水方程数值模型提供辐射应力等驱动力, 计算波生

沿岸流和裂流. 

1  数值模型 

基于线性波浪理论的缓坡方程是研究近岸波浪

传播变形有效的数学模型. 目前的研究比较多地采

用抛物型方程为波流场提供驱动力 [13,14], 但是抛物

型方程推导过程中假设波浪主要沿 x 方向传播, 从而

不能直接反映波浪主要传播方向上的反射作用 [4]. 

Copeland 双曲型缓坡方程[4]因为其形式简单、求解方

便, 并可综合考虑波浪的折射、绕射和反射效应而被广

泛应用于推算大面积缓坡海域波浪的传播. 本文采

用辐射应力的概念研究波浪破碎产生的波生流, 即

耦合波浪模型和流场模型, 使用独立的波浪模型为

流场模型提供波浪参数用来计算辐射应力等驱动力. 

1.1  正交曲线坐标系下波浪模型 

根据坐标变换的定义 , 在正交曲线坐标下

Copeland 双曲型缓坡方程表达为[4] 
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其中 1 和 2 是任意正交曲线坐标系的坐标方向; 
1

g

和
2

g 为拉梅系数; C 和 gC 分别为波浪传播相速度

和群速度; 为波面变化函数; P 和Q 为曲线坐标系

下波浪水质点沿水深垂向积分的速度函数, 他们和

直角坐标系下的对应量 P 和 Q 的关系为 P   

 
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 双曲型缓坡

方程和二维浅水方程形式上比较相似, 这使得本文

对波浪和波流模型的数值求解方法是统一的. 

波浪模型中, 波浪入射边界条件为 

  0 0 0 0 0( , , ) sin ( cos sin ) ,x y t A k x y t       (4) 

式中 0A 为入射波振幅; 0 为入射波波向角; 0x 为入

射边界位置; 为波浪角频率.  

波浪辐射边界条件的格式为 
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式中 为边界处波向角. 然而, 边界处的波向角在许

多情况下是很难确定的, 必要时本文在边界若干个

网格内设置阻尼层[15]. 侧边界选用全反射边界条件.  

一般认为, 当波浪传到某点的波高 H 大于该点

的最大破碎波高 bH 时, 该点波浪发生破碎. bH 可由

下面的经验表达式确定为 

 ,bH h  (6) 

式中 h 为当地水深,  为波浪破碎指标, 通常结合实

际地形取 0.6~0.8. 

1.2  正交曲线坐标系下波流模型 

深度平均的二维浅水方程在正交曲线坐标系下

的形式可表达为如下形式. 连续性方程为 
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2 方向动量方程 
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式中 为平均水面的变化函数; U 和V 分别为 1 和

2 方向沿水深平均流速; h 为静水深;  g 是重力加

速度; 
1 1

,S  1 2
,S  2 1

S  和
2 2

S  分别为曲线坐标系下波

浪引起的辐射应力分量; 
1 和

2 为 1 和 2 方向的

表面切应力分量; 
1b 和

2b 分别为 1 和 2 方向的底

部切应力分量; 
1mA  和

2mA  为 1 和 2 方向的湍流应

力项.  

辐射应力分量可表达为[16]  
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式中 H 为波高,  为波浪传播方向. 忽略表面切应

力, 底部切应力表达为 
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式中 0u 为近底波浪水质点水平速度幅值, 可由线性

波浪理论得出 0 02 / ,u a T   T 为波浪周期, 0 /a H  

 2sinh kd 为由线性波浪理论得出的波浪质点近底水

平轨迹振幅, H 为波高,  k 为波数, h 为当地水深; U, 

V 分别为沿岸波流场中离岸方向和沿岸方向的水流

速度分量; cf 为波流综合作用下的底摩擦系数, 可通

过实际地形或通过实验手段确定. 湍流应力项可表

达为[16] 
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式中 t 为紊动黏性系数, 本文采用公式 0t u H   计

算 [17], 其中 0.8,   为无因次量, 0u 近底波浪水质

点水平速度幅值, H 为当地波高. 

假设初始时刻计算域内水位是静止的, 并且没

有初始流速, 即在流场模型中平均水面升高 0 , 流

速分量 0U 和 0V 的初始边界条件都为零. 离岸波浪入

射边界远离波浪破碎区, 且本文不考虑非波浪破碎

引起的水流运动, 故离岸波浪入射边界处 ,  U 和V

都为零.  

岸边界和开边界均采用如下边界条件为 
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式中 n为边界外法线方向.  

1.3  控制方程的离散和求解 

正交曲线坐标系下变换的控制方程中每一项和

原始方程都是一一对应的, 这表明直角坐标系下的

数值离散和求解格式同样适用于对推导方程求解 . 

本文依照 Zheng 等人[5]和 Tang 等人[6]的做法, 采用时
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间层同步空间层交错的网格, 运用高效的 ADI 差分

格式, 对变换的控制方程进行离散和求解. 以波流模

型为例说明该数值方法, 即前半步长, 连续性方程在

1 方向采用隐式格式, 2 方向采用显式格式, 而 1

方向的动量方程采用隐式, 2 方向的动量方程采用

显式格式; 后半步长恰好相反. 这样交替完成一个时

间步长的求解, 下一个步长重复此过程, 直到达到计

算要求为止.  

2  数值模型的验证与结果分析 

2.1  波浪模型的验证 

基于缓坡方程, Dalrymple 等人[18]运用谱分析和

坐标变换的方法研究波浪在半圆形水槽中的传播变

形, 并求出了解析解. Kirby 等人[10]、Shi 等人[11]和

Zhang 等人[12]先后应用各自的抛物型方程在曲线坐

标系下对该物理模型进行了数值验证; 同样在曲线

坐标系下, Shi等人[7]采用Boussinesq方程验证了该物

理模型的通用性. Dalrymple 等人[18]分别研究了波浪

在 3 个不同宽度的水槽中的传播变形; 其中波浪在最

宽的水槽中呈现出明显的折射和强反射效应. 基于

此, 本文选择最宽的水槽作为研究对象.  

该半圆形水槽的平面布置图如图 1所示; 水槽旋

转了 180°; 外径 R 和内径 r 分别为 200 和 75 m; 水槽

内的水深为等水深 4 m. 正交曲线坐标变换可表达为 

 
2 2

1 ,
x y

R r






 (23) 

 1
2

1
tan .

y

x



    
 

 (24) 

波浪从下端右侧开口处入射, 在水槽内基本上 

 

 
 

图 1  半圆形水槽[19]布置示意图 

沿逆时针方向传播, 经左侧开口出射. 线性波入射波

波高和周期分别为 0.5 m和 4 s. 为保证在一个波长内

有至少 8 个计算节点, 整个计算区域划分成 400×250

个计算网格, 见图 2. 沿径向网格大小是相等的, 也

就是 0.5 m; 而沿圆弧方向上网格是等弧度的; 这样

划分使得区域中最大的网格出现在水槽的外边界 , 

最小的网格在水槽的内边界. 尽管本文使用的离散

格式是无条件收敛的, 但是考虑到波浪的强反射等

效应和精度, 计算中采用的时间步长是 0.125 s. 数值

模拟中发现, 波浪在出射边界处的波向角很难确定, 

计算中应该在出射边界附近设置适当宽度的海绵层, 

否则很难得到合理的数值解. 
 

 
 

图 2  半圆形水槽[18]的计算网格 
计算中采用的网格密度是该图所示的 4 倍 

 

本文采用的是时变双曲型缓坡方程, 这使得我

们在计算中可以得到波浪沿水槽传播的整个过程 . 

图 3 所示分别为波浪入射 t=30, 60 和 120 s 的瞬时相

对波面分布图. 从图 3 中可以看出, 入射波开始时基

本上沿直线推进, 但是随着渠道的弯曲, 在内墙附近

开始出现波浪的绕射现象; 随着波浪的传播, t=60 s

图 3 中显示外墙的反射作用明显加强, 对波面的分布

产生很大的扰动.入射大约 120 s 后, 波浪充满整个水

槽; 从 t=120 s 图中易发现, 波浪在 30°~90°之间的弯

角处, 反射波和衍射波产生强烈的叠加现象, 传过

90°之后, 波面重新变得规则. 在出口附近的外边界, 

反射作用再次加强, 使得此处的波面分布较内墙处

显得很不规整. 

图 4和 5比较了某时刻沿外墙和内墙的相对波面

分布, 以及沿 35°和 60°径向的相对波高分布的数值

解和解析解[18]. 整体上, 本文结果与理论解吻合良好. 

这表明本文建立的数值模型是准确的. 此外, 相比于

Dalrymple 等人[18]的解析模型, 本文的模型可以清晰地

表达波浪传播变形的时间历程, 而求解比 Shi 等人[7] 
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图 3  波面在半圆形水槽[18]中随时间变化图 
 

建立的曲线坐标系下的 Boussinesq 模型要高效的多. 

特别是双曲型缓坡方程求解相对简单的特点在该算

例中得到了充分体现; 利用本文的计算方法和笔者 

的计算机(Pentium IV: 2.42 GHz CPU, 512 MB RAM), 

只需要大约 800 步循环便可以得到理想的数值结果, 

整个过程持续 5 min 左右. 考虑到良好的计算效果, 

曲线坐标系下的数值模型可以用来模拟具有曲折边

界的大范围实际海域的波浪分布.  

2.2  波流模型的验证 

在近岸海域, 伴随着波浪的破碎和波高的衰减, 

形成的海岸水域流体流动的现象, 称为近岸波生流. 

波生流普遍存在于破碎区内和破碎区附近, 产生的

同时往往伴随着波浪增减水, 即破碎带附近平均水

面的升降变化 . 波生流可分为沿岸流 (Longshore 

Current)和离岸流(Rip Current); 沿岸流是因为波浪斜

向入射平直海岸引起的, 流向一般平行于岸线; 离岸

流又被称为裂流, 是壅高于岸边的水体通过破碎带

回流海洋的现象, 裂流呈条状, 持续时间短、流速快, 

流向几乎与海岸垂直[1,19].  

Hamm[20]实验研究了波浪在凹型槽斜坡地形上

的传播、破碎及波生流的分布, 随后, Sørensen 等人[21]

采用 Boussinesq 方程对该实验模型进行了数值验证. 

凹型槽实验所用的水槽大小为 30 m×30 m, 是在 1:30

均匀斜坡上开挖一个凹型水槽形成的, 物理地形如

图 6 所示. 水深变化由以下表达式给出,  

 10
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25 25
0.1 1 3exp ,
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图 4  沿 35°和 60°径向相对波高分布数值解和解析解[18]比较图 
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图 5  沿外墙和内墙相对波面分布数值解和解析解比较图[18] 

 

 
 

图 6  凹型水槽水深分布图(单位: m) 
 

Hamm[ 2 0 ]的实验考虑了多种入射波 ,  为了和

Sørensen 等人[21]的 Boussinesq 数值解形成对比, 本文

也选取入射波高 0.07 m, 周期为 1.25 s的规则波情况. 

在波浪数值计算中, 将整个计算区域划分成 200×300 

个单元, 如图 7 所示; 时间步长取 0.1 s. 大约经过

200 次的迭代过程, 程序就达到稳定. 图 8 给出了沿 y

等于 15 m 的中线处和 y 等于 5 m 处的波高计算结果 
 

 
 

图 7  凹型水槽的计算网格 
计算中采用的网格密度是该图所示网格的 4 倍 

 

 
 

图 8  横向波高变化数值解和实测值[20]的比较图 
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和实验值比较图 [20], 可以看出两者的吻合良好; 波

高随着水深的变浅逐渐升高, 达到一定程度即破碎. 

在波生流数值计算中, 采用与波浪计算相同的

网格; 但是时间步长取 0.05 s, 以实现对流场更加精

确的模拟, 并根据实验选择恒定的底摩擦系数 cf. 由

于波面升高在横向和沿岸分布的不均匀性, 导致平

均水面升高梯度的产生, 如图 9和 10所示. 这个梯度

是波生沿岸流产生的直接原因, 波浪在两侧较中线

先行破碎, 从两侧生成的波生流流向中线附近汇合, 

并在沿凹槽处形成裂流; 因为波流相互作用和地形

的对称性, 在凹槽两侧产生对称的两个环流场, 图

11 为这两个环流场中一个. 图 9 和 11 还比较了本文

计算结果和 Sørensen 等人[21]采用 Boussinesq 方程得

到的数值结果, 可以看出两者比较一致. 图 12 给出了

沿中线处的裂流流速变化结果和 Hamm[20]实测结果

的比较, 两者吻合较好. 这表明本文的数值模型是准

确可靠的. 

3  结论 

 本文在正交曲线坐标系下建立了基于双曲型缓

坡方程的近岸波浪和波生流数值模型; 运用独立的

波浪模型计算波浪场, 并为曲线坐标系下浅水方程

提供辐射应力等驱动力计算波生流场; 波浪模型和

波流场模型在相同的任意曲线网格中, 运用高效的

ADI 有限差分法离散求解. 本文对波浪在半圆形水

槽中传播运动和波浪在凹型水槽中破碎生成流场两

个模型实验进行了数值模拟; 数值结果分别和解析

解、实验值以及已发表的数值结果吻合较好. 结合数

值结果的验证表明, 本文的波浪数值模型可以高效 
 

 
 

图 9  平均水面变化等高线比较图 
(a) 本文数值解; (b) Sørensen[21]数值解 

 

 
 

图 10  横向断面平均水面变化图 
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图 11  深度平均流速分布比较图 
(a) 本文数值解; (b) Sørensen 数值解[21] 

 

 
 

图 12  凹型槽中线处裂流流速数值解和实验值[20]的比较 

 
地考虑波浪反射、折射和绕射等效应共同作用下的波

浪传播; 相比于 Dalrymple 等人[18]的解析模型, 本文

的数值模型可以清晰地表达波浪传播变形的时间历

程; 而在求解方面比 Shi 等人[7]建立的曲线坐标系下

的 Boussinesq 模型更加高效. 此外, 耦合的波生流数

值模型, 计算精度较好, 真实地反应了波浪在近岸区

破碎生成的沿岸流和裂流的分布, 以及波浪增减水

的情况. 本文建立的数值模型, 可以提高模拟具有曲

线等不规则边界近岸海域中波流场分布的精度, 并

减少计算量.  

正交曲线变换能够实现对一般曲折边界的数值

模拟, 但是当地形特别复杂多变时, 生成正交曲线网

格就比较困难. 所以本文的模型需要改进成非正交

曲线坐标下的数值模型, 实现对边界更加适应的拟

合. 此外, 原始的Copeland双曲型缓坡方程近年来得

到了广泛的应用和发展, 考虑了计算速度、陡坡、非

线性项、不规则波等各类条件, 本文的控制方程若能

融合这些发展, 势必更好地实现描述近岸波浪和波

流场的目的. 
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Numerical simulation of nearshore waves and wave-induced 
currents based on mild-slope equation  

in curvilinear coordinates 
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State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 116023, China 

In order to correctly simulate water waves and wave-induced currents in areas with curved boundary and other irregular 

coastlines, this paper presented a combined numerical system in orthogonal curvilinear coordinates. The hyperbolic 

mild-slope equation, which is known as an efficient tool for nearshore wave field taking into account the wave reflection, 

refraction and diffraction effects, was employed as the wave model. The shallow water equations including radiation 

stresses were employed as the current model in curvilinear coordinates. The wave model was actually used as a 

driver-model to provide radiation stresses, the gradient of which generate the wave-induced current. The coupled models 

were numerically solved separately by ADI finite difference scheme in the same curvilinear grids. Two cases of 

numerical validation of a circular channel and a rip channel showed that the established numerical model was accurate 

and efficient, and had the potential to be applied to complicated domains with varied boundaries, such as estuaries and 

harbors in actual engineering. 
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