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学科辑阁 A中

指数级数及幂级数的一些拟必然性质

余 家 荣
( 武 汉 大 数 学 系 学)

摘 要

本文研究指数级数 艺
召 。 。 `“ 。 一 几砂 及 乞 士 。 。 。 一孟砂 的一些拟必然性质

.

在一定条

件下
,

它们拟必然 以收敛轴即虚轴上每一 点为 iP ca dr 点或 oB elr 点
.

在一定条件下
,

幂级数 乞
召 , 。 烟

,

zn 及 艺 士 an 广 拟必然以收敛圆
,

即 !
:
! ~ 1 上每一点为至少 袱> 0)

级的 H
a d a m a r d 点

.

从 B o r e l 及 s t e in h a u s 的想法出发
, P a l

e y 及 z yg m u n d〔
, J
证明了指数级数

艺
a , 。 ! 切· e 一 ` ” ,

( 1)

万 士 a , e 一 ` · `

( 2 )

几乎必然有相同的收敛半平面
,

且几乎必然其收敛轴为自然边界
,

这里 。 < 又,

< 又2

< … <

机个+ co
, 了
一 二 + 八

, 二 及 才 为实变数
, 召 。

为复常数
,

( 2 ) 式的各项中的 士 号以及 ( l) 式的各

项中的 。 ,

〔 【o , 2司 都是任意取的
.

在条件

丽 丛丝 < + co
” , 。 孟刃

下
,

应用 aP l ey 及 即 g m u
dn 的结果

,

作者 2[] 证明了 : 当级数 ( l) 及 ( 2 ) 定义整函数时
,

几乎必

然有下列结果
:

0 函数在每个水平带形中的增长性与在全平面的增长性 相 同
.

11) 在 有限 正

( R ) 级情形下
,

函数在足够宽的每一水平带形中必有一水平 B or el 线 ; 在无穷 ( R ) 级情形下
,

每一水平直线为函数的 oB elr 线
.

对于在半平面收敛的级数 ( l) 及 ( 2 )
,

作者
〔, , 们
得到了相应的

结果
.

在讨论几乎必然性质时
,

把 ( l) 或 ( 2 )式中每一级数看作一个概率空间中的一点
.

我们也

可把它看作一个紧拓扑空间中的一点 ; 对这空间中一个第二类 aB i r 。 集成立的性质
,

称为
“
拟

必然
”

(
“ q u a s i

一 s u r e ” ,

简写为
“ q

.

,
. ”

)性质
.

文献 〔:
,

6一曾经证明
: 如果 艺

a . e 一 `二 有 实 系数
,

” = I

且有有限的收敛轴
, ~ a ,

那么级数 ( 2 ) 拟必然以 二 一 a 为自然边界
.

在本文中要证明
: 当

本文 19 81 年 9 月 12 日收到
.
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{ 又
,

} 满足 一定条件时
,

级数 ( l) 及 ( 2 ) 的一些几乎必然性质也都是拟必然性质
.

幂级数在收敛圆上 H ad
a m a记 奇异级的相应问题

.

一
、

两个紧拓扑空间

为了论证方便起见
,

我们先叙述一些已知结果阴
.

设 口* 为 〔0
, Z o J ( 0 及 2二

我们还研究

看作一点 )或

{一 1 ,

1}
.

令 口 一 X 口* ,

并记 。 中的元素为
之= 1

间 I 定义为 :
存在着某一正整数

。 ,

使

。 ~ ( 。
: , ` o : ,

… )
,

其中
。 , * 〔 口 *

·

。 中的区

卜 (户
灸

卜 (
、

勇
1

叫
这里在 口* 一 〔0 , 2们 情形

, I * 为 口 * 中一 (开 )区间或 口* 本身 ;在 口* ~ {一 1 ,

l} 情形
,

八 为

士 1 或 口 ,
本身

.

已给 口 中的点列 {。
`ff ,

} ~ { ( 。 l
” ’ , 田 )

” , ,

… ) } 及一点
〔。

= ( 。
1 , 〔。 2 ,

… )
,

如果当
n

一
+ co 时

, 田沪 ” 切 , (友一 ` , “ , ”
’

)
,

则称点列 {田
( ” ,

} 收敛于极限点 田 ,

记作 黔
。 功

一
加 ,

或 。 (ff) 。 co (
, 、 + co )

.

可以证明
,

{
〔。 〔” ’

} 收敛于 。 的充要条件是
: 对于含 。 的任何 区 间

I
,

当 n
充分大时

, 。 ( ” ) ` 1
.

如果 A ( C 。 ) 中任何收敛点列的极限点属于 A ,

则称 A 为闭集
.

如果集 B ( 〔 。 ) 的余集

为闭集
,

则称 B 为开集
.

可以证明
, B ( c 口) 为开集的充要条件是

: 对任何 。 〔 B ,

存在着一

个含 功 的区间 I 仁 B
.

这样引进拓扑后
,
口就成为一个紧拓扑空间

.

·

设实值函数 g ( 。 ) 一 g (。
, ,

DL : ,

… ) 在 。 上有定义
.

如果对于 口 中任一点 (,) *

及任一点

列 。 ` ” , ” 。 *
(
。 ” co )

, g ( 。
`” ,

) ` g (。
*

)
,

则称 g ( 。 ) 在 。 上连续
.

可以证明
,

如果 。 ( 。 )

在 D 上连续
,

那么对于任何实数
召 ,

{ 。 !抓。 ) 簇
。
} 为闭集

,

{
〔。

】g ( 。 ) > 。
} 为开集

.

关于复

值函数有相应的定义及结果
.

设 二
( 。 ) 是关于 。 ` 口 的一个命题

.

如果在 口中可数个稠密开集的交集上
,

式 。 ) 成 立
,

则称
二
(。 ) 拟必然 ( q

.

5
.

) 成立
.

二
、

指数级数的增长性及值的分布

设 {
a ,

} 及 {又
,

} 同前
,

并且 、

li m
刀 一 )

+ 旧

10 9 !
a ,

! _
。

—
— U , ( 3 )

则指数级数

il m lo g n ~
刀 ` 十。 万了

+ 苗

r (
,
) 一 艺 a , e 一又, `

(
; = a +

, z
)

,

(斗)

以 “ > 0 为收敛及绝对收敛半平面
.

M (
。
) ~

令

一二

戮几
十 。 !f (

a + i t
) 1 ( a > 0 )

.

函数 了(力在 二 > 0 内的 ( R ) 级是

夕 一 l im
口峥 小 O

1占9 1古g 对 ( a )

一 10 9 汀
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在 p一 十c o情形
,

仿照熊庆来的方法
,

引进正增函数 试 r) 及 u (
厂

) (
;

> 的
,

使

lim p (
r

) = + 叩
,

v (
r
) =

; p (『 , ,

五二 Io g U (
, `

)

一
十 。

loe (U
,

) 一
对于 r

’

~
r
十

—
lo g U交

r

)

如果

lim
口 咔 + 0

1古9 1占g 对 (。 )
,

/ 1 、
10 9 0 1一 )

\ J /

则称 。

粉
为 , (

·

, 在 了 > 0 内的 (“
一

。 级
·

当

il m 一 一 D < + co
, 、 十 。 凡

。
( 5 )

时
,

我们可得到 p 或 p (
,
) 与级数 ( 4 ) 式的系数及指数的关系

’ 3 ,9] ` ,
.

还可进一步考虑 p ~ o 情形
.

当 ( 2
.

3 ) 式成立时
,

我们有

丽 竺创五上( 丽
” , + ` 10 9 又

, ` ” + 0

1占g 材 ( a )

一 l o g a

令

蕊 lim

卜

丛业业 + l

10 9 凡
”

先证明 ( 2
.

4 ) 式中第一个不等式
.

il m
口 咔十 0

卫变四亘工 _

一 fo g a

考虑 。 城 友< 十 co 情形
,

任给 6 > O
,

存在着 几 > 0 ,

使当 0 < a < a 。

时
,

从而对任何正整数
n

M ( a) <

(劣
+

“

,
“ ·

’一 ` · `

<

(去)
“ “

,
`

二
_ , , 、 ,

1
10 9 } a ,

} < 戈友十 6 少10 9 一 十 偏汽
J

当 ”
充分大时

,

取
。 一 于是

1占g {
a ,

l < (咬+ 。
) 10 9 凡

,

+ l

因而

il m
邪咔十

l占g !
a 。

!

10 9 又
。

< 友十 6
.

由于
6 是任意的

,

( 6 )式中第一个不等式 ( 0 钱 左< 十 co 情形 )得证
.

这一不等式在 交一

时显然成立
.

其次
,

证明 ( 6 ) 式中第二个不等式
.

令

( 6 )

+ 0 0

)J 在文献 〔8 , 9j 中 , 只提出了条件 ( 3 )
.

而为了得 到这里提到的结果以及文献 3[ , 4j 中其他有关结果
,

必须加上条件

(二
.

事实上
, 在文献 「3」, 第 l

二
上 , 为了得到

誉
以 `
一

。

(寺 )(a
一 + 0), 必须加上条件 (5) 式

.
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而一些旦些业 一

~
卜二 f og瓜

左
’ .

考虑 0毛 形 < + c o情形
,

任给
￡ > 。 ,

存在着 N > 0 ,

当 。 > N 时
,

!
a ,

} < 嵘
, 十 “ .

我们有

M (的 簇 艺 }
。 ,

}
。 一

切 十 艺 又二
`十 ` e 一 ` · “ “ 一 “ ’ e 一 ` , “ “

蕊 艺 !
。 ,

!
。 一 ` , 。

+ , u p { ;龚
`+ · 。 一 `一 〔̀ 一 ,

, =飞 N 十 1 ` , < 十二
艺

e 一又· ’ `

” = N + 1

簇 艺 !
a ,

!
亡一 `俨 + 二p

{
(、

`

+ ·
) `

。 g 交
`

+ 6

a ( l 一 。 )

一 (*
,

十 · )」
O

( )
(
。
一 + 0 ’

` ,
·

由此导出 ( 6 )式中第二个不等式 (0 簇 形 < + co 情形 )
.

这一不等式在 军一 十 二 时显然成

立
.

由前段证明
,

( 6 )式 中第一个不等式在 形~ + co 时也成立
.

由本段证明
,

第二个不等式在

形一 十 co 时成立
.

( 6 ) 式证完
.

如果不但 ( 5) 式成立
,

而且

lim
邓寸+ 刃—

一 E < + co
,

10 9 又
,

( 7 )

那么

li m
口价 十 O

1占g 八了( a )

一 lo g a
lim

刀 净+ 的

z占g !
。 ,

1

10 9 凡
。 ’ ( 8 )

由 ( 6 ) 式的证明
,

可见在条件 ( 5 ) 下
,

从而在条件 ( 7 ) 下
,

( s) 式在一边为 + co 时成立
.

考虑到 ( 6 )式
,

为了完成 ( 8) 式的证明
,

只须证明在这式右边 一 形 < + co 情形下
,

其右边 ( 衬
.

与前面证明一样
,

任给
。 > 。

,

存在着正整数 N
,

使得

M (
。
) ( 见 l

a ,

!
。 一 `一 + 艺 几轰

’ 十 , “ e 一几。 ` e 一 “ ,。 “
,

” = N + 1

( 艺 a1
,

’ 。 一切 十 s u p [几霖
’ + 2 已。 一几, 口

]
N十 1 毛 ” < 十 。

万
e 一 “ , 。 g `·

” = N + 1

镇 艺 l
a 。

!
e 一 `俨 +

e x p (“
`

+ 2 ￡ ,
。̀ g

甲

架粤
一 (*

,

+ 2· ,
{

O

(含)
(
一

+ 。 )
2 )

.

由此可推出 ( s) 式的左边 ( 形
.

( s) 式证完
.

设 {
召 。

}及 {又
,

} 与前面一样
,

满足 ( 3 ) 及 (力 式
.

于是指数级数

f
,

(
; ; 〔刀

) 一 万
a 。 e `田 ff e 一 ` · `

( 。
.

〔 夕
一 [ o

,

2 , ] ) ( 9 )

及

1) 容易证明
, x k

’
+ `。 一 x ` (“ ) (

x
> o ) 在

x 左
’

+ 8

此外
, 由 ( 5) 式

,
可找到正数 及

,

使得 机

a ( l 一
s
)

>
。
/友 (

n
=

达到最大值 ex p }(左
左

`

十 8 , 1

十 叼
l o g es , 二夕 ; 一 - - , 气尸 一 L尺

口 气l

一 ` 少

+ “ ,」
,
2

,

… )
.

因此

艺
冲 ` y + 皿

。 一 ` ,

、 全
。

号
”

= l

l 一 亡峭
口 , 人

= o (卫一、 e a , + o )
\ 占口 /

2 ) 比较第 9 页上底注
.
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f
:

(
, ; 。 ) 一 E a , ` , , 。 e 一 , ” `

( 。
,

` 口
,

。 {一 l , x } )
.

( 10 )

以 。 > 0 为收敛及绝对收敛半平面
.

令

M ,
(
a ; 功 ) 一

_ 二

uttP<
; 。

If
,
(
a + i` ; 田 ) !

,

(
a > 0 ; l 一 1 , 2 )

,

M
,

(
a , a ,

8 ; 。 ) = , u p I f
,

( a + i t ;
〔走〕
) }

,

a ( t ( 尽

其中
。 及 声是满足

a < 夕的任意两实数
.

与前面一样
,

我们可分别确定 f ,
(
, ; 。 ) 在 二 > o 内的 ( R ) 级及 ( R

一
尸 ) 级

.

由文献 [ 3
,

4王

中的结果
,

这些级与 l 及 。 无关 ; 当 ( 7 ) 式成立时
,

由 ( s) 式
,

il川
口 , + 0

l占g M ,
(
a ; 。 )

一 lo g a

也与 l 及 。 无关
.

定理 2
.

1
.

设级数 ( 9 ) 及 ( xo ) 式满足 ( 3 ) 及 ( 4 ) 式
,

并且

级应的为 那么丽 」玺些处卫
一
一

” ” + , 10 9 又
,

P

P + l
( o 提 p 成 + co )

,

其中当 p ~ + co 时
, 户

p + l

fI (
, ; 〔。

) (。 ` 口 ; l ~ l , 2 ) q
.

5
.

具有下列性质
:

i ) 对任何实数
“ 及 夕 (

a < 召)
,

il m
口 峥十 0

1占9 1占g M
,
(
。 , a ,

夕; 。 )

一 10 9 口
( 1 1)

ii) 当 0 < p < + oo 时
,

收敛轴 , 一 。 上任一点是至少 p 级
、

至多 p 十 1 Bo r e l ( R )

点
.

证
.

现证明 i)
,

先证 l 一 1 情形
.

1) 中结论在 p 一 。 时显然成立
.

设 。 < p < + 00
.

把

{
e “̀ ”

} 看作 s et i n h a u s
序列

,

那么 f
,

(
; ; 。 )

a
.

5
.

具有性质 i )
.

取一点 。 ~ 。 ’

〔 口 ,

使其满足

( 1 1) 式
L,〕 , )

.

把 全 体 有 理数 排 成 序 yIJ {
, , }

,

则存在 着 {
: , 。 一 a , ,。

+ i , , m
}

,

使 口 , ,。

毒0
, ` , 二

一 编

(户” + co )
,

lim 竺经查且丛应丝三址 一 。
.

, , 。
一 lo g a , 二

事实上
,

取 , ,
杏。 ( , , < 夕)

, 。 ,
杏0

.

由于 ( 1一) 式在 田 一 。 ’ , a
~

`二 一 , , ,

尽一 ,。 + , , 时

成立
,

存在着
了p 二

(
。 p , > o

, ,。 一 , , 簇 , p。 镇 t , + : , )
,

使

,̀ g ,̀
1

(
,一 ; 功

,

, ,一 ,̀ · “
!

(
· , 加 , ,

一
,

一
+ , , ; 田

`

, >

(素 )
户一 ” ’ ·

显然可取 丙 m
毒 0

.

令

)J 在文献 〔 3 J定理 斗
.

1的证明中
,

应将所有半带形 凡 , 二 {
,

1口 > 0
, a 提 , 提产} (其中 a 及月为有理数 ) 排成一序列

{aB
,

咐
.

由于 , , 一不
。
}、 鱼丛些华导鲤

2一 ,

下的概率 为
, , 可见芍

A , 的概率也是
、 l厅呻+ 。

一
互 u吕 u , 夕. 1
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,̀
!

(
` , , , 〔进)

,` >

合
,̀

1

(
/, ,·

, `丈〕 `

, ,
功

rJ
、月̀

扣Uù
一一ō

G

它是可列个开集的并集
,

因而也是开集
.

现证 ` , ,

在 口内处处稠密
.

口 中任何开集必含一区

间 z 一 {
。。

卜
; , 〔 I , , 。。 2 ` I :

,

…
, 。 ,、 〔 I ;

}
,

其中 I ; ,

…
,

I , 是 [ 0
,

2 , ] 中的区间
.

只 需 证

G , 。

门 Z 尹 小
.

选取 。 1 ,

使 , ) 。 1

时
,

客
,一 , <

专
, ,

1

(
了 , , ; 一 ) ,

·

在 I 中选取 。 *
~ (。 广

, 〔
才

,

… )
,

使

。护〔 I : ,

…
, 。 拿〔 I ; , 。 忿+

:
一 ` + , , 。言+

2

一
。 ,

导
+ : ,

… 于是

f
,

( , , , ; `。 *

) 一 艺

一
竺

a , e “ ”

广
。 一 几, ` , ,

a s e `。 ;
e 一 几,` , , 万

a , e “̀

;
。 一 “

· , 。 + 见
a * e `。

产
e一 , `’ ,气

因而
,̀

1

(
/, 二 ; 功 `

) , > ,̀
1

(
/, 阴 , 〔。 `

, , 一
合

,̀
1

(
了 , , ` 田” ,

一 生 lr
,

(
, , 。 ; 。 ,

) } (。 ) 。 ,

)
.

艺

由此可见
, 。 * ` G二

, ,

亦即 G 。 ,

门 I 特 小
.

当 。 * * 。 自 自 G , ,

时
,

对任何正整数 。 ,

由 。 * 水 〔 G , ; ,

存在着 。 , ·

使

田二 。

{
勿

1
. ,

1

(
! , , , ; 〔·

, , >
含

,,
!

(
` , 1一 ` 切” ,

由 。 * * 〔 G
, , , , , + 工 ,

存在着 2P > 户
: ,

使
田二 。

{
切

1
, ,

1

( ! , : , ; 功 , , >
合

,̀
1

(
! , 2 , 寻

, 田
`

, ,

依此类推
,

可见存在着严格递增正整数序列 { iP }
,

使

,̀
1

(
! , ,阴 ; 切 ” , , >

合
,̀

1

(
了 , ,二 , 切 ” }

于是

缥

l古9 1占9 l j
,

(
; ,产 ; 田 * *

) l
) il m

l占9 1占g }r
,

(
; , , , ; 田

`

) !

10 9 ( l / J , ,附 ) 一一
一
-

一一
-

一 P ,

10 9 ( l /
。 , 、。 )

从而
l占9 1占g ! j

l

(
` , , ,·

; 田 * *
) }

五m

一
j ” 。 10 9 ( l /外

,

因此对含 {
,
!
。 > o , t ~ t 。 } 的任何水平半带 形 {

,
}。 > O , a ( 多城 夕}

,

田 一 田 * *

P < + co

明
.

, 。 < p < + co 时成立
.

由于 {
t
打 在 (一 co

,

+ co ) 上处处稠密
,

情形下得证
.

仿照以上不难证明 p ~ 十 co 情形
.

结论 i) 时 l ~

( 1 1) 式 在 l ~ l ,

i ) 在 l ~ l
,

o <

2 也可同样作出证

利用 i)
,

按照文献 【31 定理 4 .4 可证明结论 11)
.

根据文献 〔31 系 斗
.

1与定理 4
.

3 以及文献 【4 ]
,

仿 照定理 2
.

1 的证法
,

可以证明 :
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定理 2
.

2
.

设级数 (9) 及 (0 1) 式满足 ( 3) 及 (5 )
,

并且

il m
月斗 十的

l古9 l
a ,

1

丫石
~ 十 0 0

那么 f ,
(
、 ; 田 ) ( 。 〔 口 ; l 一 1 , 2 ) q

.

5
.

具有下列性质
:

i) 对任何实数
a 及 夕 a( < 夕)

·

五m 0 1占g M ,
(
。 , a ,

夕; 。 ) ~ + 00
.

口 峥十 0

11) 收敛轴叮 一 。 上任一点为 f l
(
; ; 口 ) 的 P i e a r d 点

定理 2
.

3
.

设级数 ( 9 ) 及 ( 10 ) 满足 ( 3 ) 及 ( 5 ) 式
,

并且

i而I es 一 一兰鳖丛一一一 = 1 ( !
召 ,

l > l )
,

” ” ’ l o g u (又
,

八
0 9 {

a 。

】)

这里 p (
,
) 及 U (

r ) =
r p` r , 是对 (斗)式中的 f (

;
) 按照前述方式定义的

.

那么 f, (
s ; 。 ) ( 。 〔 。 ;

l 一 1
,

2 ) q
.

5
.

具有下列性质
:

i) 对任何实数
。 及 夕 a( < 刃

,

il m
口 冲+ 0

l古9 1占g M
`
(`

, a ,

夕; 。 ) _

lo g U ( l /
。
)

ii) 收敛轴 ` ~ 0 上任一点是 f , ( , ; 。 ) 的 试咬/的 级 oB er l ( R
一
月 ) 点

,

这里 左为一常数
.

应用 ( 6 ) 及 ( s) 式
,

可以证明
:

定理 2
.

4
.

设级数 ( 9 ) 及 ( 10 ) 式满足 ( 3 ) 及 ( 5 ) 式
,

并且

一
l占

。
l
a _

1
il l n — ” ~ 友> 0

.

那么 fl (
, ; 。 ) (。 〔 口 ; l ~ 1 , 2 )

刃申 O J

q
·

s
·

10 9 凡
,

具有下列性质
:

i) 对任何实数
“ 及 夕 (

“ < 刃
,

左( 卿
。 」查旦卫生业兰卫

2
卫宜三业 ` k 十 1

_

10 9 ( l / a )
( 12 )

11) 如果 ( 7 ) 式成立
,

那么对任何实数
a
及 夕 (

a < 夕)
,

il m
口 斗 十 0

l占g M
; ( 。

, a ,

声
10 9 ( l /。 )

。 ) _
二

— 一 代

当证明 i ) 时
,

在级数 ( 9 )及 ( 1 0 )式中
,

先把 {
。 “ ,

}及 { 。
.

}分别看作 s t e i n h a u s
序列及 R a c le m a -

hc
e :

序列
.

于是仿照文献 【3] 定理 4
.

1的证明
,

并注意第 10 0夕页的底注
,

可以得到
: f, (

; , 。 )
二

.

5
.

具有性质 i)
,

然后可以像定理 2
.

1 的证法一样
,

完成 i) 的证明
.

应用同样的方法证明 11)
.

当级数 ( 9 ) 及 ( 1的 定义整函数时
,

也可得到与定理 2
.

1一 2
.

4 相应的结果
.

关于幂级数的相应结果可立即推出
.

三
、

幂级数的奇异级

考虑收敛圆为单位的幂级数

石 ( 二 ) 一 艺
a , z · ,

( 1 3 )
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于是 F(的在!
。!< 1内解析

.

1江a da ma r 沙
,夕, 定义了 F (幻 在收敛圆上

、

在收敛圆的一段弧或

一个点上的奇异级
.

收敛圆上具有奇异级 交的点称为 友级 H ad
a m ar d 点

.

H ad
am ar d 证明了 F (的

、

在收敛圆上的奇异级为
:

而 些经皿 + l

” 冲 ` lo g n

如果它大于 1 ,

由 ( 6 ) 式
,

我们有

丽 」鱼
.

{三业 镇
, , + 二 10 9 刃

这里

,

不
。

全斋豁先
《 石竺旦二上+l

,

。 冲 二 10 9 ”
( 1斗)

.

才名 (
犷
) ~ In a X

{公 {二 f

{F (
: ) ! ( o < r < 1 )

.

aH da m ar d 还证明了 : 如果 F (幻 在弧 r 一 {
。 ` ,

1甲
,

成 甲毛 甲 2

} 上的奇异级为 互
,

那么对任何

互
,

> g
,

zim ( l 一
:

)
“ ,` 汤多 (

, ,

甲: ,

甲:

) 一 o
,

r 申 1 一 0

五m ( 1 一
r
) 若

` I
,

一 o ,

r 啥 1一 0

( 15 )

( 16 )
这里

夕拢
z

(
; , 甲 : , 甲:

) 一 In a X

甲 1《 甲百甲
! F (

r 。 `甲
) 1( o < / < 1 )

,

I
,

是 F ( , 。 伸 ) 在弧 r
,

~ {
; 。 “ }甲

,

蕊 甲 簇 和 } 上的偏 差 (&
a r t

)
.

F (习 在 1刻 ~ 1 上 一 个

H ad
a
m ar d 点的级是含逐点的所有圆弧上的奇异级的下确界

.

考虑幂级数

、/、 .夕ù了UO
, .J,.1了、了̀r ,

(
。
; 。 ) 一 艺

a , e : , · z ·

( 。
。
。 。

。

一 [ o
,

2 二 ] )
,

F Z

(
z ; 功 ) 一 艺

a 。 。 。 : ·

( 。
,

。 。
,

一 {一 l , l } )
,

其中 {
a 。

} 与 ( 1 3 ) 式的 {
a 。

} 相同
,

1刻 ~ 1 上有相同的奇异级
.

令
“ 落 ,

(

十 闰

。 〔 口 (0) ~ X 口
。 .

显然
,

F , z ; 。 ) (的 〔 口 ( o , ; l ~ l
,

2 ) 在

。 ) 一 1l l a X

0 < 甲 《 2泥
) F

;
(

r 。 ` , ;

口

褚
,
(

r , 甲 : ,

甲2 : 。o
) =

In a X

甲 l书甲 ( 甲 2

IF
,
(

r 己 ` , ; 田 ) !

。 ) !
,

( o < 犷 < 1 )
.

如果 lF (
: ; 。 ) 在 }lz ~ 1 上有奇异级 左

:
十 1 > 1 ,

那么 由 ( 6 ) 式
,

有

及镇 il m
r 4 1 一 0

一占g
L

才
,

(
r ; 。 )

一 10 9 ( 1 一
,

)
提 友+ l ;

又由 ( 12 ) 式
, F :

(
z ; 。 ) ( 。 〔 口`o , ; l 一 1 , 2 ) q

.

5
.

具有下列性质
:
对任何 甲 :

及 甲: ` [ o
, 2 , ]

(甲
,

< 甲:

)
,

左成 丽
一古g

。尸

矿
:
(

r ,

祥
l妙

, 甲 , ,

甲 2 ;

一 10 9 ( l 一
r

)

。 )
( 左+ 1

r 呼 1 一 0
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—
一一

~

— ——
-

—
-

— 一一
~

一

一

一一
.

一一
由此可见

,

对任何 。 (0 < ￡ < 妇
,

以及任何 甲 :

及 甲 2 〔 [ o
, 2 , 〕 (甲

,

< 礼 ),

1 9 8 3

五m ( 1一
, )灸

一气Z

了 , ( , , 甲: , 甲2 ; 。 ) ~ + co
r 冲 1 一 O

于是 !川 ~ 1 的任何弧上的奇异级 ) 左
.

由此得 :

定理 .3 1
.

设级数 ( 17 ) 及 ( 18 ) 的收敛半径为 1 ,

并且

悠
1占9 1

。 。

!

lo g n

~ 友> 0
.

那么 F ,
(石

这一性 质
:

田 ) 在 }川 一 1 上的奇异级为

}川 ~ 1 上每一点是至少 左级的

交+ l (。 〔 口`0 , ;

H
a da

m a r d 点
.

2 )
,

并且它们 q
.

5
.

具有
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