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基于 Schweizer-Sklar T-范数的 

模糊逻辑系统* 

张小红 1,2**  何华灿 2  徐  扬 3 

(1. 宁波大学理学院, 宁波 315211; 2. 西北工业大学计算机学院, 西安 710072; 3. 西南交通大学 
应用数学系, 成都 610031) 

摘要    基于 Schweizer-Sklar T-范数, 提出了一个新的模糊逻辑形式系统 UL*, 
证明了系统 UL*的可靠性和完备性, 并指出著名的 SBL~系统是 UL*的语义扩张, 
而 IMTL∆系统是 UL*当两个“非”运算重合时的特例. 最后分析了 UL*系统与其他

模糊逻辑形式系统的关系, 并从 Yager 的“与度”、Whalen 的“模糊规则交互作用
的强度”概念出发, 说明了系统 UL*中参数 p的含义及其在近似推理中的应用. 

关键词    T-范数  模糊逻辑系统 UL*完备性  模糊逻辑系统MTL  近似推理 

近年来, 模糊逻辑和模糊推理的基础研究日趋活跃, 如 Hajek 提出了基础逻
辑系统 BL(见文献[1]), Esteva与 Godo提出了模糊逻辑系统 MTL(见文献[2]), 应
明生深入研究了模糊推理、蕴涵算子(见文献[3, 4])以及模糊量词, 王国俊建立了
模糊逻辑的形式演绎系统 L *, 创建了较CRI方法更有效的模糊推理三 I算法及新
型三 I算法(见文献[5~7])等. 

在模糊逻辑中, 选择怎样的蕴涵算子对模糊推理的效果有直接影响. 由于 T-
范数较好地反映了逻辑“与”的性质, 因而模糊逻辑系统中所选择的蕴涵算子基
本上都与某种 T-范数相伴. 然而要刻画人们日常推理中的灵活性(或柔性), 选择
带参数的 T-范数似乎更为合理. 事实上, Klement与 Navara在文献[8]中就研究了
基于带参数的 T-范数—— Frank T-范数的模糊逻辑系统; 吴望名和王国俊等分别
在文献[9, 10]中研究了带参数的 Kleene系统和 Hα系统; Whalen在长达 50页的文
献[11]中研究了由 Schweizer-Sklar T-范数导出的剩余蕴涵簇, 并将其中的参数 p
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与模糊规则之间交互作用的强度联系起来 . 这些正是本文形式地研究基于
Schweizer-Sklar T-范数的模糊逻辑系统的出发点. 

本文首先研究了 Schweizer-Sklar T-范数及其剩余蕴涵的性质 , 随后基于
Schweizer-Sklar T-范数, 提出了一个新的模糊逻辑形式系统 UL*, 证明了系统
UL*的可靠性和完备性, 并指出著名的 SBL~系统(见文献[12])可看成是 UL*的语

义扩张, 而 IMTL∆系统(添加了投影算子∆后系统 IMTL的扩张形式)是UL*的特例. 
最后分析了 UL*系统与其他模糊逻辑形式系统的关系, 指出 UL*系统中投影算子

∆在非可换模糊逻辑形式化中可能的作用, 并从 Yager 的“与度”(见文献[13])、
Whalen的“模糊规则交互作用的强度”出发, 说明了系统 UL*中参数 p的含义及
其在近似推理中的应用.  

值得指出的是, 在模糊逻辑系统 UL*中, 逻辑非“−”是对合的, 但“−”与
“ ”是相互独立的, 这里“¬”的含义是“ A=A p0”. 另外, 尽管 UL*中

有算子∧, 但它不是“逻辑与”, &p才是“逻辑与”的抽象. 文献[14]中给出一般
模糊推理的形式化定理, 体现了模糊逻辑与模糊推理相结合的研究思路, 文中充
分运用了运算“⊗”, 而它相当于这里的&p(刻画的是 T-范数的特征). 本文通过
对含参 T-范数中参数的合理解释, 以反映模糊推理中的柔性(实际上有众多的学
者在研究带参数的模糊逻辑控制, 如文献[15~17, 24]), 这可能是模糊逻辑与模糊
推理相结合的新途径.  

¬ ¬ →

1  Schweizer-Sklar T-范数及其剩余蕴涵 

Schweizer 与 Sklar 在文献[18, 19]中提出如下 T-范数定义(也可参见文献[11, 
20]): 
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在 p>0时 可能无意义, 如 x = 0或 y = 0时 0出现在分母上. 此

时, 令其对应的 T-范数值为 0. 对于 p → −∞, p → 0, p ∞, Schweizer-Sklar T-范数
定义为 

( p px y− −+ −

→

0

0,    ( , ) [0,1) [0,1),
( , )

min( , ),    ,

( , ) min( , ), ( , ) .

SS

SS SS

x y
T x y

x y

T x y x y T x y xy

−∞

∞

∈ ×⎧
= ⎨
⎩

= =

其他  

定义 1.1[5]  设P是偏序集, P上的二元运算⊗与 叫做互为伴随, 若以下条

件成立: 

→
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(M0) : P×P P是单调递增的; ⊗ →
(R0) : P×P → P关于第一个变量是不增的, 关于第二个变量是不减的; →
(A) a b≤c当且仅当 a≤b c, a, b, c∈P, ⊗ →

这时( , )叫做 P上的伴随对. ⊗ →
称与 T-范数 相伴的运算→为剩余蕴涵. 容易证明, Schweizer-Sklar T-范数

对应的剩余蕴涵为(见文献[11]) 
⊗
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注 1  对于 时, 文献[11]中没有对若干特殊点进行讨论, 

这使得最后的剩余蕴涵表达式出现歧义. 为此, 特作以下分析: 

( ,0) (0, )p ∈ −∞ ∪ ∞

1) 当 p>0 时, Ip(x, 0)= 这是因为, 按照剩余蕴涵的定义 0 0 = 

sup{z|Tp(0, z)≤0}=sup{z|0≤0}=1. 而当 x≠0 时, x 0= sup{z|Tp(x, z)≤0} = 
sup{z|Tp(x, z)=0}=0, 因为 p>0, x≠0时, 只有 z=0满足 Tp(x, z)=0.  

1, 0,
0, 0.

x
x

=⎧
⎨ ≠⎩

→

→

2) 当 p>0时, 1 px y− −− + 可能非正(如 1−0.1−2+0.5−2 = −95, 1−0.2−1 + 0.25−1 = 

0). 此时, 按照剩余蕴涵的定义易得 Ip(x, y)=1(实际上, 此时必有 x<y). 

当然 , 也可以仍用一个表达式 Ip(x, y) = 
1

min(1, (1 ) ),  p p px y p
−

− −− + ∈

p

 

来表示与 Schweizer-Sklar T-范数相伴的剩余蕴涵, 但需要作如下

约定(p>0): Ip(0, 0)=1; x≠0时 Ip(x, 0)=0; 如果 非正, Ip(x, y)=1. 

( ,0) (0, )−∞ ∪ ∞

(1 )px y− −− +

以下用 p 表示 Schweizer-Sklar T-范数, p 是其对应的剩余蕴涵. 据( ⊗ p, 

p)为伴随对, 应用文献[5]中命题 7.2.3, 定理 7.2.8, 7.2.10(或直接验算)易得如下
定理. 

⊗ →
→

定理 1.2  对于任何实数 p及 有 , , [0,1]x y z∀ ∈

(SS1) ;p px y y x⊗ = ⊗  

(SS2) ( ) (p p p p );x y z x y z⊗ ⊗ = ⊗ ⊗  

(SS3) 1 , 1p p ;x x x→ = ⊗ = x

( ) ( );p p p p

 

(SS4)    1;px y x y→ =≤ 当且仅当

x y z x z y→ → → →≤(SS5)  
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);(SS6) ( ) (p p p px y z x y z⊗ → = → →  
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其中∨, ∧分别为上、下确界运算.  
现引入如下 0-1投影算子∆及非算子“−” 

1, 1,
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则容易证明如下结果. 

定理 1.3  对于任何实数 p及 有 , , [0,1]x y z∀ ∈

(SS10)     (SS11) ( 0)px x∆ ∨ ∆ → = ( ) ( ) (x y x∆ ∨ ∆ ∨ ∆≤ y  

(SS12)     (SS13) , 1 1;x x∆ ∆ =≤ ( );x x∆ ∆ ∆≤  

(SS14) ( )p ;px y x∆ → ∆ → ∆≤ y ;    (SS15) ( )x x− − =  

(SS16) ( ) ( );x y y x⇒ − −≤ ≤     (SS17) ( ) (( ) (p p )).x y y∆ → = ∆ − → −x  

注 2  一般地, , 如取 p=−2, x=0.4, 则有 . 

这说明 , 投影算子∆不能像文献 [12]那样定义为

( ) 0px x∆ ≠ − → 0, ( ) 0 0.8px x∆ = − → =

,x x∆ = ¬ ∼  即不能定义为

. ( ) 0x x∆ = − →

2  模糊逻辑系统 UL*及其可靠性定理 

以 Schweizer-Sklar T-范数及其剩余蕴涵为背景, 我们引入如下模糊逻辑系统
UL*, 它可以看成 MTL 逻辑系统的扩张—— 附加一个新的对合否定“−”及投影
算子“∆”的 MTL逻辑系统.  

定义 2.1  设 S是无穷集, “−”和“∆”是 S上的一元运算, &p , p, ∧是 S

上的二元运算, 0为真值常量. F(S)是由 S生成的(−, ∆, &p, p, ∧)型自由代数. 
称 F(S)中具有以下各种形式的公式为公理:  

→

→

(UL1) (A pB) p ((B → pC) p(A pC));   (UL2) (A&p B) → p A; → → → →
(UL3) (A&p B) p (B&p A);                  (UL4) (A∧B) p A; → →
(UL5) (A∧B) p (B∧A);       (UL6) (A&p (A → p B)) p (A∧B); → →
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(UL7) ((A&p B) pC) p (A p(B pC)); → → → →
(UL8) (A p(B pC)) → p((A&p B) → pC); → →
(UL9) ((A p B) → pC) p (((B p A) pC) pC); → → → → →
(UL10) 0 pA; →
(UL11) (A p (−A)) &p((−A) pA); → →
(UL12) ∆A∨( ∆A);                (UL13) ∆(A∨B) p(∆A∨∆B); ¬ →
(UL14) ∆A pA;                   (UL15) ∆A p∆∆A; → →
(UL16) ∆(A pB) p(∆A p∆B);     (UL17) ∆(A pB) p∆((−B) p(−A)), → → → → → →

其中¬ A是 A p 0的简写, A∨B是((A pB) pB)∧((B pA) pA)的简写. 有
下述两个推理规则: 

→ → → → →

MP规则(分离规则)—— 由 A和 A p B推得 B. →
必然推理规则—— 由 A推得 ∆A. 
由公式集 F(S)、公理(UL1)~(UL17)以及上述推理规则组成的系统称为 UL*. 
系统 UL*中的证明、定理等概念可以按文献[5]中的方法定义, 记号├的意义

也同文献[5].  
容易证明下面的结论(见文献[1, 2]或直接验证)成立. 

定理 2.2  以下公式是系统 UL*的定理: 

(T1) A p(B pA); → →
(T2) (A p (B p C)) → p (B p (A p C)); → → → →
(T3) A → p A; 
(T4) (B pC) → p(A&pB p A&p C); → →
(T5) A&p(B&pC) p(A&pB)&pC, (A&pB)&pC pA&p(B&pC); → →
(T6) (B p C) p ((A → p B) p (A p C)); → → → →
(T7) (−A) p A, A p (−A); → →
(T8) A → p (A∨B), B p (A∨B); →
(T9) (A&pB) p(A∧B), A → p (A∧A); →
(T10) (A p B)∨(B p A); → →
(T11) (A∧B) p(B∧A), (A∨B) p(B∨A); → →
(T12) ((A → pC)∧(B pC)) p((A∨B) pC); → → →
(T13) ((A → pB)∧(A → pC)) p(A p(B∧C)). → →

定理 2.3  在系统 UL*中有 

(T14) 若├B p C, 则├(A→p B) → p (A→p C); →
(T15) 若├A p B, 则├(B p C) p (A p C); → → → →
(T16) 若Γ ={A p B , B → p C}, 则Γ├(A p C); → →
(T17) 若├A p B, 则├(−B) p (−A); → →
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(T18) ├A p (B → p (A∧B)); →
(T19) 若Γ ={A pC , B p C}, 则Γ├(A∨B) pC. → → →

定义 2.4  设 A, B∈F(S), 如果├A pB且├B pA, 则称 A与 B可证等价, 记

作 A≈B. 

→ →

定理 2.5  可证等价是 F(S)上的等价关系. 

定理 2.6  可证等价关系≈是 F(S)上的(−, ∆, &p, p, ∧)型同余关系, 即 →

(ⅰ) 若 A≈B, 则(−A)≈(−B). 
(ii) 若 A≈B, 则∆A≈∆B. 
(ⅲ) 若 A≈B且 C≈D, 则 A&pC≈B&pD. 
(ⅳ) 若 A≈B且 C≈D, 则 A p C≈B p D. → →
(ⅴ) 若 A≈B且 C≈D, 则 A∧C≈B∧D. 

定理 2.7  在系统 UL*中有如下的 De Morgan律: 

(T20) (A∧B)≈( A)∨( B); ¬ ¬ ¬
(T21) (A∨B)≈( A)∧( B); ¬ ¬ ¬
(T22) −(A∧B)≈(−A)∨(−B); 
(T23) − (A∨B)≈(−A)∧(−B). 

定理 2.8  F(S)上的可证等价关系≈具有下述性质:  

(T24) A&p(B&pC)≈(A&pB)&pC, (A&pB) p C≈A → p (B p C); → →
(T25) A∨(B∨C)≈(A∨B)∨C, A∧(B∧C)≈(A∧B)∧C; 
(T26) ∆A≈∆(A&pA); 
(T27) ∆A≈∆A&p∆A; 
(T28) ∆(A&pB)≈∆A&p∆B. 

定义 2.9  函数 v: F(S)→[0, 1]叫做 F(S)的 SS-赋值, 如果 v满足(p为任意确定

的实数并遵循前面第一节的约定) 
(ⅰ) v(−A) = 1−v(A); 
(ⅱ) v(∆A) = ∆(v(A)), 右端∆的定义如下: 

1, 1,
[0,1];

0, ,
x

x x
=⎧

∆ = ∈⎨
⎩ 其他

 

(ⅲ) v(A&pB) =
1

max( ( ) ( ) 1) , 0)p p pv A v B
−

− −+ − ; 

(ⅳ) v(A pB) =→
1

min((1 ( ) ( ) ) , 1)p p pv A v B
−

− −− + ; 

(ⅴ) v(A∧B) = min{v(A), v(B)}. 
可以在集合[0, 1]上引入相应的运算−, ∆, &p, p,∧, 使 F(S)的 SS-赋值是从→
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F(S)到[0, 1]的(−, ∆, &p, p,∧)型同态.  →
用Ω 表示 F(S)的全体 SS-赋值之集.  

定义 2.10  设 A 是 F(S)中的公式, 如果对任意的 v∈Ω 均有 v(A)=1, 则称 A

为重言式(永真式), 记为╞ A. 如果 A pB与 B pA都是重言式, 则称 A与 B逻
辑等价.  

→ →

容易验证 A与 B逻辑等价当且仅当对任意的 v∈Ω 均有 v(A)=v(B). 
以下定理表明: UL*中的语构关于语义Ω 是可靠的.  

定理 2.11(可靠性定理)  UL*中的定理一定是重言式, 即若 A∈F(S)且├A, 则

╞ A. 
证  只需证明 UL*中的公理(UL1)~(UL17)都是重言式, 并且 UL*中的 MP推

理规则、必然推理规则保持重言式.  
由定理 1.2, 1.3易知(UL1)~(UL17)都是重言式, 而仿照文献[5]中的方法容易

证明 UL*中的 MP 推理规则保持重言式. 以下证明必然推理规则保持重言式. 事
实上, 设 A是重言式, 则对任意赋值 v均有 v(A) = 1, 从而 v(∆A) = ∆(v(A)) = ∆1 = 1, 
所以 ∆A为重言式.  

注 3  ①文献[12]提出了具有对合否定的逻辑系统 SBL~(其中的对合否定“~”

相当于本文的“−”), 它是基于严格 T-范数的, 且 0-1投影算子∆可由两个非运算
定义, 即∆ϕ = (~ϕ ). 但系统 UL*中“―”、“ ”、“∆”相互独立. ②文献[2]中提
出逻辑系统 IMTL, 它只有一个非运算“ ”且是对合的. 可以仿照文献[1]中为
BL系统添加投影算子 ∆得到扩张BL∆的方法, 建立 IMTL的扩张系统 IMTL∆. 需
要指出的是, 当系统 UL*中的两个否定“−”、“ ”重合时, (UL17)成为自然的公
理, 从而此时的 UL*正好是 IMTL∆. 

¬ ¬
¬

¬

3  UL*代数及 UL*系统的完备性 

依据自由代数 F(S)关于可证等价关系≈构成的(−, ∆, &p, p,∧)型商代数
[F]=F(S)/≈为背景, 我们引 UL*代数的概念, 并研究它的滤子理论, 借此证明系
统 UL*的完备性定理.  

→

定义 3.1  设 M是(−, ∆, &p, p,∧)型代数, 称 M是 UL*代数, 如果 M满足 →

(ⅰ) (M, &p, p,∧,∨,0,1)构成剩余格(相应的序为≤), 这里 0, 1分别是最小
元、最大元, 而∨定义为 

→

(P1) a∨b=((a p b) p b)∧((b p a) p a), ∀a, b∈M, → → → →
且满足 

(P2) (a p b) (∨ b → p a)=1, ∀a, b∈M. →
(ⅱ) “−”是关于序≤而言的 M 上的逆序对合对应, 即有 a≤b (−b)≤(−a)

且对任意的 a∈M成立(−a)= a. 
⇒
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(ⅲ) “∆”是 M上的一元运算, 且对任意 a, b∈M有 
(P3) ∆a∨( (∆a))=1; ¬
(P4) ∆(a∨b)≤(∆a) (∨ ∆b);    (P5) ∆a≤a; 
(P6) ∆a≤∆a;    (P7) ∆(a pb)≤(∆a) p(∆b); → →
(P8) ∆(a pb)= ∆((−b) p(−a));    (P9) ∆1=1, → →

其中 的意义是 a= a → p0, ∀a∈M. ¬ ¬

容易证明 F(S)关于可证等价关系≈构成的(−, ∆, &p, p,∧)型商代数[F]= 
F(S)/≈是一个 UL*-代数.  

→

定理 3.2  设 M是 UL*-代数, 则对任意 a, b∈M有 

(P10) 若 a≤b, 则(−b)≤(−a).    (P11) (−1)=0, (−0)=1. 
(P12) 若 a≤b, 则∆a≤∆b.    (P13) ∆a=∆∆a. 
(P14) ∆a&p∆( a)=0.    (P15) ∆a=1当且仅当 a=1. ¬
(P16) ∆a&p∆b=∆(a&p b).    (P17) ∆(−a)=∆( a). ¬
以上结论的证明类似于文献[12]中 Lemma 4 及 6, 但需要作某些修改, 如

(P11)的证明不能照搬文献[12]中的方法(因为文献[12]中的 A~2 在 UL*-代数中不
再成立), 可如下进行证明:  

因为 1 为最大元, 故有(−0)≤1, 应用(P10)得(−1)≤−(−0)=0. 于是(−1)=0, 而
(−0) = −(−1) = 1. 

另外 , (P16)可类似于本文定理 2.8(T28)进行证明 , 而 (P17)与文献 [12]中
Lemma 6(10)不同, 即一般地∆(−a)≠ a. 例如, 取 M=[0,1], 非运算“−”定义为
(−x) = 1−x, ∆为 0-1投影, &p, p分别为 p = −2时的 Schweizer-Sklar T-范数及其
剩余蕴涵, ∧为下确界运算, 则 M 是 UL*-代数, 而 ∆(−0.6)=0≠0.8= ¬ 0.6. 同时
此例还说明, UL*-代数中一般不成立 ∆x= (−x), 因为 ∆(0.4)=0≠0.8= (−0.4). 

¬
→

¬ ¬
容易验证全体 UL*-代数构成代数簇, 故应用泛代数的结果可以得到. 

定理 3.3  全体 UL*-代数构成的类关于子代数、同态象以及直积封闭. 

定义 3.4  设M是 UL*-代数, M的非空子集 F称为是M的一个滤子, 如果满足 

(F1) 若 a, b∈F, 则 a&p b∈F. 
(F2) 若 a∈F, a≤b, 则 b∈F. 
(F3) 若 a∈F, 则∆a∈F. 
(F4) 若 a p b∈F, 则(−b) p (−a)∈F. → →
一个滤子 F称为是素的, 如果还满足 
(F5) 对任意 a, b∈M, a p b∈F或 b p a∈F. → →

注 4  由于在 UL*-代数中一般不成立 ∆x= ¬ (−x), 故上述定义中的条件(F3)

不能像文献[12]那样由其他条件推出. 
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容易证明下面的结论成立. 

定理 3.5  设 M是一个 UL*-代数, M的非空子集 F是 M的一个滤子, 当且仅

当满足 
(F1′) 1∈F. 
(F2′) 若 a∈F, a p b∈F, 则 b∈F. →
(F3) 若 a∈F, 则∆a∈F. 
(F4) 若 a p b∈F, 则(−b) p (−a)∈F. → →
类似文献[12]中 Lemma 7, 8的证明, 可以得到如下结果. 

定理 3.6  对于 UL*-代数 M, 以下结论成立: 

(1) 如果 M是线性序的, 则对任意 a∈M−{1}有∆a=0. 
(2) 如下定义的关系≡F是 M上的一个同余关系, 其中 F是 M的一个滤子: 

a≡F b当且仅当 a → p b∈F, b → p a∈F. 
(3) M关于≡F的商代数 M/≡F是一个 UL*代数.  
(4) 商代数 M/≡F是线性序的当且仅当 F是 M的素滤子.  
(5) 如果 M是线性序的, 则 M是单的, 即仅有的滤子是{1}与 M. 

定理 3.7  设M是一个 UL*-代数, a∈M−{1}. 则存在M的一个素滤子 F满足

a∉F. 
证  首先证明如下结论成立: 

(P18) 包含一个滤子 F及元素 x的最小滤子是 
F′={u| v∈F, u≥v&p(∆x)}. ∃

事实上, 对于 F′来说, (F1), (F2)显然成立. 假设 u∈F′, 则有 v∈F使得 u≥
v&p(∆x), 据定理 3.2 (P12), (P16), (P13)得∆u≥∆(v&p(∆x))=(∆v)&p(∆∆x)= (∆v)&p(∆x), 
注意到∆v∈F(对滤子F应用(F3)), 所以∆u∈F′, 即F′满足(F3). 如果 a → p b∈F′, 
则有 v∈F使得 a pb≥v&p(∆x), 据(P5), (P8), (P12), (P13)可得 →

(−b) p (−a)≥∆((−b) p (−a))= ∆(a p b)≥∆(v&p(∆x))=(∆v)&p(∆x), → → →
这说明(−b) p (−a)∈F′, 即 F′满足(F4). 于是 F′是 M的一个滤子, 而它是“包
含滤子 F及元素 x的最小滤子”则是显然的. 

→

现在证明: 对于 a∈M−{1}, 存在M的一个素滤子 F满足 a∉F. 假设 F是不包
含 a的滤子(这样的滤子一定存在, 如{1}), 而 x,y∈M且满足 x py∉F, y → px∉F. 
利用上面的结论, 可以构造两个滤子 F1, F2, 它们分别是包含 F与 x → py, y → px
的最小滤子. 可以断定 F1, F2中至少有一个不包含 a, 否则, 由 a∈F1, a∈F2可得

(存在 v1, v2∈F) 

→

a≥(v1&p(∆(x py)))∨(v2&p(∆(y px))) → →
≥((v1&pv2)&p(∆(x py)))∨((v1&pv2)&p(∆(y px)))(由剩余格的性质, &p的单调性) → →
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=(v1&pv2)&p(∆(x py)∨∆(y px))              (参见文献[2]Proposition 1(30)) → →
≥(v1&pv2)&p(∆((x py)∨(y px)))          (由 P4) → →
=(v1&pv2)&p(∆1) = (v1&pv2)&p1              (由 P2, P9) 
=v1&pv2∈F                            (由剩余格的性质及定义 3.4 (F1)), 

从而有 a∈F, 这是一个矛盾. 于是, 按照这种方式, 可以构造一个不包含 a 的嵌
套的滤子序列, 而它们的“并”正是要寻找的素滤子. 

定义 3.8  设 M为 UL*-代数, 函数 v: F(S) M叫做一个 M-赋值, 如果 v是

(−, ∆, &p, p, ∧)型同态.  

→

→
用Ω (M)表示全体M-赋值之集. 设A是F(S)中的公式, 如果对任意的 v∈Ω (M)

均有 v(A)=1, 则称 A为 M-重言式(永真式), 记为╞MA. 如果 M是线性序, ╞MA简
记为╞A. 

类似文献[2]中定理 2和文献[12]中定理 6有如下定理. 

定理 3.9(完备性定理)  逻辑系统 UL*是完备的, 即对系统 UL*中的任意公式

ϕ, 以下各项等价: 
1) ϕ 是系统 UL*-的定理, 即├ϕ. 
2) 对任意的 UL*-代数 M , ϕ 是 M-重言式, 即╞Mϕ. 
3) 对任意线性序的 UL*-代数 M , ϕ 是 M-重言式, 即╞ϕ. 

4  关于 UL*-系统的意义及其在近似推理中的应用 

本节主要阐述模糊逻辑系统 UL*与其他模糊逻辑形式系统的关系, 借此说明
UL*的理论意义. 同时, 从 Yager的“与”度、Whalen的“模糊规则交互作用的强度”
概念出发, 说明系统 UL*中参数 p的含义, 借此阐明 UL*的应用价值.  

关于模糊逻辑形式系统, 著名的有 BL, L *, MTL, SBL~等系统, 其中 MTL是
基于一般左连续T-范数的较弱系统. MTL系统中的推理规则只有MP规则, 其“公
理集”如下(见文献[2]): 

(MTL1) (A B) ((B C) (A C)); → → → → →
(MTL2) (A& B) A; →
(MTL3) (A& B) (B& A); →
(MTL4) (A∧B) A; →
(MTL5) (A∧B) (B∧A); →
(MTL6) (A& (A → B)) → (A∧B); 
(MTL7) ((A& B) C) (A (B → C)); → → →
(MTL8) (A (B C)) → ((A& B) C); → → →
(MTL9) ((A B) C) → (((B A) C) C); → → → → →
(MTL10) 0 A. →
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x y

.y

不难看出, (MTL1)~(MTL10)正好对应 UL*系统的(UL1)~(UL10). 为什么要扩张
MTL去建立 UL*系统呢? 这可以从以下几个方面来说明:  

其一, MTL 系统没有对合否定, 这与通常¬ ¬ A≈A 的“直观”意义相差较
远, 也与系统 L *的整齐结构形成鲜明对比. 为了保留 MTL的广泛性 (基于一般
左连续T-范数), 同时又具备系统L *的对合否定, 这就促使我们建立UL*系统. 如
本文所述, UL*系统确实达到了预期目的.  

其二, 如文献[12]所述, 传统的模糊逻辑系统(如 BL和 MTL)将“逻辑非”取
作 A=A 0, 这就使得“逻辑非”依赖于蕴涵算子, 导致不同的蕴涵算子对应
的“逻辑非”具有不同的性质. 改进这种不尽合理的现象, 正是文献[12]建立新的
逻辑系统 SBL~的原因. 然而, 为了保证系统的完备性, SBL~限制在严格连续 T-范
数之下(SBL~名称中的 S正是“严格”的英文 strict缩写). 而本文建立的 UL*系统

去掉了“严格”的限制, 并且仍然具有完备性. 

¬ →

另外, 本文建立完备的 UL*系统的方法, 对于非可换模糊逻辑的形式化有直
接的推广价值. 近几年来, 受非可换线性逻辑 (它在逻辑程序设计、计算语言学、
模糊数据库等领域有重要应用价值)的影响, 几个基于伪 T-范数(pseudo t-norm)的
非可换模糊逻辑系统相继提出, 如 psBL, psMTL (见文献[25, 26]). 由于非可换
“逻辑与”的限制, 为了使这些逻辑系统具有完备性, 不得不添加了新的公理, 
分别形成完备的 psBLr, psMTLr系统. 事实上, 作者已初步证实(将在另文中详细
论述), 运用本文的方法, 通过引入恰当的投影算子∆, 不必添加新的公理, 可以
在非可换的情形下得到完备的模糊逻辑形式化系统. 

下面从系统 UL*中参数 p的含义出发说明系统 UL*的应用, 这要先从“与度”
和“强度”两个概念说起.  

Yager在文献[13]中首次提出“与度”的思想, 就是说人类在推理时对“与”、
“或”有不同的要求, 这是人脑灵活性的表现. 在文献[22]中如下定义了“与度”:  

1 1

0 0
AD( ) 1 3 ( , )d d ,f f x y= − ∫ ∫  

其中 f(x, y)是 Fuzzy“与”算子(通常选用 T-范数, 对于不连续的 T-范数, 可以像
文献[23]建议的那样取 Lebesgue积分). 从命题逻辑的角度看, 可以把“与度”理
解为命题之间的关联程度. 而按照上述定义, “最大与算子∧”的“与度”最小(恰
为 0), 这与我们直观的感觉恰好相反. 为此, 我们用它相对于 1 的补, 作为更具
直观性的“与度”h (理解为命题之间的关联程度) 的定义, 即 

1 1

0 0
3 ( , )d dh f x y x= ∫ ∫  

可以类似文献[22]中定理 4.1的证明得到 0≤h≤1. 由于“最大与算子∧”对应的
体积正好为 1/3, 因此 h的几何意义就是 Fuzzy“与”算子 f(x, y)与“最大与算子
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∧”的体积之比. 有趣的是, Whalen最近发表了长篇论文[11], 认为应该考虑模糊
规则之间的相互作用问题, 提出相互作用“强度”的思想, 并将 Schweizer-Sklar T-
范数中的参数 p与“强度”联系起来, 这与前述的“命题之间的关联程度”的思
想如出一辙. 这也正是本文建立基于 Schweizer-Sklar T-范数的模糊逻辑系统 UL*

的出发点.  
如同文献[11]所述, 在模糊逻辑的应用中, 人们关注的焦点是根据实际问题

选取恰当的模糊蕴涵算子, 基本上不考虑 If-Then 规则之间的相互作用问题. 而
事实上, 模糊规则不是孤立的, 在一个实际应用系统中, 它们的交互作用是有强
弱之分的, Schweizer-Sklar T-范数中的参数 p 正好用来描述这种作用关系. 本文
提出的 UL*系统, 其宗旨就是在形式系统中体现命题之间的关联关系, 为模糊控
制等应用领域提供可能的柔性逻辑基础. 下面借助“命题之间的关联程度”及三
I算法, 来分析系统 UL*在近似推理中的作用.  

考虑如下的模糊推理问题:  
(GMP)由公式 A B和 A*推得 B*. →
用系统 UL*及三 I 算法, 可给(GMP)一个解: 因为(A pB) p(A*

pB*) = 
(A*&p(A → pB)) → pB*, 要使(A pB)与(A*

pB*)更接近, 自然取 B* = A*&p(A → pB). 
而这实际上正好与&p的“合取”语义一致.  

→ → →
→ →

同样用文献[21]中的例子来说明问题. 假设公式 A 表示“西红柿红了”, 公
式 B表示“西红柿熟了”, A*表示“某西红柿相当红了”. 而对于 A B的真值, 可
能有多种理解, 如 0.7, 0.8, 0.9等; 对于 A*的真值, 同样可能有多种理解, 如 0.7, 
0.9, 0.95等. A与 B之间有一定的“关联程度”, 直观上看, 本问题中 A与 B之间
“有较大的相关性”, 故应取 h≥0.75(相对应的 p > 0). 

→

经计算有如下结果(取 p = 2, 使用数学软件 Maple 计算可得相应的 h≈
0.92)(表 1): 

表 1 

B* 
A* A→B 

SS范数 R0范数 

0.7 0.7 0.59 0.7 

0.7 0.8 0.64 0.7 

0.9 0.7 0.67 0.7 

0.8 0.9 0.75 0.8 

0.5 0.5 0.38 0 

0.3 0.7 0.29 0 

 
从表 1 可看出, 系统 UL*较好反映了常识推理, 特别重要的是, 人们可以根

据对 A与 B之间“相关性”的不同理解选择不同的参数 p, 使推理具有一定的柔
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性(但总的趋势大致相当). 而系统 L *总取 A*与 A B 中真值最小者, 过于刚   
性—— 如(0.9, 0.7)与(0.7, 0.7)没有区别; 同时, 对于 L *来说(0.5, 0.5)与(0.3, 0.7)其
结果均为 0, 这尽管可从文献[7]中“过半可信”原则得到一定程度的解释, 但对
于 A与 B之间关联程度较大时丢弃所有不过半的情况似乎有些生硬.  

→

综上所述, 在理论方面, UL*系统拓广了已有系统的适用范围, 同时保持了
完备性; 在应用方面, UL*系统通过参数体现了命题之间的关联程度, 对模糊控
制、近似推理等应用有一定的参考价值.  
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