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欧氏空间瞬子解的几何解释
`

谷超豪 沈纯理 胡和生 杨振宁

摘 要

本文利用黎曼几何学及共形映照下规范场的一些性质
,

用统一而自然的方式给

出 P o ly a
k o v , ’ : H

o o f t
,

J a e k iw
一

N
o h l

一

R e b bi 等人所得 到的瞬子解
,

并作 出儿何解释
.

近年来对欧氏空间 E 4

中 s u :

规范场的瞬子解进行了不少研究
〔1一 3J ,

已经知道 oP nt rj ag in

示性数为 友的 自对偶 (反自对偶 ) 瞬子解依赖于 8左一 3 个参数
,

其中相当一部分是有显 式 的

解析表达式的
〔,

,
2 ,

.

在本文中
,

我们利用黎曼几何学及共形映照下规范场的一 些 性 质
〔4] ,

用

统一而自然的方式给出所有这些具有显式表达式的瞬子解
,

并对此作出了几何解释
.

我们证

明了
,

这些瞬子解内在地联系于适 当的黎曼空间
,

且它的规范势就是由克氏记号分解而形成
.

一
、

瞬子解及共形映照

设 E 4

为 4 维欧氏空间
,

b 一 b o d x “
一 b么伽 ) d x “ X ,

( i 一 l
,

2
,

3
,

产 一 1
,

2
,

3
,

4 ) 为 S U Z

规

范势形式
,

其强度为
:

、 ./、少廿、、211乃乙ZJZ̀
、
Z、ó2.、

定义对偶强度

f
* ,
一 b *

.
,

一 b ;
,
*

一 [ b * ,

b ;

]
.

z九一 粤
。 , 、 口f

· ,
.

名

若 九
。
~ f九 或 一 f九

,

就分别称 b ~ b声尸 为 s u :

规范场的自对偶解或反自对偶解
,

它们都是无源解
.

又

、 一
办

“ ,̀
十
,,
’
一 ,̀̀

一`,
’

( 4 )

就是规范场的 oP nt jr ag in 示性数
,

这里

`一含
( ` + `

’
)

,

`一合( `一 `
*

)
,

广 具自对偶性
,

f一具反自对偶性
.

如果无源规范势 b。

满足
: 1

.

在无穷远处 九
;

~ 0 相当快
,

2
.

作用量有限
,

3
.

无奇点 (或规

范变换后无奇点 )
,

则称这样的无源解为瞬子解或拟粒子解
.

自对偶 (反自对偶 )的瞬子解是其

中重要一类
.

本文 19 7 7 年 10 月 11 日收到
.

承 本文是美 国纽约州立大学教授杨振宁于 1 9 7 7 年 7 月访华期问
,
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同样
,

我们也可以定义 斗维黎曼空间中无源的 s U :

规范场和自对偶 (或反自对偶 ) 的规范

场
,

并且已经知道
,

负载规范场的 斗维黎曼空间当空间受到共形变换而规范势保持不变时
,

无

源规范势保持为无源的
〔41 ,

自对偶 (反自对偶 )的规范势保持为自对偶 (反 自对偶 )的
,

这个事项

为求欧氏空间 E ;

的 s u :

瞬子解提供了一个有效的途径
.

二
、

共形欧氏空间的平行移动规范场

每个
n
维黎曼空间内在地决定一个 5 0 (n ) 的平行移动规范场

,

其规范势即克 氏记 号
『5 , .

特别
,

4 维共形平坦的黎曼空间 R ;

内在地决定了一个 5 0 ( 4 ) 平行移动规范场
.

设这空间的度

规为
:

J s ,

=
` 2“

( ( J x `

)
,
+ ( J

x Z

)
,
+ ( d

x ,

)
,
+ ( d

x `

)
,

)
,

( 5 )

其克氏记号为
:

{
“

{
一 。。。

, ,

+ 。:
, ,。
一 。 ; ,

,
, 几

( `
,

,
!

一
`

,

, ,
,

,

` )
,

、
拼刀

,

( 6 )

它就是 R ;

上 5 0 4

的规范势在 自然标架下的表达式
.

记 R ;

中和坐标 ( xl ,

…
,

护 ) 相应的自然

标架的基为 以
一

共、
,

那么变位方程为
:

、 O T 尸 /

二}
“

’

“ ’

( 7 )

刀 表示绝对微分
.

令
e ;

一
。 一叮

; ,

它们构成 R 4

的归一正交标架
,

在这正交标架下

D e ;

~ r众
,

d x , e * ,

=己势卜沉范心又删

其中

它对 几
,
群 为反称

, b
,

一 (砚
,

在正交标架下的方阵表达式
.

我们就得到 R ;

上的两个 S矶

r土
,

~ 占云,
, 。
一 占; 。 , , * ,

( 8 )

1
,

2
,

3 ,
4 ) 是 R 4

上的 5 0 4

群的平行移动规范场的规范势

玄
,

一决
,

)
,

这里
“ * ”

是关于指标 ; ,
; 的对偶记号

.

令

喜
,

一 生 ( 。
,

+ 玄
,

)
,

( 9 )

2

石
。

一 生 ( 占
,

一 玄
,

)
,

( 2 0 )

2

b
,

与 b
, .

现在把 R 、

和欧氏空间 E ;

相共形对应
,

把

相应的规范场为 乡户十 与
门

乡产一

+ 一

b
, , b

,

看成定义在 E ;

上的两个 S U Z

规范势
,

记

利用 ( s) 式
,

我们可将
+ 一

b
, ,

b
。

写成下述形式
:

~ 一
` 1 5左a

,了Y 走一 口 , 4Y i , 一 口 , i y i ,

b i 一

这里 X , ,

iy 为李代数

一
。 , , * , , , X * + a , ; X , ,

b ;
~ 一 , , ,X ,

( i
,

j
,

左= 1
,

2
,

3 )
,

5 0
`

( 4 ) 的基 :

( 9 )
`

( 1 0 )
,
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,

、、、....声产/

月.走

一

一

2才

l
、、、、

i一2
一一

、、、,...̀了z
一

一

一

、

{
_ 1 1

一
`

)
一

、

{
1 一 ` 一 , 1

)
一

、

(
一 1 , ` 一 ’

)
由于 [ X , , X , 1 ~ 。 , , * X * ,

[ Y
` ,

Y s ] 一 e , , , Y *
,

因而 尤 1 ,

尤 2 ,

尤 ,

与 Y , ,

一 1

)
·

( “ ’

y Z , Y ,

分别构成二个

1一

/矛了J召.1,、、、/夕了....IJ、、
`

!一21ú2
一一一一

s u Z

的李代数的基
.

从 ( 9 )
,

和 ( 1 0)
`

式就可见到 s u Z

规范势 b

人首先引人的 A n s a t z 〔, ,

,

与 b
,

实质上分别和
’ : H oo f : 等

b
,

~ i丁。 , 『 , 。 ,

b
,

= i云。 , 叮 , ,

相同
’ )

.

所以他们的两个 A ns at z

可以同时由共形平坦空间的克氏记号 自然地导出
.

( 12 )

( 1 3 )

三
、

具 自对偶性的解及其几何解释

已知线素为 (劝 式的共形平坦空间的曲率张量 R , “ , ,

的表达式为伙
e一 Za R * 、 , ,

一 占; 。 , 。 ,

+ 占。 ,
, , ,

一 谷: ,
, 。 。
一 占。 , 二* ,

+ (占
* , 占二

,

一 占* ,

占二 ,

)△
,。 ,

式中
叮 * ,

= J , ; ;

一 叮 , *口
, 二 ,

△ z a = 占
a夕a , a J , , ,

转换到归一正交标架
。

启 曲率张量为
:

反
: ; , ,

一
e 一“ R * 二 , 。 .

将 友协
, ,

关于前二个指标作对偶
,

得 岌九
, 。 ,

那么

( 1 4 )

( 1 5 )

( 16 )

九
, , * ; , ,

+ 反九
, ,

) ( 17 )

R 几
, ,

~
1

/
兴 之 。

万 、 K
` “ · “

一 入朴
· “ ,

·

( 18 )

所形成的 4 x 4 阵 (岌执刀
, ,

(反吞。 ) 就是了
十 和 雳

一 的强度 膝
,

际
,

这里 ;
,

产是矩阵的行

和列的指标
.

从 ( 1 7 )
,

( 1 5) 式通过直接的计算可知
:

1
. .

乡犷 一 为自对偶或
门

乡
~ 十 为反自对偶的充要条件是

:

△。
~ 0 (

“ > 0)
.

( 1 9 )

l ) 在文献 [ 2 ] 中 r ` )

X ,
或 Y`

代替 a `
/ 2 1

.

一
佘

〔a ` , a ,“
, : ` 4

一专
a ` , “ ,

一 了` , , 丁` ;

= 一乙
4 ,

式中 a , 为 p a u l i 阵
,

但我们现在用
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这里
“ ~砂

,

因此具这样的对偶性的共形平坦空间 R 、
可通过求解 aL p lac

e

方程得出
.

这样

我们就用几何的方法导出了文献 【2 〕中所得到的解
,

这种解所相应的 R ;

的线素为
:

才端 ( x 一 y )
2(之 ( ( d x ,

)
2
+ ( d

x Z

)
,
+ ( d

x 3

)
,
+ ( d

x 4

)
,

)
,

( 2 0 )

式中 y 是 友十 1个定点

(
x 一 夕 )

,
~ (

x `

一 夕`

)
,
+ (

x ,

一 夕,

)
,
+ (

x ,

一 夕,

)
,
+ (

x `
一 夕`

) ( 2 1)

下面给出这种 R ;

的一个几何结构的描述
.

如果将 E ;

添上一个无限远点使它成为 5 4 ,

然后在 s ,

上除去友+ 1 个 y (
。
~ 0 ,

…
,

劝
,

那么就得到一个非紧致流形 M
4 ,

R ;

上线素 ( 2 0) 可以看成是定义在 M
;

上的黎曼结构
.

利用反

演变换
,

可以见到所添上的无限远点是 R ;

的一个正常点
.

又若
x 沿测地线 * y 时

,

此测地线

可无限延伸
,

也即测地线长度 。 co
,

R ;

在
x
* y 的渐近性质和 E ;

中
x
* 无限远的渐近性质

相同
,

因此 R 。

是一个非紧致的完备的黎曼空间
.

特别 左一 。 时
,

如取 y 为 ( o
,
0

,
0

,

0)
,

作一
0

次坐标反演 夕 一

杀
·

我们就得到普通的欧 氏 线素 d s ’ 一 ( “ 梦)
’
十 ( d护)

’
十 ( `梦)

’
十 ( `少)

’ ·

从而可见
,

原来的无限远点实际上是正常点
,

原来的 ( o
,

o
,

0
,

0) 点附近的空间性质与欧氏空

间无限远处性质相同
.

2
. .

乡犷 十
为自对偶或

.

乡犷 一 为反 自对偶的充要条件为
:

、

J * ,
~ 0

, 『 * ` = 几
;

( 几钾 刃
.

~
e 一口 ,

( 2 2 )

令

( 2 3 )
1一
“

一一
夕

上式化为
:

, , : ,

~ o , 。 , : ,

一
。 , 。 二

( 又钾 产 )
.

( 2 4 )

从而得到 ( 2 2 ) 式的通解为
:

。 十 b (
二 一 y )

, `

式中
。 , b , `

为常数 (c > 0)
,

y 为一定点
.

这时线素 ( 5 ) 式是常曲率空间的线素
.

当

( 2 5 )

> 0 ,

` > 0 时得出正常曲率空间
,

这就是 B P ST 解 l[] 的几何解释
,

当
含

< “ ,

我有1得至“负常曲率

空间
,

这时作用量不是有限的
.

因而
,

我们利用共形欧氏空间导出了那些已具有具体表达式的瞬子解
,

并给出了它们的几

何意义
.

四
、

无 源 解

如上所述
,

由无源的共形平坦空间的平行移动规范场
`〕 ,

可以导出 E ;

上的两个无源的 S认

l) 平行移动规范场为无源的定义是 凡
, ; ,

一 凡
, ; , “ 。川
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规范场
.

由于共形平坦空间成立

R *, : ,

一 R ; , ; ,
1

/ ~

十 丫丁 气g
孟,

K
, 产

()

一 g
: ; R

, ,

) = o ( 2 6 )

所以得到共形平坦空间无源的充要条件为 R 一 友~ 常数
,

利用 R 的表达式
,

就得到方程

△ “
一 枷

,

(
“

> 0)
.

( 27 )

当 “
满足 ( 27 ) 式时

,
.

乡产十
,

乡厂 一
都是无源的规范场

,

相反地
,

若
.

乡产十 和
奄

乡犷一 有一为无

源
,

那末 ( 2 7) 式就必须成立
,

从而另一个也必为无源
.

事实上
,

若 乡厂十 为无源
,

则把 ( 26 ) 式

转换到正交标架后
,

就应有

( 。
: ,

反
, 二

一 。 : 二反
, ,

) + ( 。 : ,

友
, ,

一 。 * 二反
, ,

)
*

一 0
.

这时
“ * ”

是对指标 拼 , ,
而作的

,

取 产 一 1 , , 一 2
,

又一 2 ,

就有 瓦
;
一 。 ,

同样可得到

R
, 2

= R
, ,

= R
, ;

= 0
,

这就是 R ~ 常数
,

也即 ( 26 ) 式
.

这样
,

我们就用几何的方法自然地导出了文献 [ 7〕中关于无源解的方程
.

特别当 友一 1 时
,

( 2 7 ) 式的解包含了 B P s T 解
.

如果不计边界条件或容许有奇性
,

( 2 7) 式的解是很多的
,

其中下述的解

1

丫(
、 一 ,

l

)
,

( 二 一 y Z

)
,

( 2 8 )

或许是有意思的
,

这里 y l ,

y ,

是两个定点
,

反一 一 ( y
;

一 儿只
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