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摘要 本文主要研究半参数模型下的模型平均估计问题,旨在将 Hjort和 Claeskens在 2003年的工作

从参数模型扩展到半参数模型. 尽管 Claeskens 和 Carroll 于 2007 年在完全一样的模型下考虑了相同

的问题,但二者的方法不相同.本文推导了模型平均估计的渐近分布,并构造了一个覆盖真实参数的概

率趋于给定水平的置信区间. 模拟研究和实际数据分析均表明本文的方法是有效的.
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1 引言

模型选择一直是统计学的热门研究课题. 在对数据进行统计分析的初始阶段, 为了不遗失重要的

变量, 一般会尽可能多地包含潜在的相关变量, 但是其中有些变量其实并不是显著的. 为了获得真实

的或近似真实的模型,更准确地描述变量间的相关关系,提高预测的精度,有必要把不显著的变量排除

在模型之外, 从而得到一个最佳的模型. 近几十年来, 统计学家已提出了许多的模型选择方法, 如经典

的逐步回归、基于信息准则的 AIC (Akaike information criterion) [1]、基于 Bayes思想的 BIC (Bayesian

information criterion) [2]、基于预测误差的 Mallows’ Cp
[3] 和基于删一思想的 CV (cross validation) [4]

等. 模型选择的目标是为了找到真实或最佳的模型, 然后把这个模型当作真实的数据产生过程, 其后

的统计推断完全基于这个模型. 这个过程忽略了模型选择阶段中的不确定性, 从而低估实际的变异,

导致过于乐观的置信区间; 对假设检验而言, 所声明的犯第一类错误的概率比实际的更高. 克服模型

选择方法这个缺陷的一个有效方式是采用模型平均方法.

所谓模型平均, 就是将来自不同模型的估计量或预测进行加权平均, 它并没有把某个特定的模型

当作真实的数据产生过程, 也就不存在由于进行模型选择而产生的随机性. 另外, 由模型平均方法得
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到的加权的估计量或预测充分地利用了各个模型的信息,因而常常具有更高的精度,也更加稳健. 从纯

粹进行估计或预测的角度看, 模型平均方法可视为模型选择方法的推广. 与统计学有两大学派 (Bayes

学派和频率学派) 一样, 模型平均也有这两大方向: Bayes 模型平均和频率模型平均. 关于 Bayes 模

型平均的研究, 可参见文献 [5] 和文献 [6, 第 11 章]. 本文考虑频率模型平均方法, 它主要关注两个问

题: 一个是最优权重的选取, 目前文献中已在多种模型下提出了权重选择准则, 包括光滑化的 AIC 和

BIC 方法 [7]、基于 Mallows 准则的 MMA (Mallows model averaging) [8, 9]、基于 Jackknife 准则的 JMA

(jackknife model averaging) [10, 11]、基于均方误差无偏估计的 OPT (optimal model averaging) [12] 和基

于删组交叉验证的 LsoMA (leave-subject-out model averaging) [13] 等; 另一个是模型平均估计量的渐

近分布, 文献 [14] 首次对此进行了研究, 在局部误设定的框架下, 对一般的参数模型建立了模型平均

估计的渐近分布理论. 自从文献 [14] 的工作发表以来, 在模型平均估计的渐近分布理论方面已取得了

丰富的成果. 例如, 文献 [15] 在 Cox 风险模型下获得了模型平均估计的渐近分布; 文献 [16] 将模型扩

展到了一般的半参数模型, 也导出了模型平均估计的渐近分布, 为了简单起见, 文献 [16] 只考虑了全

模型和零模型这两个候选模型的情形; 文献 [17, 18] 分别研究了可加部分线性模型和广义可加部分线

性模型的情形; 文献 [19] 研究了部分线性单指标模型, 均获得了模型平均估计的渐近分布; 文献 [20]

结合广义估计方程发展了纵向数据下的模型平均方法, 也获得了估计量的渐近分布. 对测量误差模型

平均方法的研究, 文献 [21] 首先考虑了线性测量误差模型的情形; 之后, 文献 [22, 23] 发展了变系数部

分线性测量误差模型下的模型平均方法, 导出了模型平均估计的渐近分布, 这两篇文献的差别在于前

者只考虑了线性部分的协变量带有测量误差的情形,而后者考虑了模型的线性部分和变系数部分的协

变量都有测量误差的情形; 文献 [24] 则研究了响应变量删失情况下线性模型的模型平均估计. 关于混

合效应模型平均估计和分位回归模型平均估计的渐近分布的推导, 可参见文献 [25–28].

文献 [14]研究的是一般的参数模型,本文将把其工作从参数模型推广到半参数模型,对感兴趣的模

型参数的函数进行模型平均估计. 我们首先对半参数模型的非参数部分进行局部线性估计, 然后在给

定该局部线性估计的情况下,最大化广义轮廓对数似然函数,得到模型参数的广义轮廓似然估计,由此

获得感兴趣的参数函数的估计, 进而得到其模型平均估计. 我们的重点是推导模型平均估计量的渐近

分布, 虽然早在 2007 年文献 [16] 就考虑了完全相同的模型, 但我们的方法与他们的不一样: 文献 [16]

主要利用 Le Cam 的邻近理论, 以真实参数为基准, 给出了全模型和零模型对应的参数估计与真实参

数之差的极限分布, 也给出了相应的模型平均估计量的极限分布; 我们则是基于文献 [14] 的思路, 对

真实的密度函数 ftrue(y, z, βtrue, θtrue(x)) 在零模型处进行 Taylor 展开, 以零模型的参数为基准, 给出

了所有候选模型对应的参数估计和零模型的参数之差的极限分布,而不仅仅是文献 [16]中的全模型和

零模型, 也给出了相应的模型平均估计量的极限分布. 值得指出的是, 文献 [16] 的渐近分布依赖于真

实模型参数,与样本量有关,而我们的依赖于零模型参数,与样本量无关,尽管两者在形式上是相当的.

本文结构如下: 第 2 节给出模型框架和模型的参数部分与非参数部分的估计; 第 3 节研究候选模

型下参数及其函数的估计量的渐近分布; 第 4 节主要推导模型平均估计量的渐近分布, 并构造一个覆

盖真实参数的概率趋于给定水平的置信区间; 第 5 节是模拟研究; 第 6 节通过对波士顿郊区房价数据

的分析来说明模型平均方法在实际问题中的应用; 第 7节是总结; 假设条件和定理的证明放在附录中.

2 模型框架和估计

由于我们采用似然的思想研究估计量的渐近分布理论,故只需要考虑半参数模型的对数似然函数

1020



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 8 期

即可. 记

n∑
i=1

l(yi, zi, β, θ(xi)) =
n∑
i=1

log f(yi, zi, β, θ(xi)), (2.1)

其中 {yi, zi, xi}ni=1 表示一组独立同分布的样本; yi 表示与协变量 zi 和 xi 相关的响应变量; β 表示模

型的参数; zi 表示参数协变量; θ(xi) 是关于协变量 xi 的未知函数, 表示模型的非参数部分. 记参数

β =

(
α

γ

)
(p+q)×1

,

其中 α 是 p 维参数, 表示确定存在于模型中的变量对应的参数; γ 是 q 维参数, 表示不确定是否存在

于模型中的变量对应的参数. 又记

β0 =

(
α0

γ0

)
(p+q)×1

表示零模型的参数, 其中 γ0 是已知的 q 维向量;

βtrue =

(
αtrue

γtrue

)
(p+q)×1

=

(
α0

γ0 +
δ√
n

)
(p+q)×1

表示真实模型的参数, 其中 γtrue 在 γ0 附近有一个 O(1/
√
n) 的扰动; θtrue(xi) 表示真实模型的非参数

部分. 我们的目的是估计参数向量的函数 µ(βtrue), 记为 µtrue.

我们用下标 S 表示候选模型, 其中 S ⊂ {1, 2, . . . , q}. 记 πS 为 |S| × q 维的选择矩阵, 将 v 向量

映射到它的子向量 vS 上, 它只保留了 vj (j ∈ S) 的那些分量, 即 πSv = vS , 其中 |S| 表示候选模型 S

中 γS 对应的参数个数. 再记

β0,S =

(
α0

γ0,S

)
(p+|S|)×1

=

(
Ip

πS

)
β0,

βS =

(
α0

γS

)
(p+|S|)×1

=

(
α0

γ0,S + δS√
n

)
(p+|S|)×1

=

(
Ip

πS

)
β,

后者是候选模型 S 对应的参数.

为了估计 µ(βtrue), 我们先对模型的非参数部分进行估计, 然后在给定非参数估计的情形下, 最大

化轮廓对数似然函数, 得到参数的广义轮廓似然估计, 再对目标量进行模型平均. 对非参数部分的估

计, 方法很多, 本文类似于文献 [16], 采用局部线性估计:

[ψ̂(x, β), ψ̂1(x, β)] = argmax
ψ,ψ1

1

n

n∑
i=1

l[yi, zi, β, ψ(x) + ψ1(x)(xi − x)]Kh(xi − x), (2.2)

即 θ̂(x, β) = ψ̂(x, β) 表示在给定 β 的情形下, θ(·) 在 X = x 处的局部线性估计, 其中 K(·) 表示定
义在有界闭区间上的对称且连续可微的核函数, h 表示窗宽, Kh(·) = K(·/h)/h. 我们也假定边际密
度函数 fX(·) 在有界闭区间 B 上是连续可微的, 且 infx∈B fX(x) > 0. 由文献 [16, 引理 A1] 可知, 在

一定的正则条件下, 对于给定的 β, 非参数部分 θ(x) 的局部线性估计 θ̂(x, β) 总是存在的, 且具有相

合性, 即 θ̂(x, β) − θ(x, β)
p−→ 0, 其中 θ(x, β) = argmaxθ E[l(y, z, β, θ(x, β)) | x], 且在 βtrue 处, 满足

θ(x, βtrue) = θtrue(x), 而 E(·) 表示真实模型下的数学期望.
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对非参数部分采用局部线性估计获得的对数似然函数为
∑n
i=1 l[yi, zi, β, θ̂(xi, β)], 由此得到 β 的

广义轮廓似然估计 β̂, 即 β̂ 满足

0 =
n∑
i=1

d

dβ
l[yi, zi, β, θ̂(xi, β)]

∣∣∣∣
β=β̂

. (2.3)

为简单起见, 在候选模型下非参数部分的估计仍记为 θ̂(x, βS), 于是, 候选模型 S 下的估计 β̂S 满足

0 =
n∑
i=1

d

dβS
l[yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)]

∣∣∣∣
βS=β̂S

. (2.4)

3 候选模型下估计量的渐近分布

3.1 记号

为方便起见,采用文献 [14]中的符号,但是含义有所区别.记 f0(y) = f(y, z, β0, θtrue(x))表示零模

型下的密度函数. 由于既有参数部分, 也有非参数部分, 所以得分函数是对数似然函数对参数 β 的全

导数, 记为

u(y) =
d log f(y, z, β, θ̂(x, β))

dα

∣∣∣∣
β=β0

, v(y) =
d log f(y, z, β, θ̂(x, β))

dγ

∣∣∣∣
β=β0

,

u0(y) =
d log f(y, z, β, θ0(x, β))

dα

∣∣∣∣
β=β0

, v0(y) =
d log f(y, z, β, θ0(x, β))

dγ

∣∣∣∣
β=β0

,

其中 θ0(x, β) = argmaxθ E0[l(y, z, β, θ(x, β)) | x], 且在 β0 处, 满足 θ0(x, β0) = θtrue(x), 而 E0(·)表示零
模型下的数学期望.

类似于文献 [16, (2) 和 (3)], 假定

E0

[
∂l(y, z, β0, θtrue(x))

∂β

∣∣∣∣ x] = 0, E0

[
∂l(y, z, β0, θtrue(x))

∂θ

∣∣∣∣ x] = 0. (3.1)

由此可得

E0

[
dl(y, z, β, θ0(x, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x]
= E0

[(
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

∂θ0(x, β)

∂β

) ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x]
= E0

[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x]+ E0

[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x]∂θ0(x, β)∂β

∣∣∣∣
β=β0

= E0

[
∂l(y, z, β0, θtrue(x))

∂β

∣∣∣∣ x]+ E0

[
∂l(y, z, β0, θtrue(x))

∂θ

∣∣∣∣ x]∂θ0(x, β)∂β

∣∣∣∣
β=β0

= 0,

即

E0(u0(y)) = 0, E0(v0(y)) = 0. (3.2)
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进一步地, 记

un =
1

n

n∑
i=1

u(yi), vn =
1

n

n∑
i=1

v(yi), u0 =
1

n

n∑
i=1

u0(yi), v0 =
1

n

n∑
i=1

v0(yi),

u0(y) 和 v0(y) 在 f0(y) 下的协方差矩阵为

J = Var0

(
u0(y)

v0(y)

)
= Var0

(
d log f(y, z, β, θ0(x, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

)
=

(
J00 J01
J10 J11

)
(p+q)×(p+q)

, (3.3)

有逆

J−1 =

(
J00 J01

J10 J11

)
.

对候选模型 S, 有类似的定义. 特别地,

uS(y) = u(y), vS(y) = πSv(y), u0,S(y) = u0(y), v0,S(y) = πSv0(y),

un,S =
1

n

n∑
i=1

uS(yi), vn,S =
1

n

n∑
i=1

vS(yi), u0,S =
1

n

n∑
i=1

u0,S(yi), v0,S =
1

n

n∑
i=1

v0,S(yi),

JS = Var0

(
u0(y)

v0,S(y)

)
=

(
J00 J01,S
J10,S J11,S

)
=

(
J00 J01π

T
S

πSJ10 πSJ11πT
S

)
(p+|S|)×(p+|S|)

,

(3.4)

其中 πT
S 表示矩阵 πS 的转置, 有逆

J−1
S =

(
J00,S J01,S

J10,S J11,S

)
.

令 K = J11 = (J11 − J10J
−1
00 J01)

−1. 经过简单的矩阵计算, 可以得到

(πSK
−1πT

S )
−1 = KS , J01,S = −J−1

00 J01π
T
SKS ,

J00,S = J−1
00 + J−1

00 J01π
T
SKSπSJ10J

−1
00 .

3.2 候选模型下广义轮廓似然估计的渐近分布

为了导出候选模型下广义轮廓似然估计的渐近分布, 我们需要如下引理.

引理 1 在条件 1 和 2 下, 有 (√
nūn√
nv̄n

)
−
(√

nū0√
nv̄0

)
= op(1). (3.5)

由此利用 ūn 和 v̄n 与 ūn,S 和 v̄n,S , 以及 ū0 和 v̄0 与 ū0,S 和 v̄0,S 之间的关系, 可得到(√
nūn,S√
nv̄n,S

)
−
(√

nū0,S√
nv̄0,S

)
= op(1). (3.6)

该引理表明广义轮廓对数似然函数的全导数和对数似然函数的全导数在 β0 处实际上很接近, 是

渐近等价的.

引理 2 在条件 1–3 下, 有 (√
nūn√
nv̄n

)
d−→

(
J01δ

J11δ

)
+

(
M

N

)
, (3.7)
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其中 (
M

N

)
∼ Np+q(0, J).

由此知, 对基于候选模型 S 的估计, 有(√
nūn,S√
nv̄n,S

)
d−→

(
J01δ

πSJ11δ

)
+

(
M

NS

)
, (3.8)

其中 (
M

NS

)
∼ Np+|S|(0, JS),

而 |S| 表示 S 中元素的个数.

该引理得到了广义轮廓对数似然函数关于 β 的全导数的渐近分布.

引理 3 在条件 1 和 2 下, 可得

sup
β∈N (β0)

∥∥∥∥ 1n
n∑
i=1

d2

dβdβT
l(yi, zi, β, θ̂(xi, β))−

1

n

n∑
i=1

d2

dβdβT
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∥∥∥∥ = op(1), (3.9)

其中 N (β0) 表示 β0 的邻域, ∥A∥ = maxi,j |aij |, aij 是矩阵 A 的 (i, j) 元素.

该引理说明广义轮廓对数似然函数的二阶全导数和对数似然函数的二阶全导数之间的差值在 β0

的邻域是一致为 op(1) 的.

引理 4 在条件 1 和 2 下, β0,S 的相合估计一定存在; 进一步, 如果不存在处处收敛于 β0,S 的估

计, 则广义轮廓对数似然方程以趋于 1 的概率存在相合解.

该引理说明了在一定的正则条件下 β̂S 具有相合性, 而下述引理则建立了其渐近正态性.

引理 5 在条件 1–3 下, 有( √
n(α̂S − α0)√
n(γ̂S − γ0,S)

)
=

√
n(β̂S − β0,S)

.
= J−1

S

( √
nūn√
nv̄n,S

)
d−→

(
CS
DS

)
∼ N

(
J−1
S

(
J01
πSJ11

)
δ, J−1

S

)
, (3.10)

其中 γ0,S = πSγ0, 而 xn
.
= yn 表示两边变量之差依概率趋于 0, 即 xn − yn

p−→ 0, 故有相同的极限分布.

类似文献 [16] 中的记号, 令 β̂full 和 α̂red 分别表示全模型和零模型下相应参数的估计. 当 S 取全

集时可得
√
n(β̂full − β0)

d−→ N

((
0p×q
Iq

)
δ, J−1

)
,

由此知,

√
n(β̂full − βtrue) =

√
n(β̂full − β0)−

√
n(βtrue − β0) =

√
n(β̂full − β0)−

(
0p×q
Iq

)
δ
d−→ N(0, J−1).

类比文献 [16, 定理 1] 可以看出, 两者有相同的渐近分布结构, 只不过本文采用的是基于 β0 的协方差

矩阵, 而文献 [16] 采用的是基于 βtrue 的协方差矩阵. 当 S 取空集时情形类似:
√
n(α̂red − αtrue)

d−→
N(J−1

00 J01δ, J
−1
00 ), 这类似于文献 [16, 定理 3].
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3.3 候选模型下参数函数估计的渐近分布

为了方便叙述, 我们先引入一些记号. 令

W = J10M + J11N = K(N − J10J
−1
00 M).

简单计算知 Cov(W,M) = 0, 且 W 和 M 是联合正态的, 故 W 和 M 相互独立. 由引理 5 可得

δ̂S=̂
√
n(γ̂S − γ0,S)

d−→ DS = KSπSK
−1(δ +W ),

特别地,

Dn=̂δ̂full =
√
n(γ̂full − γ0)

d−→ D = δ +W ∼ Nq(δ,K).

记 HS = K−1/2πT
SKSπSK

−1/2, 它是 q × q 的对称幂等阵, H∅ 是 q × q 的零矩阵; ω = J10J
−1
00

∂µ
∂α − ∂µ

∂γ ,

其中偏导数是在 (α0, γ0) 处取值的; µ(α, γ) 在候选模型 S 下的估计记为 µ̂S = µ(α̂S , γ̂S , γ0,Sc).

引理 6 在条件 1–3 下, 假设 µ(α, γ) 在 (α0, γ0) 的邻域内有二阶连续偏导数, 且偏导数有限,

则有

√
n(µ̂S − µtrue)

d−→ ΛS =

(
∂µ

∂α

)T

J−1
00 M + ωT(δ −K

1
2HSK

− 1
2D). (3.11)

易见 ΛS 服从均值为 ωT(I −K1/2HSK
−1/2)δ, 方差为 τ20 + ωTK1/2HSK

1/2ω 的正态分布, 其中

τ20 =

(
∂µ

∂α

)T

J−1
00

(
∂µ

∂α

)
.

当 S 取全集时,
√
n(µ(β̂full)− µ(βtrue))

d−→ Λfull =

(
∂µ

∂β

)T

N(0, J−1);

而当 S 取空集时,

√
n(µ(β̂red)− µ(βtrue))

d−→ Λred =

(
∂µ

∂α

)T

N(J−1
00 J01δ, J

−1
00 )−

(
∂µ

∂γ

)T

δ.

与引理 5 类似, 这两种情形下的渐近分布与文献 [16, 定理 5] 中的渐近分布有相同的结构.

4 模型平均估计及推断

4.1 0-1 权重估计量

模型选择的结果最终导致的其实是 0-1权重的估计量 (从纯粹估计的角度,即是选择后估计量,通

常的预检验估计量是其一种形式), 也就是对所选中的候选模型赋予权重 1, 而其余候选模型的权重全

为 0, 它可看作是模型平均方法的特例. 类似于文献 [16], 我们对模型选择准则是 AIC 的情形讨论权

重的形式. 在本文的模型下, AIC 准则定义为

AICn,S = 2
n∑
i=1

l(yi, zi, α̂S , γ̂S , θ̂(xi, α̂S , γ̂S))− 2|S|, (4.1)
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此处为记号简单起见, 我们省略了 γ0,SC 这个包含在第 S 个候选模型中的已知向量, 我们的目标是选

出使 AIC 值达到最大的候选模型. 以 ŜAIC 表示被选中的模型, µ̂(S) 表示 µ 在候选模型 S 下的估计

量, 则通过 AIC 模型选择方法得到的估计量为

µ̂ = µ̂(ŜAIC) =
∑
S

I(AIC 选中模型 S)µ̂(S).

考虑似然比统计量

Gn,S = 2

n∑
i=1

log

(
f(yi, zi, α̂S , γ̂S , θ̂(xi, α̂S , γ̂S))

f(yi, zi, α0, γ0, θ̂(xi, α0, γ0))

)

= 2
1√
n

n∑
i=1

[
d

dβS
l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β0,S

]T√
n(β̂S − β0,S)

+
√
n(β̂S − β0,S)

T

[
1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

]√
n(β̂S − β0,S),

其中 β∗
0,S 介于 β̂S 与 β0,S 之间. 由引理 1、3、5、大数定律和 Slutsky 定理可得

Gn,S
.
= 2

( √
nūn√
nv̄n,S

)T

J−1
S

( √
nūn√
nv̄n,S

)
−

(
J−1
S

( √
nūn√
nv̄n,S

))T

JS

(
J−1
S

( √
nūn√
nv̄n,S

))
=

( √
nūn√
nv̄n,S

)T

J−1
S

( √
nūn√
nv̄n,S

)
d−→

(
J01δ +M

πSJ11δ +NS

)T

J−1
S

(
J01δ +M

πSJ11δ +NS

)
,

它服从非中心的自由度为 p + |S| 的卡方分布. 令 Gn,∅ 表示零模型下的似然比统计量, 结合第 3.1 小

节的记号, 进一步可得

Gn,S −Gn,∅
.
=

( √
nūn√
nv̄n,S

)T

J−1
S

( √
nūn√
nv̄n,S

)
− nūTnJ

−1
00 ūn

= n(v̄n,S − J10,SJ
−1
00 ūn)

TJ11,S(v̄n,S − J10,SJ
−1
00 ūn)

d−→ (K−1
S δ +NS − J10,SJ

−1
00 M)TKS(K

−1
S δ +NS − J10,SJ

−1
00 M),

它服从非中心的自由度为 |S| 的卡方分布. 由于 δ̂S =
√
n(γ̂S − γ0,S) 和

√
nKSπS(v̄n − J10J

−1
00 ūn) 至多

相差 op(1), 即 δ̂S
.
=

√
nKSπS(v̄n − J10J

−1
00 ūn), 而当 S 取全集时, Dn = δ̂full

.
=

√
nK(v̄n − J10J

−1
00 ūn),

故可得 δ̂S
.
= KSπSK

−1Dn. 这样 AIC 可以由 Dn 来表示:

AICn,S = Gn,S −Gn,∅ − 2|S| = DT
nK

− 1
2HSK

− 1
2Dn − 2|S|+ op(1). (4.2)

我们以只有全模型和零模型这两个候选模型的情形为例. 令 AICfull 和 AICred 分别表示全模型和

零模型对应的 AIC值: AICfull = DT
nK

−1Dn− 2q, AICred = 0. 当 AICfull > AICred,即 DT
nK

−1Dn > 2q

时, 将选全模型; 反之, 则选零模型. 因此, AIC 模型选择方法的权重为 c(Dn) = I(DT
nK

−1Dn > 2q),

因而 AIC 方法的估计量为 µ̂ = c(Dn)µ(β̂full) + (1− c(Dn))µ(β̂red).
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4.2 模型平均估计的渐近分布

对于感兴趣的参数函数, 考虑如下形式的模型平均估计:

µ̂ =
∑
S

c(S | Dn)µ̂S , (4.3)

其中 c(S | Dn) 是权重函数, 其和为 1.

记 G(d) = K− 1
2 (
∑
S c(S | d)HS)K

1
2 是关于 d = (d1, d2, . . . , dq)

T 的 q × q 矩阵函数,

δ̂(D) = GT(D)D = K
1
2

(∑
S

c(S | D)HS

)
K− 1

2D

是 δ 的基于 D 的估计, 则对模型平均估计 µ̂, 有如下的渐近结果:

定理 1 假设权重函数 c(S | d) 关于 d 连续, 则有

√
n(µ̂− µtrue)

d−→ Λ =
∑
S

c(S | D)ΛS = Λ0 + ωT(δ − δ̂(D)), (4.4)

其中 Λ0 = ( ∂µ∂α )
TJ−1

00 M . Λ 的均值和方差分别为 ωT[δ − Eδ̂(D)] 和 τ20 + ωTVar(δ̂(D))ω. 因而, Λ 的均

方误差为 EΛ2 = τ20 +R(δ), 其中 R(δ) = E(ωTδ̂(D)− ωTδ)2 = ωTE[(δ̂(D)− δ)(δ̂(D)− δ)T]ω.

4.3 置信区间

用传统方法构造的 µ 的置信水平为 1− α 的置信区间是[
µ̂Ŝ − uα/2

τ̂Ŝ√
n
, µ̂Ŝ + uα/2

τ̂Ŝ√
n

]
, (4.5)

其中 Ŝ 表示选中的模型,
τ̂Ŝ√
n
表示 µ̂Ŝ 的标准差的估计, uα/2 表示标准正态分布的上 α/2 分位数. 由

于没有考虑模型选择的不确定性, 导致估计的结果过于乐观, 方差偏小, 使得在平均意义下, 置信区间

偏小, 实际上达不到之前设定的置信水平. 我们参照文献 [14] 提出的方法构造一个覆盖真实参数的概

率趋于预定水平的置信区间. 考虑统计量

Tn =

√
n(µ̂− µtrue)− ω̂T(Dn − δ̂(Dn))

κ̂
, (4.6)

其中 ω̂ 和 κ̂ 分别是 ω 和 κ = (τ20 + ωTKω)
1
2 = [( ∂µ∂α )

TJ−1
00 ( ∂µ∂α ) + ωTKω]

1
2 的相合估计. 定义 µtrue 的

置信区间的上下限分别为

lown = µ̂− ω̂T (Dn − δ̂(Dn))√
n

−
uα/2κ̂√

n
,

upn = µ̂− ω̂T (Dn − δ̂(Dn))√
n

+
uα/2κ̂√

n
.

(4.7)

定理 2 统计量 Tn 依分布收敛于标准正态分布,而置信区间 [lown,upn]覆盖真实参数的概率趋

于设定的置信水平 1− α, 即

Pr(µtrue ∈ [lown,upn]) → 2Φ(uα/2)− 1 = 1− α, (4.8)

其中 Φ 表示标准正态分布函数.
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5 模拟研究

本节通过随机模拟研究模型平均方法在有限样本量下的表现. 考虑如下的半参数模型:

yi = zTi β + θ(xi) + ϵi, i = 1, . . . , n, (5.1)

其中

zi = (zi1, . . . , zi6)
T ∼ N6(0,Σz), β =

(
1, 2, 3,

c√
n
,
c√
n
,
c√
n

)T

, xi ∼ U(0, 1),

协方差阵 Σz 的 (j, k) 元素为 Σzjk = (1/2)|j−k|, j, k = 1, 2, . . . , 6, c 取值为 0 或 1, 随机误差项服

从正态分布, 即 ϵi ∼ N(0, σ2), 而 σ 取值为 0.5 或 2. 我们考虑 4 种不同的非参数函数, 分别为

θ(xi) = sin(8xi − 2)、θ(xi) = x2i − 1、θ(xi) = exp(xi) 和 θ(xi) = log(xi + 1). 为节省空间, 我们只给出

θ(xi) = sin(8xi − 2) 的结果. 对于模型非参数部分的估计, 涉及非参估计的窗宽的选取问题, 由于该问

题不是本文的重点,因此,我们直接采用 R语言 ‘np’软件包里的 ‘npreg’函数,设置了 Epanechnikov核

函数对非参部分进行局部线性估计.设定 {zi1, zi2, zi3}为每个子模型的必选变量, {zi4, zi5, zi6}为子模
型的候选变量, 这样共有 S = 23 = 8 个候选模型. 我们感兴趣的参数为 µ1 = β2 和 µ2 = β1 + β2 + β3.

样本量取为 n = 100 和 n = 200, 并进行 D = 500 次循环.

对于模型平均估计量, 我们采用 SAIC (smoothed-AIC) 和 SBIC (smoothed-BIC) 权重 (参见文

献 [7]), 即

SAICs =
exp(AICs/2)∑
S exp(AICS/2)

和 SBICs =
exp(BICs/2)∑
S exp(BICS/2)

. (5.2)

除了这两种模型平均方法, 我们还考虑两种相应的模型选择方法, 即 AIC 和 BIC, 以及基于全模型的

估计方法.

通过下式计算在不同设置下感兴趣参数的估计量的模拟均方误差 (mean squared error, MSE), 即

MSE =
1

D

D∑
d=1

(µ̂
(d)
i − µi)

2, i = 1, 2, (5.3)

其中 µ̂
(d)
i 表示在第 d 次循环中感兴趣的参数 µi 的估计值. 计算结果见表 1.

进一步, 我们通过 (4.5) 计算使用模型选择方法时感兴趣参数的置信区间, 通过 (4.7) 计算使用模

型平均方法时感兴趣参数的置信区间, 置信水平分别取为 90% 和 95%. 表 2 和 3 给出了不同设置下

置信区间的覆盖率和平均长度的计算结果. 在表 2 和 3 中, CP 表示置信区间的覆盖率, Length 表示

置信区间的平均长度. SAIC 和 SBIC 的计算结果在保留四位小数之后是一样的, 因此合并到一起.

从表 1–3 我们可以得到如下结论:

(1) 表 1 表明大部分情况下, SAIC 和 SBIC 这两种模型平均方法的 MSE 比相应的模型选择方法

AIC 和 BIC 的 MSE 要小, 这说明模型平均方法比相应的模型选择方法更有优势, 而且基于全模型下

的估计方法也是不如模型平均方法表现好.

(2) 表 1 中, 当 c = 0 时, 模型平均和模型选择方法的 MSE 都小于全模型的 MSE; 当 c = 1 时, 几

乎在所有的情况下模型平均方法都优于全模型估计方法,但是有小部分情况下的模型选择方法不如全

模型方法表现好, 注意此时全模型是真实模型. 直观上看, 当全模型是真实模型时, 全模型方法的表现

应是最好的, 但此处候选变量的系数很小 (是由一个常数 c 除以
√
n 组成的), 使得候选变量相对于必
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表 1 不同设置下 5 种方法的 MSE (×102)

n = 100 n = 200

σ c µ SAIC SBIC AIC BIC Full SAIC SBIC AIC BIC Full

0.5 0 µ1 2.077 2.065 2.092 2.069 2.099 0.418 0.414 0.418 0.411 0.426

µ2 9.708 9.683 9.737 9.668 9.832 1.080 1.067 1.085 1.065 1.116

1 µ1 1.251 1.263 1.266 1.293 1.251 1.310 1.310 1.320 1.321 1.313

µ2 2.326 2.319 2.421 2.539 2.463 8.085 8.049 8.170 8.129 8.170

2.0 0 µ1 9.027 9.035 9.035 9.086 9.036 3.886 3.865 3.894 3.867 3.903

µ2 18.362 18.222 18.527 18.382 18.546 4.975 4.868 5.021 4.906 5.076

1 µ1 8.210 8.209 8.244 8.225 8.226 3.442 3.440 3.441 3.433 3.444

µ2 12.324 12.221 12.474 12.408 12.463 5.012 4.930 5.073 4.954 5.118

表 2 5 种方法置信区间的覆盖率和平均长度, σ = 0.5

CP Length

置信水平 c n µ SAIC (SBIC) AIC BIC Full SAIC (SBIC) AIC BIC Full

90% 0 100 µ1 0.888 0.880 0.880 0.870 0.3294 0.3169 0.3177 0.3194

µ2 0.866 0.852 0.846 0.854 0.3650 0.3262 0.3235 0.3539

200 µ1 0.890 0.880 0.881 0.882 0.2083 0.2045 0.2048 0.2051

µ2 0.874 0.858 0.872 0.872 0.2608 0.2530 0.2520 0.2711

1 100 µ1 0.882 0.874 0.876 0.876 0.3316 0.3216 0.3267 0.3217

µ2 0.850 0.816 0.810 0.836 0.3662 0.3395 0.3371 0.3545

200 µ1 0.910 0.904 0.905 0.906 0.2081 0.2055 0.2061 0.2061

µ2 0.842 0.822 0.796 0.826 0.2277 0.2134 0.2102 0.2242

95% 0 100 µ1 0.952 0.948 0.946 0.946 0.3979 0.3842 0.3840 0.3858

µ2 0.900 0.888 0.892 0.896 0.4391 0.3923 0.3976 0.4258

200 µ1 0.948 0.948 0.948 0.944 0.2447 0.2404 0.2406 0.2410

µ2 0.934 0.912 0.908 0.926 0.2698 0.2443 0.2426 0.2657

1 100 µ1 0.936 0.930 0.932 0.930 0.4007 0.3887 0.3907 0.3885

µ2 0.924 0.912 0.880 0.918 0.4404 0.4072 0.4051 0.4270

200 µ1 0.944 0.936 0.942 0.936 0.2497 0.2462 0.2495 0.2466

µ2 0.906 0.880 0.868 0.902 0.2736 0.2560 0.2528 0.2691

选变量而言, 变得不那么重要了, 而估计系数会带来额外的方差, 因此全模型的优势并没有体现出来.

当我们增大 c 的取值 (如取 c = 5 和 c = 10) 时, 结果确实表明全模型方法是最优的 (限于篇幅, 具体

数值结果没有列出). 整体来说, 模型平均方法是最优的, 模型选择方法次之, 而当全模型是真实模型

时, 全模型方法也会表现得好一些, 甚至是最好的.

(3) 对于两种模型平均方法之间以及两种模型选择方法之间的比较, 从表 1 可以看出, 大部分情

况下, SBIC 比 SAIC 的 MSE 要小, 而 BIC 比 AIC 的 MSE 要小.

(4)由于 SAIC和 SBIC方法的覆盖率和平均长度的计算结果在保留四位小数之后是一样的,所以

表 2 和 3 将两者进行了合并, 而表中黑体数字为在给定的置信水平下各个方法的最小覆盖率. 由表 2

知,对于 90%的置信水平, AIC和 BIC方法的最小覆盖率分别为 0.816和 0.796,与给定的置信水平差
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表 3 5 种方法置信区间的覆盖率和平均长度, σ = 2

CP Length

置信水平 c n µ SAIC (SBIC) AIC BIC Full SAIC (SBIC) AIC BIC Full

90% 0 100 µ1 0.892 0.882 0.882 0.886 0.9068 0.8748 0.8736 0.8797

µ2 0.844 0.826 0.814 0.828 1.0064 0.9458 0.9289 0.9760

200 µ1 0.892 0.876 0.874 0.878 0.6249 0.6141 0.6136 0.6157

µ2 0.864 0.848 0.842 0.854 0.6881 0.6531 0.6420 0.6779

1 100 µ1 0.890 0.880 0.884 0.882 0.9080 0.8749 0.8749 0.8809

µ2 0.836 0.810 0.798 0.828 1.0086 0.9455 0.9334 0.9781

200 µ1 0.902 0.898 0.898 0.900 0.6221 0.6114 0.6112 0.6130

µ2 0.878 0.858 0.852 0.874 0.6860 0.6543 0.6449 0.6758

95% 0 100 µ1 0.952 0.946 0.944 0.948 1.0875 1.0495 1.0473 1.0549

µ2 0.934 0.926 0.924 0.932 1.1914 1.1147 1.0962 1.1554

200 µ1 0.918 0.918 0.916 0.918 0.7396 0.7268 0.7261 0.7288

µ2 0.944 0.932 0.926 0.936 0.8151 0.7783 0.7636 0.8029

1 100 µ1 0.946 0.944 0.944 0.946 1.0926 1.0558 1.0545 1.0611

µ2 0.914 0.898 0.892 0.904 1.2040 1.1316 1.1141 1.1688

200 µ1 0.946 0.944 0.940 0.944 0.7472 0.7346 0.7343 0.7363

µ2 0.934 0.918 0.918 0.930 0.8205 0.7852 0.7713 0.8083

距较大, 而 SAIC 方法和全模型方法的最小覆盖率分别为 0.842 和 0.826, 比 AIC 和 BIC 的覆盖率明

显高; 对于给定的 95% 的置信水平, AIC 和 BIC 方法的最小覆盖率分别为 0.88 和 0.868, 而 SAIC 方

法和全模型方法的最小覆盖率分别为 0.9 和 0.896, 也比 AIC 和 BIC 的覆盖率高. 可以看出, 在所有

情况下, SAIC 比 AIC 和 BIC 的覆盖率都更接近于给定的置信水平. 从表 3 中可以得到同样的结论.

(5) 随着样本量 n 从 100 增加到 200, 估计效果都变得更好. 另外, 表 1–3 是非参数函数

θ(x) = sin(8x− 2)

的结果, 对其他三种非参数函数, 结果相似, 因此没有罗列出.

6 实际数据分析

本节用模型平均方法研究波士顿郊区房价数据集, 该数据集来自于机器学习资源库 [29]. 数据集

包含了 506 个自有房屋的价格 (P ) 和 13 个可能的影响因素, 分别为每个房子包含的房间数量 (RM)、

距离五个波士顿商务区的加权距离 (DIS)、附近的向外辐射的道路指数 (RAD)、不动产税 (TAX)、地

位较低的人口指标 (LSTAT)、人均犯罪率 (CRIM)、查尔斯河畔 (CHAS)、一氧化氮浓度 (NOX)、1940

年之前所建的房屋比例 (AGE)、小学生和老师的比例 (PTRATIO)、超过 25,000 平方英尺的住宅用地

的比例 (ZN)、每英亩非零售业务用地比例 (INDUS) 和住所周围的黑种人比例 (B). 文献 [30] 对该数

据集进行了研究, 基于他们的研究, 我们先对原始数据集进行处理: 对 RM 取平方, 对 P、DIS、RAD

和 LSTAT 取对数, 分别记为 RM2、logP、logDIS、logRAD 和 logLSTAT, 并代替原来相应的变量. 同

时他们的研究表明 B 对 logP 的影响是有非线性趋势的, 而其他变量对 logP 的影响是线性的, 所以,
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我们以 B 作为半参数模型中的非参数协变量, 这样, 我们考虑的模型为

logP = RM2β1 + logDISβ2 + logRADβ3 +TAXβ4 + logLSTATβ5 +CRIMβ6 +CHASβ7 +NOXβ8

+AGEβ9 + PTRATIOβ10 + ZNβ11 + INDUSβ12 + θ(B) + ϵ. (6.1)

当 θ(B) = constant1 + constant2(B − 0.63)2 时, 该模型与文献 [30, (A.1)] 一致.

为了实施模型平均方法,我们选定 AGE、PTRATIO、ZN和 INDUS这 4个线性协变量为候选变量,

其余 8个线性协变量和非参数协变量为必选变量,包含在各个候选模型中. 原因是 AIC和 BIC这两种

模型选择方法都排除了 AGE、PTRATIO、ZN和 INDUS.另外,当我们通过求条件期望消除模型 (6.1)

中的非线性项而作线性回归时, 发现 AGE、PTRATIO、ZN 和 INDUS 这 4 个变量都是不显著的. 从

直观上来看, 我们也认为这 4 个变量对房价的影响较弱, 因为 1940 年之前所建的房屋比例 (AGE) 体

现的是住房的年限, 如果住房的地段好, 环境好, 可能住房的年限对房价不会产生太大的影响; 小学生

和老师的比例 (PTRATIO) 体现的是住房周边的教育资源, 这只对部分家庭 (有需要接受小学教育的

孩子)有影响,而对一般的家庭影响不大;超过 25,000平方英尺的住宅用地的比例 (ZN)体现的是有较

大的住房面积比例,并不是每个单个住房面积的大小,因此对房价的影响可能也不大;每英亩非零售业

务用地比例 (INDUS)主要体现的是住房周边的工厂情况, 有的人会认为工厂附近环境不太好,但是也

会有在工厂工作的人认为工作地点离家近很方便, 所以这个影响因素也是视情况而定. 总之, 由于这

些变量是影响 logP 的潜在因素, 我们把它们设定为候选变量, 这样共有 24 = 16 个不同的候选模型.

我们分别用 SAIC、SBIC、AIC、BIC 方法和全模型方法 (Full) 计算每个协变量的回归系数及其

相应的置信水平为 90% 和 95% 的置信区间, 结果见表 4, 其中方括号记录的是置信区间. 由于置信水

平不影响回归系数的估计, 因此, 置信水平为 95% 时回归系数的估计值没有重复列出.

从表 4可以看出,模型平均方法和全模型方法估计的系数的方向是一致的, 其中 RM2、logRAD、

CHAS和 ZN对 logP 有正的影响,而其余 8个线性协变量对 logP 有负的影响. AIC和 BIC这两种模

型选择方法都排除了 AGE、PTRATIO、ZN 和 INDUS 这 4 个协变量 (由于两种方法选中的模型是一

样的,我们对计算结果进行了合并),但对其他 8个系数的估计也有与模型平均方法和全模型方法相同

的方向. 事实上, 每个房子的房间数量的平方 (RM2) 大, 说明相应的居住面积比较大; logRAD 大, 表

明房屋附近的道路比较多, 交通便利; CHAS 是一个哑变量, 值为 1 表示在查尔斯河畔附近, 环境比较

好; 超过 25,000 平方英尺的住宅用地的比例 (ZN) 越高, 大房子的比例就越高. 以上这 4 个变量取值

大时, 是有利因素,因而对房价有正面影响.而距离 5个波士顿商务区的加权距离 (logDIS)远,居民就

需花费更多的时间在上下班的路上; 不动产税 (TAX) 高, 人们购买的欲望就会减小; 地位较低的人口

指标 (logLSTAT) 大, 说明周围居民普遍的收入水平不够高; 人均犯罪率 (CRIM) 高, 说明居住区周围

不够安全; 一氧化氮浓度 (NOX) 高, 会影响居民的身体健康; 1940 年之前所建的房屋比例 (AGE) 高,

说明房屋老旧; 小学生和老师的比例 (RATIO) 高, 说明老师相对于小学生来说比较少, 教育资源比较

匮乏; 每英亩非零售业务用地比例 (INDUS) 大, 说明周围工厂较多, 会有潜在的环境污染和噪声污染

等. 以上 8 个变量取值大时, 是不利因素, 因而对房价有负面影响.

也可以看到, 对 AGE、PTRATIO、ZN 和 INDUS 这 4 个协变量, 模型选择方法是进行了完

全地排除, 全模型方法则给予了较大的重视, 而模型平均方法给出的是一个折衷的结果, 它说明了

AGE、PTRATIO、ZN 和 INDUS 对房价是有影响的, 但影响程度没有全模型方法声明的那样高.

表中的 SAIC、SBIC 和全模型方法 (Full) 下的置信区间在保留三位小数之后就相同了, 这与文献

中的结果是相吻合的: 基于文献 [14] 中的方法构建的置信区间 (见 (4.7)) 和全模型下的置信区间是渐

近等价的, 参见文献 [22, 31].
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7 总结

本文在半参数模型下研究了模型平均估计的渐近分布理论, 与文献 [16] 对该模型采用的研究方

法不同, 我们通过对真实模型在零模型处进行 Taylor 展开而获得了模型平均估计量的渐近分布, 也

构造了一个覆盖真实参数的概率趋于给定的置信水平的置信区间. 虽然我们的渐近分布与文献 [16]

中所得到的渐近分布在协方差矩阵上不相同, 但是因为在局部误设定的情况下, 相应的参数只是相差

O(1/
√
n),所以,两者的渐近分布的协方差矩阵其实是渐近等价的. 我们也进行了许多模拟计算和实际

数据分析, 结果均表明, 模型平均方法较模型选择方法和全模型方法具有较大的优势.

值得注意的是, 本文研究的模型平均估计的渐近理论是基于一般的半参数模型展开的, 这包含了

许多常见的半参数模型, 如部分线性模型等, 因此, 本文的渐近理论的适用范围还是比较广泛的. 另一

方面, 本文基于文献 [14] 的局部误设定框架推导渐近分布, 该框架要求所有候选模型在样本量较大时

都比较接近, 这是使用本文结果需要注意的前提条件. 如何去除局部误设定假设而在一般情形下推导

模型平均估计量的渐近分布, 是一个尚未解决的问题, 即使是对相对简单的参数模型.

近年来, 关于模型平均估计的渐近分布已有大量研究, 但基本都是在权重形式已知的情形下进行

的. 如果权重是按某种准则最优选取的, 则它一般没有显式表达, 此时关于模型平均估计的渐近理论

是我们未来的一个研究方向. 相关的一项研究可参见文献 [32]. 另一方面, 对于更复杂的数据类型 (如

函数型数据等) 如何进行模型平均以及模型平均估计渐近分布的推导也是值得进一步研究的课题.

致谢 感谢编委和两位审稿人的细致阅读以及他们中肯的建议.
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附录 A 条件

条件 1 (1) 对任意的 r, s = 0, 1, . . . , 3, r + s 6 3, ∂r+s

∂βr∂θs l(y, z, β, θ(x)) 是存在的, 且每一个分量

都被 ftrue(y) 下有有限均值的函数控制, 即存在一个非负的 M(x, y, z), 使得

sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∥∥∥∥ ∂r+s

∂βr∂θs
l(y, z, β, θ(x))

∥∥∥∥ 6M(x, y, z), (A.1)

其中 N (β0) 表示 β0 的邻域, Θ 是 R 上的紧子集, ∥A∥ = maxi,j |aij |, aij 是矩阵 A 的 (i, j) 元素,

E(M(x, y, z)) <∞, E(·) 表示在真实密度下的期望.

(2) 对任意的 p, q = 0, 1, 2, p+ q 6 2, 有

E0

(∥∥∥∥ ∂p+q

∂βp∂θq
l(y, z, β, θ0(x, β))

∣∣∣∣
β=β0

∥∥∥∥2
2

)
<∞ 且 E0

(
sup

β∈N (β0)

∣∣∣∣ d3dγ3 l(y, z, β, θtrue(x))
∣∣∣∣) <∞, (A.2)

其中 E0(·) 表示在零模型的密度下的期望, ∥ · ∥2 表示矩阵或者向量的 2 范数.

条件 2 对任意的 r, s = 0, 1, 2, 3, r + s 6 3, ∂r+s

∂xr∂βs θ0(x, β) 是存在的, 且

E

(
sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∥∥∥∥ ∂r+s

∂xr∂βs
θ̂(x, β)

∥∥∥∥) <∞.

设

sup
x∈B

|(θ̂(x, β)− θ0(x, β)) |β=β0 | = op(n
−α1), sup

x∈B
∥(θ̂′(x, β)− θ′0(x, β)) |β=β0 ∥ = op(n

−α2), (A.3)
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其中 x 的定义域 B 是有界闭区间, α1 + α2 > 1/2, α1 > 1/4, 且存在 δ > 0 满足 δ 6 α1, δ 6 α2, 使得

sup
x∈B

∣∣∣∣( ∂

∂x
θ̂(x, β)− ∂

∂x
θ0(x, β)

) ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ = op(n
−δ),

sup
x∈B

∥∥∥∥( ∂

∂x
θ̂′(x, β)− ∂

∂x
θ′0(x, β)

) ∣∣∣∣
β=β0

∥∥∥∥ = op(n
−δ),

(A.4)

且

sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

|θ̂(x, β)− θ0(x, β)| = op(1),

sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

∥θ̂′(x, β)− θ′0(x, β)∥ = op(1),

sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

∥θ̂′′(x, β)− θ′′0 (x, β)∥ = op(1), (A.5)

其中 θ′(x, β) = d
dβ θ(x, β), θ

′′(x, β) = d2

dβdβT θ(x, β).

条件 3 由密度函数 f 关于参数 β 的一阶导数是连续的, 可以得到

ftrue(y) = f0(y)

[
1 + v0(y)

T δ√
n
+R2

(
y,

δ√
n

)]
, (A.6)

其中 ftrue(y) = f(y, z, βtrue, θ(x, βtrue)) = f(y, z, βtrue, θtrue(x)) 表示真实模型的密度函数, f0(y) = f(y,

z, β0, θ0(x, β0)) = f(y, z, β0, θtrue(x)) 表示零模型的密度函数, 且 R2(y,
δ√
n
) 满足

(1)

E0

[
u0(y)R2

(
y,

δ√
n

)]
= o

(
1√
n

)
, E0

[
v0(y)R2

(
y,

δ√
n

)]
= o

(
1√
n

)
; (A.7)

(2) 对于任意的第 i、j 和 k 个分量, 有

E0(u0(i)u0(j)v0(k)) = O(1), E0(u0(i)v0(j)v0(k)) = O(1), E0(v0(i)v0(j)v0(k)) = O(1); (A.8)

(3)

E0

(
u0(i)u0(j)R2

(
y,

δ√
n

))
= o(1), E0

(
u0(i)v0(j)R2

(
y,

δ√
n

))
= o(1), (A.9)

E0

(
v0(i)v0(j)R2

(
y,

δ√
n

))
= o(1). (A.10)

条件 1(1) 是对文献 [33] 中的条件 S 的改进, 使得对数似然函数的偏导数在真实模型下, 被具有

有限均值的函数一致地界住. 条件 1(2) 类似文献 [33] 中的条件 S, 是对零模型下的对数似然函数的偏

导数作了假设. 条件 2 是对文献 [33] 中条件 NP 的改进, 将其从真实的参数 βtrue 扩展到零模型对应

的参数 β0 处. 由文献 [16, 引理 A1] 可知, θ̂(x, β) − θ(x, β)
p−→ 0. 由于 βtrue 是与样本量 n 有关的, 因

此,在真实模型下的 θ(x, β)也是与 n有关的,我们假设它的极限存在. 下面说明在一定的正则条件下,

其极限为 θ0(x, β). 由于 θ(x, β) = argmaxθ E[l(y, z, β, θ(x, β)) | x], 在一定的正则条件下, θ(x, β) 即是

E

(
∂

∂θ
l(y, z, β, θ(x, β))

∣∣∣∣ x) = 0
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的解, 也即 0 =
∫

∂
∂θ l(y, z, β, θ(x, β))f(y, z, βtrue, θtrue(x) | x)dydz. 我们对等式两边取极限得

0 = lim
n→∞

∫
∂

∂θ
l(y, z, β, θ(x, β))f(y, z, βtrue, θtrue(x) | x)dydz

=

∫
∂

∂θ
l
(
y, z, β, lim

n→∞
θ(x, β)

)
f
(
y, z, lim

n→∞
βtrue, θtrue(x)

∣∣∣ x)dydz
=

∫
∂

∂θ
l
(
y, z, β, lim

n→∞
θ(x, β)

)
f(y, z, β0, θtrue(x) | x)dydz

= E0

(
∂

∂θ
l
(
y, z, β, lim

n→∞
θ(x, β)

) ∣∣∣∣ x).
因此, 在一定的正则条件下, limn→∞ θ(x, β) 将最大化 E0[l(y, z, β, θ(x, β)) | x], 即有

lim
n→∞

θ(x, β) = θ0(x, β).

所以, 将文献 [33] 中的条件 NP 从真实模型下的 θ(x, β) 扩展到零模型下的 θ0(x, β) 也是合理的. 条

件 3 是对文献 [14, 条件 (C1)–(C3)] 的改进, 将其从参数模型拓展到半参数模型.

附录 B 引理和定理的证明

引理 1 的证明 由 Taylor 展开可得(√
nūn√
nv̄n

)
−
(√

nū0√
nv̄0

)
=

1√
n

n∑
i=1

dl(yi, zi, β, θ̂(xi, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

− 1√
n

n∑
i=1

dl(yi, zi, β, θ0(xi, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

=
1√
n

n∑
i=1

d

dβ
[l(yi, zi, β, θ̂(xi, β))− l(yi, zi, β, θ0(xi, β))]

∣∣∣∣
β=β0

=
1√
n

n∑
i=1

d

dβ

[
∂l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∂θ
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β)) + r

(2)
n,i(β)

] ∣∣∣∣
β=β0

=
1√
n

n∑
i=1

[
d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

] ∣∣∣∣
β=β0

[θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)]

+
1√
n

n∑
i=1

[
∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

]
[(θ̂′(xi, β)− θ′0(xi, β)) |β=β0 ] +

1√
n

n∑
i=1

dr
(2)
n,i(β)

dβ

∣∣∣∣
β=β0

,

其中

r
(2)
n,i(β) =

1

2

∫ 1

0

∂2

∂θ2
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt[θ̂(xi, β)− θ0(xi, β)]

2.

下面分别证明上式中的三项均为 op(1).

(i) 首先注意, 第一项中

d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

=
∂2

∂β∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

+
∂2

∂θ2
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

θ′0(xi, β)

∣∣∣∣
β=β0
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=̂B(y, x).

类似于文献 [33], 考虑如下的函数空间:

Λ0 =

{
h ∈ C2

B : sup
x∈B

|h(x)| 6 1, sup
x∈B

∣∣∣∣ ∂∂xh(x)
∣∣∣∣ 6 1

}
,

其中 C2
B表示定义在 B区间上的二阶连续可导的函数集合; B是 x的定义域,为有界闭区间. 定义 Λ0上

的一个度量 ρ(h1, h2) = supx∈B |h1(x)−h2(x)|.由条件 2知,当 n→ ∞时, Pr(nδ(θ̂(x, β)−θ0(x, β)) |β=β0

∈ Λ0) → 1.

显然, 在给定 β 的情况下, 对任意的一条曲线 θ10(x, β) ∈ Λ0, 满足 θ10(x, β0) = θ0(x, β0), 有

E0[l(y, z, β, θ0(x, β)) | x] > E0[l(y, z, β, θ10(x, β)) | x],

且在 β0 处,

E0[l(y, z, β0, θ0(x, β0)) | x] = E0[l(y, z, β0, θ10(x, β0)) | x].

因为

E0

[
dl(y, z, β, θ0(x, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x] = 0

和

E0

[
dl(y, z, β, θ10(x, β))

dβ

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x] = 0,

故将 E0[l(y, z, β, θ0(x, β)) | x] 和 E0[l(y, z, β, θ10(x, β)) | x] 在 β0 处展开并相减, 可得

1

2
(β − β0)

T

(
E0

[
d2l(y, z, β, θ0(x, β))

dβdβT

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x]− E0

[
d2l(y, z, β, θ10(x, β))

dβdβT

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x])(β − β0) > 0,

其中 β∗ 介于 β0 与 β 之间. 我们只考虑上式矩阵的对角元素对应的不等式. 记 β(i)、β0(i) 和 β∗
(i) 分别

表示 β、β0 和 β∗ 的第 i 个分量, β(i) 是第 i 个元素为 β(i)、其余 p + q − 1 个分量与 β0 相同的向量,

则对任意的 i = 1, 2, . . . , p+ q, 有

(β(i) − β0)
T

(
E0

[
d2l(y, z, β, θ0(x, β))

dβdβT

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x]− E0

[
d2l(y, z, β, θ10(x, β))

dβdβT

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x])(β(i) − β0)

=

(
E0

[
d2l(y, z, β, θ0(x, β))

dβ2
(i)

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x]− E0

[
d2l(y, z, β, θ10(x, β))

dβ2
(i)

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ x])(β(i) − β0(i))
2

> 0.

由于对任意的 β, 都存在 β∗ 使得上式成立, 因此, 成立

E0

[
d2l(y, z, β, θ0(x, β))

dβ2
(i)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x] > E0

[
d2l(y, z, β, θ10(x, β))

dβ2
(i)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x].
又因为

−E0

[
d2l(y, z, β, θ0(x, β))

dβ2
(i)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x] = E0

{[
d

dβ(i)
l(y, z, β, θ0(x, β))

]2 ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x},
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所以得到

E0

{[
d

dβ(i)
l(y, z, β, θ0(x, β))

]2 ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x} 6 E0

{[
d

dβ(i)
l(y, z, β, θ10(x, β))

]2 ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x},
即有

E0

{[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β(i)
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

dθ0(x, β)

dβ(i)

]2 ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x}
6 E0

{[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β(i)
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

dθ10(x, β)

dβ(i)

]2 ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x}.
由 θ10(x, β) 的任意性知, 对任意的函数 h(x) ∈ Λ0, 有

E0

{[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β(i)
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

dθ0(x, β)

dβ(i)

][
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ
h(x)

] ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x} = 0.

由于上式对任意的 i = 1, 2, . . . , p+ q 都成立, 故有

E0

{[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ

dθ0(x, β)

dβ

][
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ
h(x)

] ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x} = 0.

因此, 对任意的 h(x) ∈ Λ0, 有

E0(B(y, x)h(x))

= E0

[(
∂2

∂β∂θ
l(y, z, β, θ0(x, β)) +

∂2

∂θ2
l(y, z, β, θ0(x, β))θ

′
0(x, β)

) ∣∣∣∣
β=β0

h(x)

]
= −Ex

(
E0

{[
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂β
+
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ
θ′0(x, β)

][
∂l(y, z, β, θ0(x, β))

∂θ
h(x)

] ∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ x})
= 0,

其中 Ex(·) 表示对 x 的边际密度求期望. 而对任意的函数 h1(x), h2(x) ∈ Λ0, 有

∥B(y, x)h1(x)−B(y, x)h2(x)∥2 = ∥B(y, x)(h1 − h2)(x)∥2 6 ∥B(y, x)∥2 · sup
x∈B

|h1(x)− h2(x)|,

其中 ∥ · ∥2 表示向量或者矩阵的 2 范数. 又由条件 1(2) 和 2 可以推出

E0(∥B(y, x)∥22) <∞.

现令 H(·,Λ0) 表示 Λ0 上的度量熵, 则有 H(ε,Λ0) 6 A0ε
−1, 其中 A0 为常数 (参见文献 [33]). 文

献 [34]已经证明了,如果 Γ是一个度量空间,其上的度量为 d, C(Γ)是定义在度量空间 Γ上的连续函数

构成的空间, Z 是 C(Γ)上的随机元,满足 E0(Z) = 0,且 |Z(s)−Z(t)| 6 V d(s, t),其中 E0(V
2) <∞,则

当
∫ 1

0
H1/2(ϵ,Γ)dϵ <∞时,对于独立且与 Z同分布的随机元 Z1, Z2, . . . , Zn,有 n−1/2(Z1+Z2+. . .+Zn)

满足中心极限定理. 这样, 若视 Z : h→ B(y, x)h(x) 为 C(Λ0) 中的元素, 则由文献 [34, 定理 1] 可知,

1√
n

n∑
i=1

d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

h(xi)

1038



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 8 期

满足中心极限定理, 因而有

1√
n

n∑
i=1

d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

nδ(θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)) = Op(1),

于是,

1√
n

n∑
i=1

d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

(θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)) = Op(n
−δ) = op(1).

值得注意的是, 上式是在零模型下证明的, 我们还需要证明在真实模型下该式仍然成立.

我们先考虑 log(
fn,true(y)
fn,0(y)

) 在零模型下的渐近分布. 易见,

log

(
fn,true(y)

fn,0(y)

)
= log

(∏n
i=1 ftrue(yi)∏n
i=1 f0(yi)

)
=

n∑
i=1

[log f(yi, zi, βtrue, θtrue(xi))− log f(yi, zi, β0, θtrue(xi))]

=
δT√
n

n∑
i=1

dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ
+

1

2

δT√
n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγdγT
δ√
n

+
1

6

n∑
i=1

q∑
j=1

q∑
k=1

q∑
l=1

d3l(yi, zi, β, θtrue(xi))

dγ(j)dγ(k)dγ(l)

∣∣∣∣
β=β∗

δ(j)δ(k)δ(l)

n3/2

=̂ ∆1 +∆2 +∆3,

其中 β∗ 介于 β0 与 βtrue 之间. 下面依次考虑上式的三项.

在 ∆1 中, dl(yi,zi,β0,θtrue(xi))
dγ 是独立同分布的, 其在零模型下的均值和方差分别为

E0

(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)
=

∫ (
dl(y, z, β0, θtrue(x))

dγ

)
f0(y)dydzdx

=

∫ (
df0(y)

dγ

)
dydzdx

=
d

dγ

∫
f0(y)dydzdx

= 0

和

Var0

(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)
= E0

[(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)T]
=̂J0,

故由中心极限定理得

1√
n

n∑
i=1

dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

d−→ N(0, J0),

因此, 在零模型下, 有

∆1 =
δT√
n

n∑
i=1

dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

d−→ N(0, δTJ0δ).
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假定
∫
f0(y)dydzdx 关于 γ 的导数在积分下可以二次求导, 则可得

J0 = E0

[(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)(
dl(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγ

)T]
= −E0

(
d2l(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγdγT

)
,

再由大数定律可知, 在零模型下,

1

n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγdγT
p−→ E0

(
d2l(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγdγT

)
= −J0,

因而, 在零模型下, 有

∆2 =
1

2

δT√
n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, β0, θtrue(xi))

dγdγT
δ√
n

p−→ −1

2
δTJ0δ.

进一步, 根据大数定律和条件 1(2) 知,

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣d3l(yi, zi, β, θtrue(xi))dγ(j)dγ(k)dγ(l)

∣∣∣∣
β=β∗

∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
i=1

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣d3l(yi, zi, β, θtrue(xi))dγ(j)dγ(k)dγ(l)

∣∣∣∣ = Op(1),

因此, 在零模型下, ∆3 为 op(1).

这样, 在零模型下有

log

(
fn,true(y)

fn,0(y)

)
d−→ V ∼ N

(
− 1

2
δTJ0δ, δ

TJ0δ

)
.

注意到 E(V ) = −Var(V )/2, 故零模型下的分布与真实模型下的分布是相互邻近的, 因而, 由 Le Cam

引理知, 在真实模型下, 对第一项成立

1√
n

n∑
i=1

d

dβ

∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

(θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)) = op(1).

(ii) 同理可得第二项

1√
n

n∑
i=1

[
∂

∂θ
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

]
[θ̂′(xi, β0)− θ′0(xi, β0)] = op(1).

(iii) 下面考虑第三项 1√
n

∑n
i=1

dr
(2)
n,i(β)

dβ |β=β0 , 要证其为 op(1), 只需证各个分量均为 op(1) 即可. 我

们考虑第 l (l = 1, 2, . . . , p+ q) 个分量.

记 Q
(2)
n,i(β) =

∫ 1

0
∂2

∂θ2 l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt, 则∣∣∣∣ 1√
n

n∑
i=1

dr
(2)
n,i(β)

dβ(l)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12 1√
n

n∑
i=1

d

dβ(l)
[Q

(2)
n,i(β)(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

2]

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣12 1√
n

n∑
i=1

[
d

dβ(l)
Q

(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

]
[θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)]

2

∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣12 1√
n

n∑
i=1

Q
(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

[
d

dβ(l)
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

2

∣∣∣∣
β=β0

]∣∣∣∣
6 1

2

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(l)
Q

(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣√n[θ̂(xi, β0)− θ0(xi, β0)]
2

+
1

n

n∑
i=1

|Q(2)
n,i(β)|β=β0

∣∣∣∣∣∣∣∣√n(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))
d

dβ(l)
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣.
先证明在真实模型下有

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ dj

dβj(l)
Q

(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ = Op(1), j = 0, 1.

当 j = 0 时, 由条件 1(1) 可知,

|Q(2)
n,i(β) |β=β0| 6 sup

θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂2∂θ2 l(yi, zi, β, θ(xi))
∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ 6M(xi, yi, zi),

故在真实模型下,

1

n

n∑
i=1

|Q(2)
n,i(β) |β=β0| 6

1

n

n∑
i=1

M(xi, yi, zi) = Op(1).

当 j = 1 时, 由条件 1(1) 知,∣∣∣∣ d

dβ(l)
Q

(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ d

dβ(l)

∫ 1

0

∂2

∂θ2
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

d

dβ(l)

∂2

∂θ2
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

{
∂3

∂β(l)∂θ2
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]

+
∂3

∂θ3
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]

d

dβ(l)
(θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β)))

}
dt

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
6 sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂3

∂β(l)∂θ2
l[yi, zi, β, θ(xi)]

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
+ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂3∂θ3 l[yi, zi, β, θ(xi)]
∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ sup
x∈B

∣∣∣∣ d

dβ(l)
θ0(x, β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
+ sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂3∂θ3 l[yi, zi, β, θ(xi)]
∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣12 sup
x∈B

∣∣∣∣ d

dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
6M(xi, yi, zi) +M(xi, yi, zi) sup

x∈B

∣∣∣∣ d

dβ(l)
θ0(x, β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣
+

1

2
M(xi, yi, zi) sup

x∈B

∣∣∣∣ d

dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣.
故由条件 1(1) 和 2 可得, 在真实模型下,

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(l)
Q

(2)
n,i(β)

∣∣∣∣
β=β0

∣∣∣∣ = Op(1).
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又由条件 2 可知, 在真实模型下,

sup
x∈B

√
n[θ̂(x, β0)− θ0(x, β0)]

2 =
√
nop(n

−2α1) = op(1),

且

sup
x∈B

√
n(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

d

dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣
β=β0

=
√
nop(n

−α1)op(n
−α2) = op(1).

故第三项在真实模型下为

1√
n

n∑
i=1

dr
(2)
n,i(β)

dβ

∣∣∣∣
β=β0

= op(1).

结合上面三项的结果可以得到, 在真实模型下有(√
nūn√
nv̄n

)
−

(√
nū0√
nv̄0

)
= op(1).

证毕.

引理 2 的证明 由引理 1 可知, 我们只需证在真实模型下,(√
nū0√
nv̄0

)
d−→

(
J01δ

J11δ

)
+

(
M

N

)
,

(
M

N

)
∼ N(0, J).

首先, 由条件 3 可得

E(ū0(y)) = E(u0(yi))

=

∫
u0(y)ftrue(y)dydzdx

=

∫
u0(y)f0(y)

[
1 + vT0 (y)

δ√
n
+R2

(
y,

δ√
n

)]
dydzdx

=

∫
u0(y)f0(y)dydzdx+

∫
u0(y)v

T
0 (y)f0(y)dydzdx

δ√
n
+

∫
u0(y)R2

(
y,

δ√
n

)
f0(y)dydzdx

= 0 + E0[u0(y)v
T
0 (y)]

δ√
n
+ o

(
1√
n

)
= J01

δ√
n
+ o

(
1√
n

)
. (B.1)

同理可知,

E(v̄0(y)) = E(v0(yi)) = J11
δ√
n
+ o

(
1√
n

)
.

其次, 我们证明

Var

(√
nū0√
nv̄0

)
→ J.

考虑

Var(
√
nū0) = Var

(
1√
n

n∑
i=1

u0(yi)

)
= Var(u0(yi)) = E[u0(yi)u

T
0 (yi)]− E[u0(yi)]E[u

T
0 (yi)]
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=

∫
u0(y)u

T
0 (y)f0(y)

[
1 + vT0 (y)

δ√
n
+R2

(
y,

δ√
n

)]
dydzdx+O

(
1

n

)
= E0[u0(y)u

T
0 (y)] +

∫
[u0(y)u

T
0 (y)]

[
vT0 (y)

δ√
n

]
f0(y)dydzdx

+

∫
[u0(y)u

T
0 (y)]R2

(
y,

δ√
n

)
f0(y)dydzdx+O

(
1

n

)
.

由条件 3 知上式第二项中每一个元素均为 O( 1√
n
), 且第三项中每一个元素均为 o(1), 故

Var(
√
nū0) = Var0(u0(y)) +O

(
1√
n

)
+ o(1) → Var0(u0(y)).

同理可得

Var(
√
nv̄0) → Var0(v0(y)) = J11,

并且

Cov(
√
nū0,

√
nv̄0) → Cov0(u0(y), v0(y)) = J01.

又由条件 3 可知 Linderberg 条件成立, 故根据中心极限定理得到, 在真实模型下,(√
nū0√
nv̄0

)
d−→

(
J01δ

J11δ

)
+

(
M

N

)
.

证毕.

引理 3 的证明 由 Taylor 展开可得

1

n

n∑
i=1

d2

dβdβT
l(yi, zi, β, θ̂(xi, β))−

1

n

n∑
i=1

d2

dβdβT
l(yi, zi, β, θ0(xi, β))

=
1

n

n∑
i=1

d2

dβdβT
[l(yi, zi, β, θ̂(xi, β))− l(yi, zi, β, θ0(xi, β))]

=
1

n

n∑
i=1

d2rn,i(β)

dβdβT
,

其中

rn,i(β) =

∫ 1

0

∂

∂θ
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt[θ̂(xi, β)− θ0(xi, β)].

记

A(1)(yi, zi, xi, β) =

∫ 1

0

∂

∂θ
l[yi, zi, β, θ0(xi, β) + t(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]dt.

考虑 (p+ q)× (p+ q) 阶矩阵 d2rn,i(β)
dβdβT 的 (j, l) 元素, 则有

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

d2rn,i(β)

dβ(j)dβ(l)

∣∣∣∣
= sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

d2

dβ(j)dβ(l)
[A(1)(yi, zi, xi, β)(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))]

∣∣∣∣
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6 sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣[ d2

dβ(j)dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

]
[θ̂(xi, β)− θ0(xi, β)]

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣[ d

dβ(j)
A(1)(yi, zi, xi, β)

][
d

dβ(l)
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

]∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣[ d

dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

][
d

dβ(j)
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

]∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣A(1)(yi, zi, xi, β)

[
d2

dβ(j)dβ(l)
(θ̂(xi, β)− θ0(xi, β))

]∣∣∣∣
6 sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d2

dβ(j)dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

|θ̂(x, β)− θ0(x, β)|

+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(j)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ d

dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ d

dβ(j)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

|A(1)(yi, zi, xi, β)| sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ d2

dβ(j)dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣.
先证明在真实模型下有

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

|A(1)(yi, zi, xi, β)| = Op(1),

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(j)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ = Op(1), j = 1, 2, . . . , p+ q,

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d2

dβ(j)dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ = Op(1), j, l = 1, 2, . . . , p+ q.

由条件 1(1) 可得

|A(1)(y, z, x, β)| 6 sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂∂θ l(y, z, β, θ(x))
∣∣∣∣ 6M(x, y, z),

故

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

|A(1)(yi, zi, xi, β)| 6
1

n

n∑
i=1

M(xi, yi, zi) = Op(1).

同理, 由条件 1(1) 可得, 在真实模型下,

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d

dβ(j)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ = Op(1), j = 1, 2, . . . , p+ q,

sup
β∈N (β0)

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d2

dβ(j)dβ(l)
A(1)(yi, zi, xi, β)

∣∣∣∣ = Op(1), j, l = 1, 2, . . . , p+ q.

又由条件 2 知,

sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

|θ̂(x, β)− θ0(x, β)| = op(1),
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sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

∣∣∣∣ d

dβ(j)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣ = op(1),

sup
β∈N (β0)

sup
x∈B

∣∣∣∣ d2

dβ(j)dβ(l)
(θ̂(x, β)− θ0(x, β))

∣∣∣∣ = op(1), j, l = 1, 2, . . . , p+ q.

因此,

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

d2rn,i(β)

dβ(j)dβ(l)

∣∣∣∣ = op(1).

故有

sup
β∈N (β0)

∥∥∥∥ 1n
n∑
i=1

d2rn,i(β)

dβdβT

∥∥∥∥ = op(1).

证毕.

引理 4 的证明 证明思路受到文献 [35, 定理 3.7] 证明的启发, 但有本质的区别. 记 N (β0,S , ϵ)

是以 β0,S 为中心、ϵ 为半径的球体. 我们先证明, 对于充分小的 ϵ > 0, 以趋于 1 的概率成立

n∑
i=1

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) <
n∑
i=1

l(yi, zi, β0,S , θ̂(xi, β0,S)), ∀βS ∈ ∂N (β0,S , ϵ). (B.2)

事实上, 将广义轮廓对数似然函数在 β0,S 处展开, 有

1

n

n∑
i=1

[l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))− l(yi, zi, β0,S , θ̂(xi, β0,S))]

=
1

n

n∑
i=1

(
dl(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS

∣∣∣∣
βS=β0,S

)T

(βS − β0,S)

+
1

2n

n∑
i=1

(βS − β0,S)
T

(
d2l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβSdβT
S

∣∣∣∣
βS=β0,S

)
(βS − β0,S)

+
1

6

p+|S|∑
j=1

p+|S|∑
k=1

p+|S|∑
l=1

(
1

n

n∑
i=1

d3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS,(j)dβS,(k)dβS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

)
× (βS,(j) − β0,S,(j))(βS,(k) − β0,S,(k))(βS,(l) − β0,S,(l)),

其中 βS,(j)、βS,(k) 和 βS,(l) 分别是 βS 的第 j、k 和 l 个分量, β∗
0,S 介于 β0,S 与 βS 之间. 下面分别考

虑上式中的三项.

(i) 我们先证第一项依概率趋于 0. 由引理 1 知, 在真实模型下,

1

n

n∑
i=1

dl(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS

∣∣∣∣
βS=β0,S

=
1

n

n∑
i=1

dl(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

dβS

∣∣∣∣
βS=β0,S

+ op

(
1√
n

)
,

因此只需要证明在真实模型下,

1

n

n∑
i=1

dl(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

dβS

∣∣∣∣
βS=β0,S

= op(1),
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显然, 在零模型下这是成立的. 而由引理 1 的证明知, 零模型下的分布与真实模型下的分布是相互邻

近的, 因此, 由 Le Cam 引理知, 在真实模型下, 该式仍然成立. 这样, 在真实模型下, 第一项以概率趋

于 0, 即

1

n

n∑
i=1

dl(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS

∣∣∣∣
βS=β0,S

= op(1).

(ii) 其次考虑第二项. 由引理 3 可得

1

n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβSdβT
S

∣∣∣∣
βS=β0,S

=
1

n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

dβSdβT
S

∣∣∣∣
βS=β0,S

+ op(1).

与 (i) 类似地可以证明, 在真实模型下, 有

1

n

n∑
i=1

d2l(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

dβSdβT
S

∣∣∣∣
βS=β0,S

p−→ −JS .

因此, 在真实模型下, 第二项以趋于 1 的概率有

1

2n

n∑
i=1

(βS − β0,S)
T

(
d2l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβSdβT
S

∣∣∣∣
βS=β0,S

)
(βS − β0,S)

→ − (βS − β0,S)
TJS(βS − β0,S)

2
6 −λmin(JS)

2
ϵ2,

其中 λmin(JS) 表示矩阵 JS 的最小特征值.

(iii) 最后考虑第三项. 假设 N (β0,S , ϵ) 包含在 N (β0) 中, 则易见∣∣∣∣d3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))dβS,(j)dβS,(k)dβS,(l)

∣∣∣∣
6 sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ ∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ∂βS,(j)∂βS,(l)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(k)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ2∂βS,(l)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(k)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ∂βS,(l)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(j)∂βS,(k)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(j)∂βS,(k)∂θ

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(k)∂θ2

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(k)∂θ

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(j)∂βS,(l)

∣∣∣∣
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+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(j)∂θ2

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(k)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ3

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(k)

∣∣∣∣
× sup

x∈B
sup

β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ2

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(l)∂βS,(k)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ2

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(k)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(j)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂βS,(j)∂θ

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂2l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ2

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂2θ̂(x, βS)

∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
+ sup
β∈N (β0)

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣∂l(yi, zi, βS , θ(xi))∂θ

∣∣∣∣ sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣ ∂3θ̂(x, βS)

∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣.
由条件 1(1)可知,上式每一项中的关于对数似然函数偏导数的上确界被M(xi, yi, zi)界住;又由条件 2

可知, 上式每一项中的关于 θ̂(x, βS) 的偏导数的上确界具有阶 Op(1), 因此,∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

d3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS,(j)dβS,(k)dβS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣d3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))dβS,(j)dβS,(k)dβS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

∣∣∣∣ = Op(1).

故存在常数 c > 0, 使得第三项以趋于 1 的概率有∣∣∣∣16
p+q∑
j=1

p+q∑
k=1

p+q∑
l=1

(
1

n

n∑
i=1

d3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

dβS,(j)dβS,(k)dβS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

)

× (βS,(j) − β0,S,(j))(βS,(k) − β0,S,(k))(βS,(l) − β0,S,(l))

∣∣∣∣
6 1

6
cϵ3.

这样, 当 ϵ < 3λmin(JS)/c =̂ c0 时, (B.2) 以趋于 1 的概率成立.

显然, βS 的函数
∑n
i=1 l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) 在球体 N (β0,S , ϵ) 中总有最大值点, 记为 β̂

(n)
S (ϵ) (此

证明中右上角加 n 特意表示与 n 有关). 如最大值点不唯一, 则取离 β0,S 最近者 (下同). 这总可以做

到, 因为广义轮廓对数似然函数是连续的. 这样, ∥β̂(n)
S (ϵ)− β0,S∥2 是 ϵ 的单调递增函数. 因此, 对固定

的 n, 记

An = inf
0<ϵ<c0

∥β̂(n)
S (ϵ)− β0,S∥2,

则对于 m = 1, 2, . . . , 存在 ϵ
(1)
n > ϵ

(2)
n > · · · > ϵ

(m)
n > · · · > 0 (此处及以下所涉及的 ϵ

(m)
n 均小于 c0),

使得

∥β̂(n)
S (ϵ(m)

n )− β0,S∥2 < An +
1

m
.
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对固定的 n, 选定 ϵ
(m)
n (m = 1, 2, . . .) 后, 按如下方式选取 ϵ

(m)
n+1: 首先, 对 m = 1, 选 ϵ

(1)
n+1 < ϵ

(1)
n , 使

得 ∥β̂(n+1)
S (ϵ

(1)
n+1) − β0,S∥2 < An+1 + 1; 其次, 对 m = 2, 选 ϵ

(2)
n+1 > 0, 使得 ϵ

(2)
n+1 < min{ϵ(2)n , ϵ

(1)
n+1}, 且

∥β̂(n+1)
S (ϵ

(2)
n+1)−β0,S∥2 < An+1+

1
2 (由于证明与下面的类似,故省略);最后,在选定 ϵ

(1)
n+1, . . . , ϵ

(m−1)
n+1 的

情况下, 选 ϵ
(m)
n+1 > 0, 使得

ϵ
(m)
n+1 < min{ϵ(m)

n , ϵ
(m−1)
n+1 }=̂κ∗ 且 ∥β̂(n+1)

S (ϵ
(m)
n+1)− β0,S∥2 < An+1 +

1

m
.

这样的 ϵ
(m)
n+1 是一定存在的. 如若不然, 则 ∀ ϵ′ < κ∗, 都有

∥β̂(n+1)
S (ϵ′)− β0,S∥2 > An+1 +

1

m
.

由此可知, ∀ ϵ′′ > κ∗, 也有

∥β̂(n+1)
S (ϵ′′)− β0,S∥2 >

∥∥∥∥β̂(n+1)
S

(
1

2
κ∗

)
− β0,S

∥∥∥∥
2

> An+1 +
1

m
.

因而,

inf
0<ϵ<c0

∥β̂(n+1)
S (ϵ)− β0,S∥2 > An+1 +

1

m
,

矛盾.

由 {ϵ(m)
n ,m, n = 1, 2, . . .} 的选取可知, 序列 {ϵ(n)n } 是单调下降且有界的, 因而有极限, 记为 ϵ(0).

如果 ϵ(0) = 0, 则 ∥β̂(n)
S (ϵ

(n)
n )− β0,S∥2 6 ϵ

(n)
n → 0, 于是,

lim
n→∞

β̂
(n)
S (ϵ(n)n ) = β0,S ,

即 β0,S 存在处处收敛于它的估计. 如果 ϵ(0) > 0, 则对此 ϵ(0), 由于其小于 c0, 故 (B.2) 以趋于 1 的

概率成立. 这样,
∑n
i=1 l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) 以趋于 1 的概率在 N (β0,S , ϵ

(0)) 内部有最大值点, 记为

β̂
(n)
S (ϵ(0)). 因此, 广义轮廓对数似然方程以趋于 1 的概率有解 β̂

(n)
S (ϵ(0)). 下面证明其相合性.

任意固定 ϵ∗ > 0 (不妨设其小于 c0),则同样广义轮廓对数似然方程以趋于 1的概率有解 β̂
(n)
S (ϵ∗),

它是广义轮廓对数似然函数在 N (β0,S , ϵ
∗)内部的最大值点. 因而, ∀ δ > 0,存在 Nδ > 0,使得当 n > Nδ

时, 有

Pr(∥β̂(n)
S (ϵ∗)− β0,S∥2 < ϵ∗) > 1− δ.

另一方面, ∀m,n = 1, 2, . . . , 都有 ϵ(0) 6 ϵ
(m)
n , 故有

∥β̂(n)
S (ϵ(0))− β0,S∥2 6 ∥β̂(n)

S (ϵ(m)
n )− β0,S∥2 < An +

1

m
, ∀m,n.

由此知,

∥β̂(n)
S (ϵ(0))− β0,S∥2 = An = inf

0<ϵ<c0
∥β̂(n)

S (ϵ)− β0,S∥2.

这样, 当 n > Nδ 时,

Pr(∥β̂(n)
S (ϵ(0))− β0,S∥2 < ϵ∗) > Pr(∥β̂(n)

S (ϵ∗)− β0,S∥2 < ϵ∗) > 1− δ.

证毕.

1048



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 8 期

引理 5 的证明 由 β̂S 是似然方程的解, 可得

0 =
1√
n

n∑
i=1

d

dβS
l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β̂S

=
1√
n

n∑
i=1

(
uS(yi)

vS(yi)

)
+

1

n

n∑
i=1

[
d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

]
[
√
n(β̂S − β0,S)],

其中 β∗
0,S 介于 β0,S 与 β̂S 之间.

将上式第二项中的 1
n

∑n
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) |βS=β∗
0,S
在 β0,S 处进行 Taylor 展开得

1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

=
1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β0,S

+

p+|S|∑
j=1

1

n

n∑
i=1

[
d3

dβS,(j)dβSdβ
T
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

]
[β∗
S,(j) − β0,S,(j)],

其中 β∇
0,S 介于 β0,S 与 β∗

0,S 之间.

由引理 3 知,

1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β0,S

=
1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β0,S

+ op(1),

而在引理 4 的证明中, 我们已经证得在真实模型下, 有

1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ0(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β0,S

p−→ −JS ,

因此, 下面考虑 1
n

∑n
i=1

d3

dβS,(j)dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) |βS=β∇
0,S

, 其 (k, l) 元素为

1

n

n∑
i=1

d3

dβS,(k)dβS,(l)dβS,(j)
l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

,

引理 4 的证明中给出了它的展开式. 我们先考虑展开式的第一项, 即证明

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ = Op(1).

事实上, 不难看出,

Pr

(
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L

)

= Pr

(
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L, |β∇
0,S − β0,S | 6 η

)

+Pr

(
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂βS,(j)∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L, |β∇
0,S − β0,S | > η

)
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6 Pr

(
1

n

n∑
i=1

M(xi, yi, zi) > L

)
+ Pr(|β∇

0,S − β0,S | > η)

6 E

(
1

n

n∑
i=1

M(xi, yi, zi)

)
1

L
+ Pr(|β∇

0,S − β0,S | > η)

=
E(M(x, y, z))

L
+ Pr(|β∇

0,S − β0,S | > η).

先令 n → ∞, 由引理 4 可得上式第二项趋于 0; 再令 L → ∞, 由条件 1(1) 可得上式第一项趋于 0, 故

展开式的第一项为 Op(1).

再考虑展开式的第二项, 即证明

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂θ∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ = Op(1).

这只需分别证明
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣∂3l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))∂θ∂βS,(k)∂βS,(l)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ = Op(1)

和

sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ = Op(1)

即可. 前者类似第一项的证明可以得到; 对于后者, 我们有

Pr

(
sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L

)

= Pr

(
sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L, |β∇
0,S − β0,S | 6 η

)

+ Pr

(
sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ > L, |β∇
0,S − β0,S | > η

)

6 Pr

(
sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣ > L

)
+ Pr(|β∇

0,S − β0,S | > η)

6 E

(
sup
x∈B

sup
β∈N (β0)

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣) 1

L
+ Pr(|β∇

0,S − β0,S | > η).

先令 n→ ∞, 由引理 4 可得上式第二项趋于 0; 再令 L→ ∞, 由条件 2 可得上式第一项趋于 0, 故

sup
x∈B

∣∣∣∣∂θ̂(x, βS)∂βS,(j)

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣ = Op(1),

即展开式的第二项为 Op(1). 同理可证展开式的其余各项均为 Op(1).

因此, 1
n

∑n
i=1

d3

dβS,(j)dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS)) |βS=β∇
0,S
的 (k, l) 元素满足∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

d3

dβS,(k)dβS,(l)dβS,(j)
l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣
6 1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ d3

dβS,(k)dβS,(l)dβS,(j)
l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∇

0,S

∣∣∣∣
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= Op(1).

由此并利用 β∗
S,(j) − β0,S,(j) = op(1) (见引理 4), 我们得到

1

n

n∑
i=1

d2

dβSdβT
S

l(yi, zi, βS , θ̂(xi, βS))

∣∣∣∣
βS=β∗

0,S

p−→ −JS .

最后, 根据引理 2, 有

√
n(β̂S − β0,S)

.
= J−1

S

(√
nūn,S√
nv̄n,S

)
d−→ J−1

S

(
J01δ +M

πSJ11δ +NS

)
∼ N

(
J−1
S

(
J01
πSJ11

)
δ, J−1

S

)
.

证毕.

引理 6 的证明 对 µ̂S 和 µtrue 在 β0 处 Taylor 展开, 有

µ̂S = µ(α̂S , γ̂S , γ0,Sc) = µ(α0, γ0) +

( ∂µ
∂α
∂µ
∂γS

)T(
α̂S − α0

γ̂S − γ0,S

)
+ op

(
1√
n

)
,

µtrue = µ

(
α0, γ0 +

δ√
n

)
= µ(α0, γ0) +

(
∂µ

∂γ

)T(
δ√
n

)
+ op

(
1√
n

)
.

则

√
n(µ̂S − µtrue) =

√
n

( ∂µ
∂α
∂µ
∂γS

)T(
α̂S − α0

γ̂S − γ0,S

)
−

√
n

(
∂µ

∂γ

)T(
δ√
n

)
+ op(1).

从而, 由引理 5 可得

√
n(µ̂S − µtrue)

d−→
(
∂µ

∂α

)T

CS +

(
∂µ

∂γs

)T

DS −
(
∂µ

∂γ

)T

δ.

经简单计算可以知道上式右边即为(
∂µ

∂α

)T

J−1
00 M + ωT(δ −K

1
2HSK

− 1
2D) = ΛS .

证毕.

定理 1 的证明 由引理 5 知,

√
n(β̂S − β0,S)

.
= J−1

S

(√
nūn,S√
nv̄n,S

)
= J−1

S

(
Ip

πS

)(√
nūn√
nv̄n

)
,

Dn =
√
n(γ̂full − γ0)

.
= (0q×pIq)J

−1

(√
nūn√
nv̄n

)
d−→ (0q×pIq)J

−1

(
J01δ +M

J11δ +N

)
= D.

可以看出, 对任意的候选模型, 除 op(1) 项外, 上两式依赖于相同的部分
(√nūn√

nv̄n

)
, 故有同时收敛性. 注

意到
√
n(µ̂− µtrue) =

∑
S

c(S | Dn)
√
n(µ̂S − µtrue),

且 c(S | Dn) 是 Dn 的连续函数, 故由连续映射定理可得

√
n(µ̂− µtrue)

d−→
∑
S

c(S | D)ΛS = Λ.

通过简单的计算知 Λ = Λ0 + ωT(δ − δ̂(D)). 证毕.
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定理 2 的证明 由定理 1 的证明可知,

(
√
n(µ̂− µtrue), Dn)

d−→ (Λ0 + ωT(δ − δ̂(D)), D).

故有

Tn
d−→ Λ0 + ωT(δ −D)

κ
∼ N(0, 1),

即所构造的统计量 Tn 依分布收敛到标准正态分布. 因此,

Pr{µtrue ∈ [lown,upn]} = Pr{−uα/2 6 Tn 6 uα/2} → 2Φ(uα/2)− 1 = 1− α.

证毕.
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