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代数方程组相关性的一个判准

及其在定理机器证明中的应用
`

张景中 杨 路 侯晓荣
(中国科 学院成 都计算机应用研究所

, 成都 6 1。。 1 5)

摘 要

本文在吴
一 iR t t 整序原理基础上

,

给 出了检验一多项式在一 给定的代数簇上是

否消没的充要条件
.

检验方法是切实可行的
,

且不依赖于代数簇的分解
.

关键词 整序原理
、

升列
、

结式

1 己 ! 侣旨
一 J . ` J

设 { f
、

(
x : , x Z ,

…
, x ,

)
,

i 一 l
,

2
,

…
, m } 是域 尺上的多项式组

,

而 g (
x , , x Z ,

…
, x 一

) 是K

上的多项式
.

一个非常重要的基本问题是
: 在条件

圣I : f
,

(
x : , x Z ,

…
, x ,

) ~ 0
,

i 一 l , z
,

…
, m ( 1

.

1)

之下
,

是否有

C : g (
x , , x Z ,

…
, x ;

) 一 。 ( 12 )

成立 ?

这一问题的重要性不仅在于它有众多的应用
,

如定理机器证明 11[
、

微分动力系统定性
团而

且在于它是多元高次代数方程组理论的一个基本问题
.

如果 ( 1
.

1) 式中的诸 f
、
和 ( 1

.

2 )式中

的 g 都是 x : , x Z ,

…
, x 。

的一次式
,

这一问题实质上正是线性代数中的线性相关性的判准问

题
,

是线性代数的基本间题之一 由此可见
,

H 是否蕴 含 C 的问题
,

乃是非线性代数的基本问

题之一
设 反 是 K 的代数封闭域

,

且允许诸 ix 在 反 中取值
,

则满足 ( 1
.

1) 式的 (
、 . , 二 2 ,

…
,

.x)

和满足 ( 1
.

2 )人的 (
x . , 二 2 ,

…
, x 。

) 分别构成 尺
。

中的曲面 r H

和 r C .

我们所提出的上述间

题
,

在代数儿何上的意义就是问是否有 r
H

仁 f
。 ?

近年来
,

由于吴文俊教授的卓越贡献 〔̀
,

3] ,

这一问题有了根木性的进展
.

应用吴
一

iR tt 整序

法
,

可以把 ( 1
.

1) 式转化为具有下列形式的方程组
,

即所 谓升列 :

H * : j
、

(
u , x , , 二 : ,

…
, x `

) 一 O
,

i 一 l
,

2
,

…
, : ,

( 1
.

3)

其中
。
一 (

二 , ,

…
, “ “

) 是原来的某些变元的改写
,

而且在 f
`
中不出现 x ` + , ,

…
,

毛
.

这里的

诸 x ,

也是 ( 1
.

1) 式中某些变元改换指标而得
,

( 1
.

1) 和 ( 1
.

3 )式中的 f` 不一定相同
.

相应地
,

1 9 , l一 0 8一 0 4 收 漓
, 1 9 9 3一 0 2一 1 2 收修改稿

.

*
}月尔 “ 攀 登 ” 计划资助项 目

.
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(2 l . )式也应改写为形式

e *:g (
“ , x : , x Z ,

…
, x ,

) 一 0
.

( 1
.

4 )

在此基础上
,

吴文俊教授应用余式公式 〔 J] 给出了判定是否有 H
*

今 c *

的一个充分条件
.

这

个条件J
一

日于几何定理机器证明
,

获得了举 世瞩 目的巨大成功
.

当 ( 1
.

3 )式中的升
一

列 { f
`

} 为不

可约时
,

文献 〔1〕中给出的这一条件是充分必要的
.

但若 { f` } 可约时
,

则需辅以某些几何考虑

伽文献〔4 ] )
,

或预先将升列分解 (如文献 [ 5 ] )
.

不久前
,

我们提出了
` ,

,
“ )可以不经过预先分解而

克服可约险困难仁自 w R 法
、

w E 法等方法 6I, ” .

但在执行这些方法过程中
,

一般 也是先导致

升列的分解而后彻底解决问题
.

本文所建立的方法
,

则不需涉及升列的分解而直接得 出是否

有H * 、 C *

的确定判断
.

以下对所用的符 号作出说明
.

把 f` 看成 x `
的一元多项式时

,

它关于
x 、
的最高次数记作 H ( f

、

)
,

关于
x ` 的最高次

项的系数叫做 厂
、
的导系数

,

记作 I ` .

一般地
,

I ;

是关于变元
, : ,

…
, “ ` 及 x . ,

…
, 为一 的

多项式
.

取定一组 “ 值 汀一 (汀
. ,

寿2 ,

…
,

应J

)
,

若 I
,

(汀) 护 。
,

则方程 六(寿
, x :

) ~ o 在 又 中有

风 一 川 f
:

) 个根 (当然
,

这 。
,

个根不一定两两不同
,

甚至可能完全相同
,

这并不影响以下的

推理 )
,

记作 斌
` , ,

斌
2 , ,

…
,

刘甄
’ .

把达些 刘” 分别代人 I :

(汀
, x ,

)
,

若这些 1 2

(反
,

刀
,
) 均非 O

,

又可以解方程 f
Z

(汀
,

牙{
! , , x :

) 一 。 以求出 x Z

的 。 , :
一 月 ( f

:

) 个值
,

记作 x
)
` l ,

` : ,
( i

:

~ 1 , 2
,

…
,

。 :

;i
: 一 1 , 2 ,

…
,

m Z

)
.

如此做下去
,

如果对一切 , < l
,

已确定

{
二

{
` , , , 二签`

1 ,

` 2 , ,

…
, 二

{
` ; , ` 2 , ~ 、 ` , , } 一 二 “ , , ~ 、 ` , , ,

( 1
.

5 )

i * 一 l
,

2
,

…
,

m * ; , n * 一 H ( f* ) ;左一 1
, 2

,

…
,

i

且使一困

I ,

则将 汀 及 x(
`二,

’ `
,

马’ 千七入

1

( 汀
, x “ , , ~ 、 , , ) ) 址 O万 一 l

,

2
,

…
,

l 一 1
.

( 1
.

6 )

f滚(
u , x

) 后
,

山方程

f
,

(汀
, x

{
` ) ,

二 , x } , i
` : ,

`
,
` ’ 一 ; ’ , x ,

) 一 0 ( 1
.

7 )

可确定出
x ,

的对 z立于标 号 i
, ,

12 ,

…
,

i ,一 ,

的 m ,
一 月 ( f

,

) 个值
x }`

1 , ` 2 · ~ 、 “ ,
( i , 一 l , 2 ,

…
,

, I
)

.

如果上述归纳定义过程能进行到 l 一 : ,

我们便得到方程组 ( 1
.

3) 对于取定的 汀 值的全

部二 ~ m
, ·

m :

… m
,

红l解 (其中可能有若干组解相 同
.

即使它们全相同
,

仍看成是 , 组解 )
:

{
x {`

, , , x )
` , · `之 ) ,

一
, x

{
` , , ~ 、 `! ,

} 一
x “ , , ~ 、 ` : , ,

( 1
.

8 )

i * ~ I
, ·

2
,

…
,

m * ( ~ H ( j , ) ) ;及一 l
,

2 ,

…
, 5 .

而且对其中每组
二 “ 1

,’’4 “ , 都有

I ,

(寿
, x “ , , ~ 、 , , ,

) 笋 0
.

( 1
.

9 )

这时
,

称 石 为升列 { f
`

(
。 ,

x) } 的一个正常点
,

或一组正常参数
.

以下设 K 是数域而 反 是复数域
.

这时若 霖 为正常点
,

则在 d 维复空间有一个 由正常点

组成的 寿 的邻域
.

具有正常点的升
一

列叫做正常升列
.

若方程组 ( 1
.

3 )的一组解 (寿
,

匀 能使

所有的 I ,

(屁
,

王) 特 0
,

则称为正常解
.

若 ( 1
.

3 )式的所有正常解 (寿
,

劲 均使 g (石
,

匀 一 O
,

则

称( 1
.

4)式在条件 ( 1
.

3 )之下一般成立
.

若 澎 为正常点
,

解 (寿
,

幻 当然是正常解
,

反之则未

l) 张景中
、

杨 路
,

几何 定理机 器证 明 W E 完全方法 , 系统科学与 数学
,

待发表
.

2 ) 张景中
、

杨 路 , 几何定理机器证明的结式矩阵法
, 系统科学与 数学 , 待发表

.
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必
.

本文将对正常升列给出 (1
.

4)式在条件 (1
.

3)之下一般成立的充分必要条件
.

在文献「 8]中引人了真升列的概念
` , ,

并给出了把任一升列分解为若干真升列的可行方法
.

容易证明
,

对 K 为数域的情形
,

具有至少一个参数 州为真升列也就是正常升列
。

2 关于结式的几个引理

设 f
, g 是交换环 A 上变元

。
的多项式 :

臼臼
f ~

。 。 。 ”

+ 二

g ~ b及。 走 + 二

+
a o , a 。

转 0 ,

·

+ b o , a , ,

b i 〔 A
-

行列式

l甘ù0

甘

口石

气…b0
气…b0

心…

a .

a -

R e s
( g ,

f
, ,

) ~ i 。 。 :

…
叫做 g 关于 f 对变元 。 的结式

.

多项式 g 的真正次数不一定是 及
.

称 天为 g 在此结式中的认

定次数
.

这样规定的 目的是
,

即使有时我们尚不能肯定 气的值是否为 0 ,

结式 eR
s
( g

,

f
,

刃仍

有确定的定义
.

下面的引理表明
,

认定次数的不同
,

对结式影响不大
.

引理 2
.

1 按 ( 2
.

1 )式
,

若 。 : , ` , 2 ,

…
, 。 ,

是 f 一 。 的全部 ,
个根

,

则

.3)
八们

矛

,̀,乙
了̀、J

了̀、R e s
( 。

,

f
, ,

) 一
a之 11

; (
。 `

)
.

引理 2
.

1是熟知的结果
,

证明从略
.

由引理 2
.

1 立刻得

引理 .2 2 按 ( 2
.

1) 式
,

若 厂一 f
, ·

f
Z ,

f
,

和 f
Z

也都是 A 上关于
。 的多项式

,

则有

R e s
( g

,

f
, t,

) 一 R e s
( g

,

f
: , 。

)
·

R e s
( g

,

j
Z , 。

)
,

这里
,

( 2
.

4 )式的三个结式 中
,

g 的认定次数是相同的
.

对于升列 { f
: ,

f
Z ,

…
,

f
,

}
,

可递推地定义 g 关于此升列的结式如下 :

{
R

, _ ,

R
: 一 2

一 R e s
( g

,

f
, , x :

)
,

一 R e s
( 尺

, _ . ,

f
, _ : , x , 一 :

)
,

( 2
,

了)

尺。
一 R e s

( 尺
: ,

f
` , x :

)
.

在 ( 2
.

, )式中最后一个等式定义了 g 关于升
一

列 毛f
: ,

f
Z ,

…
,

f
,

} 的结式
.

当确定了 g 和 .n( i=

1
,

2 ,

…
, : 一 l) 的认定次数之后

,

R 。
是唯一确定的

,

它是 “ 的多项式
.

可将 R。
记为

R e s
( g

,

厂
. ,

f
Z ,

…
,

f
;

)
.

应用引理 2
.

1 并对 了 作数学归纳
,

可得

引理 .2 3 若 寿 是升列 { f
: ,

f
Z ,

…
,

f
,

} 的正常点
,

m `
是 f` 关于导元

x ` 的次数
,

方耳

组 ( 1
.

3 )的对应于
: 一 石 的解 ix(

: ,

i.z
~

.j’) 如 ( 1
.

5) 式所给
,

则有

l ) 见 1 0 3 7 页脚 注 2 )
.
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R。 5

( g
,

f
, ,

…
,

f
,

) (汀) 或元
,

x(
` l , ,

“ )
( 2

.

6 )

这里
,

尸 (汀) 是某个多项式

证 对 了 作数学归纳
.

列{f
Z ,

…
,

f
,

} 的结式
,

把 。

:
{
` l , ,

有

p (
“

) 在
“

一 尸 (汀 ) n
{戴犷

几

今

一 反 处的值
.

并且 P (汀) 笋 .0

万

一 1 时即引理 2
.

1
.

设命题对 了一 l 已真
,

考虑 g 关于升

及 x :

都看成 自由变元
,

由归纳前提可知
,

对取定的 寿 及相应的

R
,

一 R e s ( g
,

f
Z ,

…
,

f
,

) ( 寿
, x {

` , ’
)

一 尸*

(寿
, x }

` ! ’
) n g ( 压

, x “ 1 , 、 ` , ,
)

,

( 2
.

7 )
l ( , r石份声

这里 P
令

是关于
“ , x ,

的 多项式在
“

2…’
, ,

~ “ , x l 一 x ;
` , , 处的值

,

且 P *

( 石摘
:

) 神 0
.

将 ( 2
.

7 ) 式

对 i
,

~ 1 ,

…
, m

,

连乘并应用 引理 2
.

1 得

R e s
( g

,

f
, ,

…
,

j
,

) (寿) 一 R e s
( R

: ,

f
: , x :

) ( 彩)

一 ( `
·

( 汀 , ,
·

立(
, ·

(`
, · “

遥 )
,

n
l毛 召币钻 月夕

)二 .2一
, `

: ( “
, · (` 1 ,

一 )
)

一 ( `
1

(汀 , )
·

(立
尸 ·

(寿
, · `; 1 )

)
) n ; ( `

, x “ : ,
. ’

、 ` , ,
)

.

( 2
.

8 )
l蕊 叮共阴 f

云= 1
,一二 下

由于
x
{

:̀ ,
( i ~ l

,

2
,

…
, m

:

) 是多项式 f
,

( 及
, x :

) 的全体根
,

故

( 1
.

( 寿) ) “ n p *

(寿
, x {“ , )

是花 的多项式
.

由数学归纳法
,

引理 2
.

3 证毕
.

从等式 ( 2
.

6 )可见
,

对于正常点 石
,

若有一组解 ( 及
,

钓 满足 g (左
,

钓 一 0 ,

则对应的结式

取值为 。
,

)交之亦然
.

如果把 或寿
,

x(
’ ` ,

’
,

“ ’
) 看成是 及 的代数函数

,

则结式 R e s
( g

,

f
, ,

…
,

f
:

)

恒为。的充要条件是 ( 2
.

6 )式左端某个 抓在
,

xl(
, `厂

,

“ ’
) 恒为 0

.

但是
,

我们无法判断是否每个

g( 寿
,

卢
二

· ` , ’ ) 都恒为 0
.

下面来解决这个问题
.

3 关 于 又 结 式

设 又是不同于 “ , x 的 自由变元
,

考虑多项式 g (
“ ,

x) 十 元 关于升列 { f
. ,

…
,

f
:

} 的结式

尺 ( g 十 又
,

f ) 一 R ( g + 又
,

f
. ,

二
,

f
`

)
.

( 3
.

1 )

由引理 2
.

3
,

对正常点 杯
,

有

R ( : 十 ` ,

r ) (厉) 一 p ( 痊) n ( 。 ( 寿
, x “ 1 · ~ 、 ` · ,

) 十 ` )
.

( 3 2 )
l ( `夕簇 爪 ,

夕= l
, , :

由于( 3
.

2 )式两端都是 寿

定理 .3 1 若 互j
, ,

的多项式
,

而正常点又是非空开集
,

于是立刻得
·

,

f
,

} 为正常升列
,

则在条件 ( 1
.

3 )之下有 ( 1
.

4 )式一般成立的充要条

件是

R ( g 十 之
,

f ) (
u ,
几 ) ~ P (

u
)又

加 : ’

. 2
` ’

旧 , .

( 3
.

3 )
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此外
,

从 R ( g + 又
,

j) 中还 可以得到更多信息
.

对于方程组 ( 1
.

3 )
,

对应于正常点
。 ,

其.

组解 ix(
, , ` :

,’
`

,

“ , 可以看成 m 组以 “ 为变元的代数函数
,

每组代数函数叫做由 ( 1
.

3 )式确定的`

个小支
,

在这 m 一 m
: ·

m Z

… m
,

个小支中 (这些小支中可能有若干个相同
,

即使都相同
,

仍看

作是 “ 个小支 )
,

有多少小支使等式 ( 1
.

4 )成立呢 ? 由 ( 3
.

2 )式立刻得

定理 .3 2 若 { f
, ,

…
,

j,} 为正常升列
.

如果 反是最大的 自然数使得 eR
s
( g 十 又汀)可

分解为 护 与某一个多项式 Q(
u ,

劝 的乘积 :

R e s
( 。 + 又 ,

f ) 一 户
·

Q(
u ,

又 )
.

( 5
.

4)

则恰好有 ( 1
.

3 )式的 反个小支满足 ( 1
.

4 )式
.

这样
,

从 R ( g + 几,

扩) 的表达式
,

可以看出在多大程度上有 H
*

、 C * .

顺便指出
,

有时为了计算上的简便
,

在 R ( g + 几
,

才) 的计算过程中可以使用条件( 1
.

3) 中

的某些等式
,

这样做不会影响计算结果
,

因为结式的计算实质上是消元
,

去掉等于零的部分不

会影响消元结果
,

这可参见引理 2
.

1
.

这里提出的算法是实际可行的和有效的
.

目前通 用的符号代数 软件都具有 结式计算功

能
.

我们已经在 S U N 3 8 i6 工作站上用 M A P L E 软件非常成功地实现了对许多复杂间题的到

定
〔7

:.J

4 例证法与 又 结式

从 ( 3
.

2 ) 式出发
,

可以对文献 「9] 中所引人的几何定理机器证明的数值并行法(多点例证

法 )的理论根据给出更为清晰和简单的说明
.

数值并行法步骤
:

1
.

估计多项式 R ( g + 又
,

j) 关于变元 “
汉i ~ 1

,

2 ,

…
,

力 的次数的上界
.

这一上界不

难 由结式定义得到
.

设它关于
二 `

之次数不超过
, ` .

2
.

取变元 (
u : ,

…
,

心 ) 的一个 (
n ,

十 l) X …
X (

n `
+ l) 格阵

,

对格阵中每组 `

求出 ( 1
.

3 )式的各组解
.

3
.

若格阵中每个
, 都是正常点

,

对应于
、 的解都满足 g 一 。 ,

则在条件 ( 1
.

3) 下 ( 1
.

4) 式一

般成 立
.

用反证法易知上述步骤之结论正确
.

若不然
,

即 g 一 0 不是一般成立
,

则 到 g + 七f)

中所 含的 又 方幂的因子幂次小于 m
, ·

肠… m
: ,

因而 ( 3
.

4 ) 式中的 Q(
, ,

劝 当 孟 ~ 。 时为

, 的非零多项式
,

形为

Q(
“ , o ) 一 p (

u
) n

。 (
u , x `。 ,

)
,

(今
.

1)

这里 (
a

) 使 x( 的 取那些使 g 一 o 不恒成立的小支
.

由于 Q(
, ,

0) 关于
“ 、
的次数不高于

, ` ,

故不可能在 (
n ,

十 l) X … X (
, ` 十 l) 格阵上全为 0

.

这推出矛盾
.

我们这里要求格阵上每点都是正常的
,

这个要求可以去掉
,

但要对结式表示式 ( .26 冰推

广
.

详情将于另文讨论之
.

关于计算误差问题
,

( 3
.

2) 式也能提供更好的处理方法
.

由 ( 3
.

2) 式知
,

当 f` 和 g 都是整系

数多项式时
,

如 “ ` 为整数
,

则 ( 4
.

1) 式也为整数
.

如它非 0
,

模必不小于 1
.

因而只要有
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n、( 。 , x “ ` ’ ) ( 4
.

2 )

便知( 4
.

1) 式巾 之 Q(
u ,

0) 为 0
.

实际计算时
,

p (
“

) 可经过一些 乙 的幂之积估出
.

具体的

算法
,

以及格阵规模的估计算法
,

将于另文论述
.

据此已制成微机通用的
“

几何定理证明器
” ’ ` OJ .

5 升列可约性检验与 又结式

由引理 2
.

2 可得

引理 5
.

1 若升列 { f
: ,

f
Z ,

…
,

f
,

} 中某一个 f
`
在 f

,

~ 0
,

f
:
一 o ,

…
,

f卜
,

一 o 的条件

下(当 i 一 1 时
,

此条件不存在
,

即要求 f
l

本身关于 x ,

可分解 ) 可分解为两个以
x ` 为导元

的多项式之积
,

即

f
`
一 f:

` , ·

f {
z , ,

( 5
.

1 )

则对应地有

R e s
( g

,

f
, ,

…
,

f
`

) 一 R e s

( g
,

f
. ,

…
,

f }
` , ,

…
,

f
,

)
·

R e s

( g
,

f
: ,

…
,

f {
2 , ,

…
,

f, )
,

( 5
.

2 )

这里三个结式计算过程巾
,

g
,

R
, 一 1 ,

…
,

R
.

关于导元的 认定次数
,

三者应当一致
.

应当指出
,

这里所说 f
`
可分解

,

是指严格意义下的可分解
.

例如
,

设 f
,

~ 式 一 1
,

f
Z
~

病 十 1
.

基域是有理数域
,

则从 f
,

一 O 可得 x ,

十 1 一 0 或 x :

一 l 一 O ,

在 x :

十 1 一 。

时
,

f
:

可分解
,

但
x :

一 1 一 o 时 f
:

不能分解
, ;

坎 f
:

不满足 引理 5
.

1中的条件
.

但 f
:

则满足

此条件
.

由引理 5
.

1 立得

定理 .5 1 若有多项式 g
,

使 g 关于升列 { f
. ,

…
,

f
,

} 的 又结式 R ( 多 十 又 ,

了) 是 又的不

可约多项式
,

则此升列是不可约的
.

这是因为
,

若升列 笼j
: ,

…
,

f
、

} 可约
,

则必有最小的 i
,

使 f
`
在条件 { f

:

~ o ,

…
,

f卜
:

一 0 }

之下可分解为
x ,

的两个多项式
,

因而 R ( g + 又
,

乃 关于 几可分解
.

反之
,

易知有

定理 .5 2 若 g 关 于升列 { f
, ,

…
,

f
,

} 的 又 结式 R ( g + 又,

f ) 有形式 ( 3
.

4 )但不具有形式

( 3
.

3)
,

则此升列为可约
.

从定理 5
.

2 可进一步得出
: 若 R ( g 十 凡

,

f ) 可分解为

R e s ( g + 几
,

f ) 一 砂
:

( , ,
见)

·
, :

(
、 ,
又 )

,

( 5
.

3 )

并能找到有理分式 又(
“ ) 使 卿

:

(
“ ,
凡(

“
) ) 恒为 o ,

但 砂 2

(
“ ,
又(

“
) ) 不恒为 O ,

则此升列可约
.

这是因为
,

若将 g 十 又(
“

) 去分母后得 广
,

则 广 的 又结式中将含有部分 又 方幂型因式
.

一般地
,

对给定的升列 {f
. ,

一
,

f
,

}
,

取什么样的 g 才能查出其是否可约
,

是一个有趣且有

用的问题
.

6 例 子

例 I f
,

一 x ,

一 u ,

f
Z

~ x l 一 Z x , x Z
十

u 之 ,

g 一 x Z
一 x 二

解 此题中一切
u 均为正常点

.



月 !
,

1 0 4 2 中 国 科 学 ( A 辑 ) 第 23卷

l 0

R e S
( g + 又,

f
Z , x Z

) 一 一 Z xl

u 2

又一 xl 一式 十 护 十 矿
,

O 又一 xl

0

,、 ,
护九R e s

( 一
x } + 又,

+ u , ,

f
: , x
决一 — 邵 l 0

,

O

g 一 0
.

一 “ 又2
十 u 之

故在条件 { f
:

一 O
,

f
:
一 0} 之下有

例 2 丈
:

g

x于+ u x : ,

f
:

~ x i + (
x l一 u

)
x :

+
“ , x : ,

x

{ 十
x :

( l 一 u )
x :

一
“ x幸

.

解

(
x :

+ “
)

w
u

法可求出 g 关于 毛f
, ,

f
Z

} 的最后余式 p r e m ( g
,

f
. ,

代替 g 作 又 结式
,

求得

一 (
x ,

+
u

)
x : 笋 0 ,

用用xz

R e s
( (

x :

+ u
)

x Z
十 几

,

f
Z , x Z

) 一 几u 二 :

十 又( 几 +
u 之) 一 尺 :

(上述计算过程中利用条件 f
.

“ 0 做过约化 )
.

R e s

( 尸
,

f
, x :

) 一 几,

( 几 + 二 ,

)
.

可见升列 { f
: ,

f
Z

} 可约 ;分解后有一个一 次的升列使 g 一 。 一股假
.
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