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摘要    线性正则变换作为 Fourier 变换更为广义的形式, 已经在光学和信号处

理等领域得到了应用, 相关的许多性质也已经被导出, 但是对应于 Fourier 变换卷

积定理的类似理论却还没有得到. 导出了线性正则变换的卷积定理, 并在此基础

上研究了线性正则域带限信号的均匀采样以及滤波问题, 得到了信号的均匀采样

和低通重构公式, 并提出了一种基于 FFT 实现的线性正则域乘性滤波器的时域构

造方法, 与线性正则域实现方法相比, 大大降低了计算量.  

关键词    线性正则变换  卷积定理  采样  乘性滤波器 

Fourier变换是目前应用非常广泛的一种信号处理工具 [1], 我们知道对一个信号连续作两

次Fourier变换得到的是该信号的时域反转, 如果连续作 4 次, 得到的就是原信号, 那么, 如果

作分数次的Fourier变换会得到什么呢? 答案是分数阶Fourier变换 [2]. 在Almeida等人的努力下
[3,4], 分数阶Fourier变换在信号处理领域受到了越来越多的重视, 相关理论近 10 年来有了很大

的发展, 作为Fourier变换的推广, 得到了许多与Fourier变换相类似的推广结论, 例如, 广义卷

积定理、分数阶Fourier域的不确定性原理及采样定理等 [5~7]. 但是分数阶Fourier变换的一般性

仍然不够, 通过引入更多的参变量, 分数阶Fourier变换能够进一步推广为线性正则变换(linear 
canonical transform)[8]. 事实上, 线性正则变换不仅是分数阶Fourier变换的推广, 也是Fresnel变
换的推广. 与分数阶Fourier变换一样, 最开始线性正则变换也是用于微分方程求解和光学系

统分析, 随着分数阶Fourier变换理论的发展, 线性正则变换也逐渐在信号处理领域受到重视. 
由于线性正则变换具有 3 个自由参数(参变量间存在的一个约束条件, 使得具有 4 个参变量的

线性正则变换其实只有 3 个自由参数), 相较于分数阶Fourier变换的 1 个自由参数和Fourier变
换的 0 个自由参数, 线性正则变换具有更强的灵活性, 已经在滤波器设计、信号合成、时频分

析、加密、通信调制及复用等领域得到了应用 [8~13], 展示了其强大的信号处理能力和优势. 如
Barshan等人提出的线性正则域滤波就表现出了线性正则变换多自由度的优势, 得到了比分数

阶Fourier域滤波更好的效果, 而且针对同时存在多个线性调频信号干扰的情形, 线性正则域

滤波往往一次滤波就能满足要求 [10], 而分数阶Fourier域滤波却必须通过多次滤波才行 [14].  
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在其他文献中, 线性正则变换还存在着其他的叫法, 如ABCD变换(ABCD transform)[15]、

广义Fresnel变换(generalized Fresnel transform)[16]、扩展分数阶Fourier变换(extended fractional 
Fourier transform)[17]等. 随着研究的不断深入, 人们发现了线性正则变换的许多性质 [8,18], 包
括时移、尺度、微分、积分、能量守恒等基本性质; 一些简单信号(冲激、阶跃、线性调频等)
的变换结果; 线性正则变换的特征函数等. 但是, 卷积定理作为Fourier变换的基本定理之一, 
它推广到线性正则域是什么结果还不为人所知.  

本文的目的是推导出线性正则变换的卷积定理, 并利用该定理分析线性正则域带限信号

的采样及滤波问题, 得出线性正则域带限信号的均匀采样和低通重构公式, 以及乘性滤波器

的设计方法, 丰富线性正则变换的理论体系. 接下来的第 1 节将简要介绍线性正则变换的定

义、需要用到的基本性质以及 Fourier 变换的相关内容. 第 2 节将推导出线性正则变换的卷积

定理. 线性正则域的低通采样及滤波问题放在第 3 节进行分析. 第 4 节是本文的总结.  

1  线性正则变换 

1.1  线性正则变换的定义及部分性质 

线性正则变换的定义式如下 [19]:  

( , , , ) ( , , , )( ) ( ( ))a b c d a b c dF u L f t=  
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 (1)  

线性正则变换的两个基本性质是叠加性(the additivity property)和可逆性(the reversibility 
property), 也是本文卷积定理推导过程当中需要用到的两个重要性质.  

性质 1  叠加性  
 

2 2 2 2 1 1 1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , )( ( ( ))) ( ( ))a b c d a b c d e f g hL L f t L f t= , (2)  

式中  

 2 2 1 1

2 2 1 1

a b a be f
g h c d c d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. (3)  

性质 2  可逆性  
 ( , , , ) ( , , , )( ( ( ))) ( )d b c a a b c dL L f t f t− − = . (4)  

性质 2 可以由性质 1 推出. 本文中 L(a,b,c,d)(·)表示参数为 a,b,c,d 的线性正则变换算子, 带有

下标 a,b,c,d 的大写函数表示对应小写函数的线性正则变换结果, 如式(1)中的 F(a,b,c,d)(u)就表示

f (t)的线性正则变换. 通常参数 a,b,c,d取实数. 如果要取复数, 则为满足叠加性和可逆性, 也需

要保证 b 为实数.  
需要说明的是本文后面章节所提到的线性正则变换均是指b≠0 的情形. 当b = 0 时, 由定

义式可以知道这时的线性正则变换就是尺度算子. 当b≠0 时, 线性正则变换可以简化成分数

阶Fourier变换和Fresnel变换 [8]. 例如, 当(a,b,c,d ) = (cosα, sinα, −sinα, cosα)时, 线性正则变换

简化为 



 
 
 
 

 
546 中国科学 E 辑 信息科学 第 37 卷 

 

 

 

 j j
(cos ,sin , sin ,cos ) ( ( )) e ( ( )) e ( )L f t f tt F uα α

α α α α α α
− −

− = ⋅ℜ = , (5)  

式中 ( )αℜ ⋅ 表示参数为α 的分数阶 Fourier 变换算子, Fα (u)表示 f (t)的分数阶 Fourier 变换. 进

一步来看, 当α = π/2 时, 即(a,b,c,d) = (0,1,−1,0)时, 线性正则变换就简化为具有乘数因子 j−

的 Fourier 变换 

 (0,1, 1,0) FT( ( )) j ( ( )) j ( )L f t f t F uψ− = − ⋅ = − ⋅ , (6)  

式中ψFT(·)表示 Fourier 变换算子, 文中后续部分仍将用到.  
为了便于理解和推导, 这里先给出本文推导过程中所采用的Fourier变换对表达式 [20]  

 ( ) j( ) e dutF u f t t
+∞ −

−∞
= ⋅∫ , (7)  

 j1( ) ( ) e d
2π

utf t F u u
+∞

−∞
= ⋅∫  (8)  

及Fourier变换的卷积定理 [20]. 
若 FT FT( ) ( ( )),   ( ) ( ( ))X u x t Y u y tψ ψ= = , 则 

 FT ( ( ) ( )) ( ) ( )x t y t X u Y uψ ∗ = , (9) 

 FT
( ) ( )( ( ) ( ))

2π
X u Y ux t y tψ ∗

= , (10) 

本文中 ∗表示卷积算子: ( ) ( ) ( ) ( )df t g t f τ g t τ τ
+∞

−∞
∗ = −∫ . 可以看到本文所用的 Fourier 变换对是

非对称形式, 而如果采用对称形式的话, 并不影响推导, 只是会存在 2π 或1 2π 的系数差.  

1.2  线性正则变换与时频分布的关系 

分数阶 Fourier 变换可以理解为时频平面的旋转, 如下所示:  
 ( , ) [ ( , )]

αx XW u v R W u vα= , (11) 

式中 WD( , ) ( ( ))
αXW u v l X uα= 和 WD( , ) ( ( ))xW u v l x t= 分别表示 ( )X uα 和 ( )x t 的 Wigner 分布 , 

WD ( )l ⋅ 表示 Wigner 分布算子, Rφ 表示二维函数 ( , )W u v 作角度为φ 的顺时针旋转算子, 即 

[ ( , )] ( cos sin , sin cos )R W u v W u v u vφ φ φ φ φ= + − + , 

而线性正则变换作为分数阶 Fourier 变换的推广, 其自由参数增加到 3 个, 导致其与 Wigner 分
布的关系不再仅仅是简单的坐标旋转, 而复杂了许多. 下面给出了线性正则变换与 Wigner 分

布的关系表达式.  
设 ( , )xW u v 和

( , , , )
( , )

a b c dXW u v 分别是 x(t)和 ( , , , ) ( )a b c dX u 的 Wigner 分布, 即 ( , )xW u v WD ( ( ))l x t= , 

( , , , ) WD ( , , , )( , ) ( ( ))
a b c dX a b c dW u v l X u= , 则存在如下关系:  

 
( , , , )

( , ) ( , )
a b c dX xW u v W du bv cu av= − − + , (12) 

 
( , , , )

( , ) ( , )
a b c dx XW u v W au bv cu dv= + + , (13) 

 2
( , , , )| ( ) | ( , )da b c d xX u W du bv cu av v

+∞

−∞
= − − +∫ .  (14) 

由式(14)可以看出, 信号 x(t)的线性正则变换模平方等于 x(t)的 Wigner 分布做坐标变换后的边
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缘积分, 这点可用在 4.2 节线性正则域乘性滤波器的传递函数设计方面. 根据上述关系式, 我
们还能够得到一种更为灵活的 Wigner 分布计算方法: 先对信号 x(t)做线性正则变换得到

X(a,b,c,d)(u), 再求得其 Wigner 分布
( , , , )

( , )
a b c dXW u v , 最后利用式(12)就能够得到 x(t)的 Wigner 分布

Wx(u,v). 由于 Wx(u,v)和
( , , , )

( , )
a b c dXW u v 之间存在坐标变换关系, 故通过选择不同的参数(a,b,c,d)

就可以灵活地改变 Wx(u,v)在时频平面上的采样位置.  

2  卷积定理  

2.1  线性正则域卷积定理 

定理 1  设 ( , , , ) ( , , , ) FT( ) ( ( )),   ( ) ( ( ))a b c d a b c dX u L x t Y u y tψ= = , 则 

 
2 2j j

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ( ) ( )) e ( )e
2π

d du v
b b

a b c d a b c d
uL x t y t X u Y

b b
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. (15)  

证明  令 
 ( ) ( ) ( )s t x t y t= , (16) 

则 

( , , , ) ( , , , )( ) ( ( ))a b c d a b c dS u L s t=  

 
2 21j j j

2 21 e e e ( ) ( )d
j2π

d au ut t
b b b x t y t t

b
−+∞

−∞
= ∫ . (17) 

根据可逆性 

( , , , ) ( , , , )( ) ( ( ))d b c a a b c dx t L X u− −=  

 
2 21j j j

2 2
( , , , )

1 e e e ( )d
j2π

a dt ut u
b b b

a b c dX u u
b

− −+∞

−∞

−
= ∫ . (18) 

将上式代入式(17), 得到 
2 2 2 21 1j j j j j j

2 2 2 2
( , , , ) ( , , , )

1 1( ) e e e e e e ( )d ( )d
j2π j2π

d a a du ut t t vt v
b b b b b b

a b c d a b c dS u X v v y t t
b b

− − −+∞ +∞

−∞ −∞

−
= ⋅ ⋅∫ ∫  

 
2 2 1j j j ( )

2 2
( , , , )

1 e e ( ) ( )e d d
2π

d du v u v t
b b b

a b c dX v y t t v
b

− − −+∞ +∞

−∞ −∞
= ∫ ∫   

 
2 2j j

2 2
( , , , )

1 e ( )e
2π

d du u
b b

a b c d
uX u Y

b b
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. (19) 

证毕.   

2.2  时域卷积定理  

定理 2  设 ( , , , ) ( , , , )( ) ( ( ))a b c d a b c dX u L x t= , 则 

 
2 2j j

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ( ) ( )) e ( )e
c cu u
a a

a b c d a b c d
uL x t y t X u y

a a
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟∗ = ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. (20)  

证明  令 ( ) ( ) ( )z t x t y t= ∗ , 因为 
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0 1

1 0
a b b a
c d d c

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, (21) 

所以根据线性正则变换的叠加性, 可以得到 
 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) (0,1, 1,0)( ) ( ( )) ( ( ( )))a b c d a b c d b a d cZ u L z t L L z t− − −= = . (22) 

由式(6)和(10), 有 

(0,1, 1,0) (0,1, 1,0) FT( ) ( ( )) j ( ( ))Z u L z t z tψ− −= = − ⋅ j ( ) ( )X Yω ω= − ⋅ , 

所以式(22)可以化为 

 ( )( , , , ) ( , , , )( ) j ( ) ( )a b c d b a d cZ u L X u Y u− −= − ⋅ .  (23) 

我们发现将式(16)中的 x(t)和 y(t)分别用 X(μ)和 Y(μ)代替, 并令(a,b,c,d) = (b,−a,d,−c), 则式(19)
化为 

 
2 2 1j j j ( )

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ( ) ( )) e e ( ( )) ( )e d d
2π

c cu v u v
a a a

b a d c b a d cL X Y L X Y v
a

μ
μ μ μ μ μ

− −+∞ +∞

− − − −−∞ −∞
= ∫ ∫ , (24) 

由式(6)可以得到 

(0,1, 1,0)( ) j ( ( ))X L x tμ −= ⋅ . 

根据式(21)和线性正则变换的叠加性, 有 

 ( )( , , , ) ( , , , ) (0,1, 1,0) ( , , , )( ( )) j ( ( )) j ( )b a d c b a d c a b c dL X L L x t X vμ− − − − −= ⋅ = ⋅ , (25) 

将上式代入式(24), 得到 

 
2 2 1j j j ( )

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ( ) ( )) e e j ( ) ( )e d d .
2π
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b a d c a b c dL X Y X v Y v
a

μ
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− −+∞ +∞

− − −∞ −∞
= ⋅∫ ∫  (26) 

又因为由式(8)可以得出 

j1( ) ( ) e d
2π

ty t Y μμ μ
+∞ −

−∞
− = ⋅∫ , 

所以式(26)可以进一步化为 
2 2j j

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ( ) ( )) e e j ( ) 2π d
2π

c cu v
a a

b a d c a b c d
u vL X Y X v y v

a a
μ μ

−+∞

− − −∞

−⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

将上式代入式(23), 整理后得到 
2 2j j

2 2
( , , , ) ( , , , )

1( ) e ( )e
c cu u
a a

a b c d a b c d
uZ u X u y

a a
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

证毕.  
式(20)所表示的线性正则变换时域卷积定理与 Fourier 变换的时域卷积定理(式(9)所示)相

比, 形式要复杂得多, 不便于分析线性正则域的乘性滤波, 因此接下来将给出一种简便直观的

线性正则变换“时域卷积定理”.  
定理 3  设 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )( ) ( ( )),   ( ) ( ( ))a b c d a b c d a b c d a b c dX u L x t Y u L y t= = , 则 

 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )( ( ) ( )) ( ) ( ),a b c d a b c d a b c dL x t y t X u Y uΘ = ⋅  (27) 
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式中
2j

2
( , , , ) ( , , , )( ) ( )e

d u
b

a b c d a b c dY u Y u
−

= , 算子Θ与线性完整变换的参数有关, 定义如下:  

 
2 2 2j j j

2 2 21( ) ( ) e ( )e ( )e
j2π

a a at t t
b b bx t y t x t y t

b
− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟Θ = ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. (28) 

证明 
2 2

2 2 2
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j2π
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∫
 

2 2 21j j j j ( )
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j2π j2π
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b b
τ τ

τ τ τ
− −+∞ +∞

−∞ −∞
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交换积分顺序 
2 2 21j j j j ( )

2 2 21 1e ( )e e ( )e d d
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τ τ

τ τ τ
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⎝ ⎠
∫ ∫ , 

针对上式括号部分对 t 的积分, 令 t−τ = λ, 则 
2 2 21j j j ( ) j ( )

2 2 2
( , , , )

1 1( ( ) ( )) e ( )e e ( )e d d
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τ λ λ τ

− ++∞ +∞

−∞ −∞

⎛ ⎞
Θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

2 2 21j j j j
2 2 2

( , , , )
1e ( ) e e e ( )d

j2π

d d au u u
b b b b

a b c dY u x
b

τ τ
τ τ

− −+∞

−∞
= ∫ . 

2j
2

( , , , ) ( , , , )e ( ) ( )
d u
b

a b c d a b c dY u X u
−

= . 

证毕.  
以上完成了线性正则变换卷积定理的证明. 因为分数阶Fourier变换是线性正则变换的特

例, 因此将(a,b,c,d ) = (cosα, sinα, −sinα, cosα)代入式(15)和(20), 我们可以得到分数阶Fourier
变换的卷积定理 [5]. 本文接下来的部分将利用线性正则变换的卷积定理解决一些理论上的问

题.  

3  线性正则域的采样与滤波 

3.1  采样  

利用线性正则域卷积定理(定理 1), 我们可以得到线性正则域带限信号的采样定理. 首先

将理想冲激取样信号表示为 

 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

x t x t s t x t t nTδ δ
+∞

=−∞

= ⋅ = −∑ , (29) 

式中 T 为采样周期, ( )s tδ 为冲激函数序列, 它的 Fourier 变换为 

 FT
2π 2π( ) ( ( ))

m
S u s t u m

T Tδ δψ δ
+∞

=−∞

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .  (30)  
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根据定理 1, 得到 
2 2j j

2 2
( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

1ˆ ˆ( ) ( ( )) e ( )e
2π

d du u
b b

a b c d a b c d a b c d
uX u L x t X u S

b bδ

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

2 2j j
2 2

( , , , )
1 2π 2πe ( )e

2π

d du u
b b

a b c d
m

uX u m
b T b T

δ
+∞−

=−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ∗ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

 
2 2j j

2 2
( , , , )

1 2πe ( )e
d du u
b b

a b c d
m

bX u u m
T T

δ
+∞−

=−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ∗ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ , (31)  

由上式可以看出: 采样后, 信号 x(t)的线性正则变换 X(a,b,c,d)(u)在线性正则域以周期 2π|b|/T进行

延拓, m = 0 时, 与原线性正则谱 X(a,b,c,d)(u)仅相差一个幅度因子 1/T, 0m ≠ 时的延拓谱还经过

了调制和相移. 如果 x(t)为线性正则域上的限带信号(即 X(a,b,c,d)(u)的支撑区限制在|u|<Ω h), 那
么当 2π|b|/T≥Ωh (即采样频率ωs≥2Ωh/|b|)时就不会发生混叠. 这样就可以用幅度为 T, 截止频

率 LCTΩ  ( LCT [ ,hΩ Ω∈  | | ]s hb Ωω − )的线性正则域低通滤波器(传递函数如式(32)所示)来取出

原线性正则谱X(a,b,c,d)(u), 而滤除掉各次延拓谱, 从而再通过逆变换就可以恢复出原信号, 而不

造成信息损失. 将低通滤波器的截止频率限定在区间 [ ,| | ]h s hΩ b Ωω − , 是为了保证只取出采

样信号线性正则谱 ( , , , )
ˆ ( )a b c dX u 的 m = 0 部分.  

 LCT
( , , , )

LCT

,   | | ,
( )

0,   | | .a b c d
T u Ω

H u
u Ω

<⎧
= ⎨

⎩ ≥
 (32)  

上述低通滤波后的输出信号形式可以利用定理 3 得到, 首先令 

( , , , ) ( )a b c dY u  LCT

LCT

, | | ,
0, | | ,
T u Ω

u Ω
<⎧

= ⎨
⎩ ≥

 

则 
2j

2
( , , , ) ( , , , )( ) ( )e

d u
b

d b c a a b c dy t L Y u− −

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 2 2
LCT

LCT

1j j j j
2 2 21 e e e e d

j2π

a d dt ut u uΩ
b b b b

Ω
T u

b
− −

−

−
= ∫  

 
2

LCT
j
2

2 sin1 e
j2π

a t
b

Ωb t
bT

b t
− ⋅−

= . (33) 

因为 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( )),a b c d a b c d a b c dX u Y u L x t y t= Θ  所以 ( , , , )

ˆ ( )a b c dX u 经过低通滤波后的时域输出

为 
2 2 2j j j

2 2 21ˆ ˆ( ) ( ) ( ) e ( )e ( )e
j2π

a a at t t
b b bx t x t y t x t y t

b
− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟= Θ = ∗⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

2 2
LCT
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2 2
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ˆe ( )e d

π

a at
b b

Ω t τT bx
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τ τ
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2 2
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e ( ) ( )e d

π

a at
b b

n

Ω t τT bx nT
t τ

τ
τ δ τ τ

+∞− +∞

−∞
=−∞

−
= −

−∑ ∫  

 
( ) 22

LCT
j j
2 2

sin ( )
e ( )e

π( )

a at nT
b b

n

ΩT t nT
bx nT
t nT

+∞−

=−∞

−
=

−∑ , (34) 

上式即为线性正则域带限信号采样后经过低通滤波的时域重构公式. 令 LCT / 2 π/sΩ ω T= = , 

可以得到传统频域带限信号的低通滤波时域重构公式.  

3.2  滤波 

本节将讨论线性正则域的乘性滤波问题, 其模型如图 1 所示.  

 
图 1  线性正则域的乘性滤波器 

通过设计 H(a,b,c,d)(u)可以实现低通、高通、带通、带阻等简单形式或更复杂形式的线性正则域滤波 

 
如果信号 s(t)混叠有噪声 n(t), 但是通过线性正则变换后, 能够在该线性正则域上实现

S(a,b,c,d)(u)与 N(a,b,c,d)(u)的部分或完全解耦合, 那么便能通过线性正则域的乘性滤波来提高信噪

比. 我们考察图 2 所示的信号 s(t), 其中含有噪声 n1(t)和 n2(t), 可见从时、频域都无法将信号

和噪声完全分离开, 但是根据时频分布与线性正则变换的关系(见 1.2 节), 可以发现利用线性

正则变换后就能够实现 s(t)和噪声在线性正则域上的完全解耦合, 这样利用线性正则域上的带

通滤波(图 1)就能够完全滤除掉噪声. 通过改变线性正则变换的参数 a 和 b 可以实现不同斜率

的时频平面分割. 如图 2 所示的信号时频分布特征, 很容易看出通过级联两次不同角度(即

1 1/a b 1 1 2 2 2 2/ , / / )t a b tω ω= = 的线性正则域滤波就可以完全去除噪声, 恢复信号 s(t). 在两级

线性正则域级联滤波的实现中可以利用线性正则变换的叠加性, 从而省略一个线性正则反变

换和一个正变换环节.  
以上讨论的线性正则域乘性滤波也可以采用时域卷积的方式实现, 由于时域卷积可以通

过FFT来实现 [21], 因此在工程实现上具有更大的价值. 根据定理 3, 将式(27)中的 ( , , , ) ( )a b c dY u 作

为滤波器的传递函数, 可以得到线性正则域乘性滤波的时域实现步骤如下: 

 
图 2  含噪信号的时频分布 
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1) 根据时频滤波要求或信号的时频分布特征 , 设计出线性正则域滤波的传递函数

H(a,b,c,d)(u)为 

 ( , , , ) ( , , , )( ) ( )a b c d a b c dY u H u= . (35) 

2) 利用 Fourier 反变换得到卷积函数 g(t),  

j2π( ) tg t y
b b

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

式中 ( )y t 是 ( , , , ) ( )a b c dY u 的 Fourier 反变换. 

证明  根据定理 3, 有 

( , , , ) ( , , , )( ) ( ( ))d b c a a b c dy t L Y u− −=  

2 21j j j
2 2

( , , , )
1 e e e ( )d

j2π

a dt ut u
b b b

a b c dY u u
b

− −+∞

−∞

−
= ∫  

2 1j j
2

( , , , )
1 e e ( )d

j2π

a t ut
b b

a b c dY u u
b

− +∞

−∞

−
= ∫  

2j
2j2πe
a t
b ty

b b
− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

所以 

 
2j

2 j2π( ) ( )e
a t
b tg t y t y

b b
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (36) 

证毕.  
3) 按照图 3 构造滤波器, 即 

 
2 2j j

2 2
out in

1( ) ( ) e ( ) e
j2π

a at t
b br t r t g t

b
−⎛ ⎞

= ⋅ ∗ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (37) 

下面将证明图 3 实现了图 1 所示的线性正则域乘性滤波. 将式(36)代入式(37), 有 
2 2 2j j j

2 2 2
out in

1( ) ( ) e ( )e e
j2π

a a at t t
b b br t r t y t

b
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ ∗ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

in ( ) ( )r t y t= Θ . 

根据定理 3, 有 

 ( , , , ) out ( , , , ) in ( , , , )( ( )) ( ( )) ( )a b c d a b c d a b c dL r t L r t Y u= ⋅ . (38) 

由式(35)和(38)可以知道图 3 与图 1 完成了同样的滤波功能.  
 

 
图 3  线性正则域乘性滤波器的时域实现 
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图 3所示的时域实现方法相比于图 1所示的线性正则域实现方法存在如下好处, 所以更为

适合工程应用: 时域实现方法的计算主要集中在卷积函数g(t)的计算和卷积上, 而这两者均能

采用经典的FFT算法来实现, 而线性正则域实现方法要经过两次线性正则变换, 因此时域实现

方法能够避开繁琐的线性正则变换离散计算. 而目前为止尚未有令人满意的线性正则变换快

速离散算法出现, 即便是线性正则变换特例之一的分数阶Fourier变换都尚未有一种满足所有

基本要求的快速离散算法 [22]. 因此时域实现方法跟线性正则域实现方法相比, 既能够保证滤

波效果不差于后者, 而且运算量大大降低, N点数据滤波的计算复杂度为O(Nlog2N), 而后者计

算复杂度为O(N2).  

4  结束语  
本文对线性正则变换的定义及基本性质做了简要介绍, 然后分析了线性正则变换与时频

分布的关系, 发现信号的线性正则变换模平方等于信号 Wigner 分布进行坐标变换后的边缘积

分(式(14)), 改变线性正则变换的参数 a和 b可以实现不同斜率的时频面分割, 这一点可以用来

设计线性正则域滤波器的传递函数.  
在叠加性和可逆性的基础上, 本文推导出了线性正则变换的一个重要定理——卷积定理

(定理 1 和 2), 揭示了两个信号在时域分别做乘积和卷积操作后在线性正则域的表现形式, 而
为了便于研究线性正则域乘性滤波, 本文又推导了线性正则变换时域卷积定理的另一种表现

形式, 定义了一个时域算子Θ以保证两个信号通过该算子后在线性正则域表现为乘积形式(定
理 3).  

利用导出的线性正则变换卷积定理, 本文分析了线性正则域带限信号的采样及滤波问题, 
得出了线性正则域带限信号的均匀采样和低通重构公式(式(31)和(34)), 可以看出采样后, 信
号的线性正则谱仍然做周期延拓, 只是周期变成了|b|ωs, 延拓谱存在调制和相移. 在给出线性

正则域乘性滤波模型后, 本文还研究了其时域实现方法, 提出了一种可用经典 FFT 实现的滤

波算法, 在滤波效果不差于线性正则域实现方法的前提下, 大大降低了计算量, 使其可以满足

实际应用的需要.  
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