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摘要 本文讨论了再生核 Hilbert 空间上一类广泛的正则化回归算法的学习率问题. 在分析算法的样

本误差时, 我们利用了一种复加权的经验过程, 保证了方差与惩罚泛函同时被阈值控制, 从而避免了

繁琐的迭代过程. 本文得到了比之前文献结果更为快速的学习率.
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1 引言

设 X 为 Rn 的一个紧子集, Y ⊂ [−M,M ], M > 0. ρ 为 Z := X × Y 上未知的概率测度,

z := {zi}mi=1 = {(xi, yi)}mi=1 ∈ Zm 为服从 ρ 的一组独立同分布的取样. 给定样本 z, 统计学习理论中的

回归问题就是要找到一个函数 fz : X → R,使得对于任何新的不可预见的输入 x ∈ X, fz(x)都能成为

输出 y 的一个很好的近似.

正则化的学习算法体系中有两个重要的因素: 损失函数和假设空间.

损失函数 L: R×R → R+ 是一可测函数, 用来度量预测值与真实值之间的偏差. 在回归问题中最

为常用的损失函数是二次损失 (或最小二乘损失), 参见文献 [1–4] 等. 然而, 近年来出于应用和计算处

理方面的考虑,不同的损失函数越来越受到人们的关注 (见 [5–7]). 本文中我们将考虑如下一类广泛的

损失函数:

定义 1.1 可测函数 L: R× R → R+ 称为回归损失函数, 如果存在常数 q > 0 和 cq > 0 使得

(i) |L|1 := sup
y∈Y,−M6t1,t26M

∣∣∣∣L(y, t1)− L(y, t2)

t1 − t2

∣∣∣∣ <∞, (1.1)

(ii) L(y, t) >

L(y,M), 当 t >M,

L(y,−M), 当 t 6 −M,
(1.2)

(iii) L(y, t) 6 cq|t|q, ∀ |t| > M. (1.3)
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回归损失函数的典型例子包括:

(1) ε- 不敏感损失函数 (见 [8–10])

Lε(y, t) = max{0, |y − t| − ε}.

(2) Ls- 损失函数 (1 6 s <∞)

Ls(y, t) = |y − t|s.

特别地, 当 s = 2 时就是最小二乘损失.

(3) 鲁棒损失函数 (见 [11])

Lr(y, t) =


(y − t)2

2ε
+
ε

2
, 当 |y − t| 6 ε,

|y − t|, 其他.

(4) 对数损失函数 (见 [5])

Ll(y, t) = − log(4Λ(|y − t|)[1− Λ(|y − t|)]),

这里 Λ(r) = 1
1+e−r .

容易验证上述例子均是关于 |y − t| 的非降函数, 因而 (1.2) 成立. 这些例子所满足的定义 1.1 中

的参数见表 1.

预测函数 f 的性能通过如下的 L- 风险 (或推广误差) 来度量,

E(f) = EL(f) :=
∫
Z

L(y, f(x))dρ =

∫
X

∫
Y

L(y, f(x))dρ(y|x)dρX ,

这里 ρX 为 X 上的边缘分布, ρ(·|x)是由 ρ 诱导的 x 处的条件概率测度. 我们用 f∗ 表示使 L- 风险达

到最小的可测函数,

f∗ = f∗L := argmin E(f),

它是最为理想的学习函数, 称为目标函数. 我们总假定这样的目标函数 f∗ 是存在的, 否则, 对于任意

η > 0, 总存在可测函数 f∗η , 满足 E(f∗η ) < inf E(f) + η, 此时可用 f∗η 来替代 f∗, 只需要做些微小的改

动, 本文所有的结果均可推广到这种情况. 另外, 由 (1.2) 我们可得

|f∗(x)| 6M, x ∈ X. (1.4)

学习不能在真空中进行, 假设空间是学习过程所发生的函数空间. 再生核 Hilbert 空间 (RKHS)

因其具有良好的性质, 如再生性, 成为学习理论中常用的假设空间.

表 1 典型例子满足定义 1.1 中的参数

损失函数 |L|1 q cq

ε- 不敏感损失函数 1 1 2

Ls- 损失函数 s(2M)s−1 s 2s

鲁棒损失函数 1 1 max
{

ε
M

, 2
}

对数损失函数 1 1 2
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函数 K : X × X → R 称为一个再生核, 如果它是连续、对称和半正定的, 所谓半正定是指对于

任意有限个不同点 {x1, x2, . . . , xl} ⊂ X, 矩阵 (K(xi, xj))
l
i,j=1 是半正定的. 由核 K 所决定的再生核

Hilbert 空间 (RKHS) HK 就定义为 (见 [12]) 函数集 {Kx := K(x, ·) : x ∈ X} 所张成的线性空间按照
内积 ⟨·, ·⟩K :

⟨Kx,Ku⟩K = K(x, u),

完备化后得到的 Hilbert 空间. 而再生性是指

⟨Kx, g⟩K = g(x), ∀x ∈ X, g ∈ HK . (1.5)

记 C(X) 为 X 上的连续函数空间, ∥ · ∥∞ 为其上的范数. 我们知道 HK 可以连续嵌入到 C(X). 令

κ := sup
x∈X

√
K(x, x) <∞,

由再生性 (1.5), 可得

∥g∥∞ 6 κ∥g∥K , ∀g ∈ HK . (1.6)

定义 1.2 本文研究的正则化回归算法定义为下述 RKHS HK 上优化问题的最小者:

fz,λ = fLz,λ := arg min
f∈HK

{
1

m

m∑
i=1

L(yi, f(xi)) + λ∥f∥2K
}
, (1.7)

这里 λ > 0 称为正则化参数, 其通常依赖于 m : λ = λ(m), 并且 limm→∞ λ(m) = 0.

如果我们把对应于样本 z 的经验 L- 风险记为

Ez(f) = ELz (f) :=
1

m

m∑
i=1

L(yi, f(xi)),

则算法 (1.7) 就可重写为

fz,λ := arg min
f∈HK

{Ez(f) + λ∥f∥2K}. (1.8)

当样本数量 m 增大时, 估计剩余的风险值 E(fz,λ(m)) − E(f∗) 是学习理论中的一个重要课题也
是本文的主要目的. 一个有效的核回归方法至少应该是相容的, 即当 m → ∞ 时, 以相当高的概率,

E(fz,λ(m))−E(f∗) → 0.文献 [5]证明了一类基于核的回归算法当 HK 在 C(X)中稠密时是相容的. 进

一步,文献 [4]和 [9]分别对最小二乘回归 (LSR)和使用 ε-不敏感损失函数的支持向量机回归 (SVMR)

给出了算法的收敛速度 (通常称为学习率).

我们注意到 [4] 和 [9] 均利用了文献 [13] 中提出的 “收缩技术 (shrinking technique)” 来建立关于

∥fz,λ∥K 的精确界. 另外, 投影算子 (见下面的定义 2.2) 有助于得到快速的学习率 [9]. 投影的方法最早

出现在分类算法的误差分析中, [4] 指出, 当 |y| 6 M a.s., 通过投影方法可得到样本误差更精确的界.

因此, [4] 提出, 但没有给出详细的说明, 通过投影方法可以改进 LSR 的学习率.

本文的主要目的是对满足定义 1.1 的一类广泛的回归损失函数建立快速的学习率, 这其中就包括

了最小二乘损失和 ε-不敏感损失.作为结果,我们改进了文献 [4]和 [9]中相应算法的学习率.同 [9]一

样, 投影算子在误差分析中起到了关键作用.

本文的其余部分安排如下: 在第 2 节中我们给出一些重要的定义和假设并给出本文的主要定理.

主要定理的证明将在第 3 节给出. 学习率的比较会在第 4 节讨论, 在第 5 节中, 我们总结了所得到的

结果并给出进一步的讨论.
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2 定义、假设和主要结果

本节将给出建立快速学习率所必需的一些重要定义和假设.

定义 2.1 算法体系 (1.7) 的正则 (或逼近) 误差定义为

D(λ) := inf
f∈HK

{E(f)− E(f∗) + λ∥f∥2K}.

如果我们将 (1.7) 与样本无关的极限形式记为

fλ := arg min
f∈HK

{E(f) + λ∥f∥2K},

则

D(λ) = E(fλ)− E(f∗) + λ∥fλ∥2K . (2.1)

为了充分利用损失函数的特征, 我们引入投影算子的概念. 投影的思想已在分类算法分析中广泛

的应用, 读者可参阅文献 [14–18].

定义 2.2 对于一个可测函数 f : X → R, 投影算子 π =: πM 定义为

π(f)(x) =


M, 当 f(x) > M,

−M, 当 f(x) < −M,

f(x), 当−M 6 f(x) 6M.

投影算子实际上就是对函数做一修正, 以便其函数值能够落在我们所要求的范围内. 由 (1.2) 可

得 L(y, π(f)(x)) 6 L(y, f(x)), 从而可知

E(π(f)) 6 E(f), Ez(π(f)) 6 Ez(f). (2.2)

这说明用 π(f)去逼近目标函数 f∗ 要比直接用 f 的效果好.正是基于这种考虑,我们下面采用 π(fz,λ)

而不是原函数 fz,λ 作为经验目标函数并分析其相应的学习率.

同以往的分析一样, 为了得到满意的学习率, 我们也需要对概率分布 ρ 和假设空间 HK 作出适当

的假设.

假设 2.1 我们说目标函数 f∗ 能被假设空间 HK 以指数 0 < β 6 1 逼近, 是指如果存在某个常

数 cβ 使得

D(λ) 6 cβλ
β , ∀λ > 0.

下一假设是关于 ρ 和 HK 的方差 - 期望界条件.

假设 2.2 存在常数 α ∈ [0, 1] 和 cα > 1, 使得对于所有 f ∈ HK ,

E{L(y, π(f)(x))− L(y, f∗(x))}2 6 cα{E(π(f))− E(f∗)}α.

本文利用经验覆盖数来度量假设空间 HK 的复杂度.

定义 2.3 设 F 为定义在 Z 上的函数集, z := {zi}mi=1 ∈ Zm. F 上的度量 d2,z 定义为

d2,z(f, g) :=

{
1

m

m∑
i=1

|f(zi)− g(zi)|2
}1/2

.
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对于任意的 τ > 0, F 关于 d2,z 的覆盖数定义为

N2,z(F , τ) := inf

{
l ∈ N : ∃{fi}li=1 使得 F =

l∪
i=1

{f ∈ F : d2,z(f, fi) 6 τ}
}
.

令 BR = {f ∈ HK : ∥f∥K 6 R}. 单位球 B1 的经验覆盖数定义为

N (τ) := sup
m∈N

sup
x∈Xm

N2,x(B1, τ).

假设 2.3 称 RKHS HK 具有指数为 p ∈ (0, 2) 的多项式复杂度, 如果存在常数 cp > 0 使得

logN (τ) 6 cp(1/τ)
p, ∀ τ > 0.

现将本文的主要结果叙述如下, 其证明将在下节给出.

定理 2.1 如果假设 2.1–2.3 成立, 选取 λ = ( 1
m )min{ 2

p+β(4−2α−(1−α)p)
, 2
q+(2−q)β

}, 则对于任意的 0 <

δ < 1, 至少以 1− δ 的概率成立,

E(π(fz,λ))− E(f∗) 6 c̃ log(3/δ)

(
1

m

)min{ 2β
p+β(4−2α−(1−α)p)

, 2β
q+(2−q)β

}

,

其中 c̃ 是一不依赖于 m 和 δ 的常数.

3 主要定理的证明

本节将给出定理 2.1 的证明. 根据 fz,λ 和 fλ 的定义, 我们可以看出

E(π(fz,λ))− E(f∗) + λ∥fz,λ∥2K
6 {[E(π(fz,λ))− E(f∗)]− [Ez(π(fz,λ))− Ez(f∗)]}

+ {[Ez(fλ)− Ez(f∗)]− [E(fλ)− E(f∗)]}+ {E(fλ)− E(f∗) + λ∥fλ∥2K}

=: I1 + I2 + I3. (3.1)

根据 (2.1), I3 = D(λ). 为了估计 I2, 我们需要利用下述的单侧 Bernstein 不等式 (见 [1, 17]).

引理 3.1 设 ξ 为概率空间 Z 上的一个随机变量, 其数学期望为 µ, 方差为 σ2. 如果 |ξ − µ| 6 B

几乎处处成立, 则对于任意 η > 0, 有

Prob
z∈Zm

{
1

m

m∑
i=1

ξ(zi)− µ > η

}
6 exp

{
− mη2

2(σ2 + 1
3Bη)

}
.

命题 3.1 对任意的 t > 1, 若假设 2.2 成立, 则下式至少以 1− 2e−t 的概率成立,

I2 6 7cqκ
qt

6m

(
D(λ)

λ

)q/2
+

8|L|1Mt

3m
+

(
2cαt

m

) 1
2−α

+D(λ).

证明 注意到

I2 = {[Ez(fλ)− Ez(π(fλ))]− [E(fλ)− E(π(fλ))]}
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+ {[Ez(π(fλ))− Ez(f∗)]− [E(π(fλ))− E(f∗)]}. (3.2)

我们先来估计 (3.2) 式右端的第一项. 由 (1.6) 和 (2.1) 可知

∥fλ∥∞ 6 κ∥fλ∥K 6 κ

√
D(λ)

λ
.

记 ξ1 := L(y, fλ(x))−L(y, π(fλ)(x)), 不妨设 |fλ(x)| > M , 因为否则的话 ξ1 = 0. 于是 (1.2) 和 (1.3) 就

蕴含了 0 6 ξ1 6 cqκ
q(D(λ)

λ )q/2. 因此,

|ξ1 − Eξ1| 6 cqκ
q

(
D(λ)

λ

)q/2
, σ2(ξ1) 6 cqκ

q

(
D(λ)

λ

)q/2
Eξ1.

对 ξ1 应用引理 3.1, 可得以至少 1− e−t 的概率成立,

1

m

m∑
i=1

ξ1(zi)− Eξ1 6 2cqκ
qt

3m

(
D(λ)

λ

)q/2
+

√
2tσ2(ξ1)

m

6 2cqκ
qt

3m

(
D(λ)

λ

)q/2
+
cqκ

qt

2m

(
D(λ)

λ

)q/2
+ Eξ1

=
7cqκ

qt

6m

(
D(λ)

λ

)q/2
+ Eξ1.

接下来再来估计 (3.2) 式右端的第二项. 为此我们记 ξ2 := L(y, π(fλ)(x)) − L(y, f∗(x)), 那么由

(1.1), (1.4) 和假设 2.2, 可知

|ξ2| 6 2|L|1M, σ2(ξ2) 6 cα(E(ξ2))α.

再对 ξ2 应用引理 3.1, 我们就得到以至少 1− e−t 的概率,

1

m

m∑
i=1

ξ2(zi)− Eξ2 6 8|L|1Mt

3m
+

√
2tσ2(ξ2)

m
6 8|L|1Mt

3m
+

√
2cαt(Eξ2)α

m
.

注意到基本不等式
1

u
+

1

v
= 1, u, v > 1 ⇒ ab 6 1

u
au +

1

v
bv, ∀a, b > 0. (3.3)

将其应用于 a = (Eξ2)
α
2 , b = ( 2cαt

m )
1
2 和 u = 2

α , 就有

1

m

m∑
i=1

ξ2(zi)− Eξ2 6 8|L|1Mt

3m
+
α

2
Eξ2 +

(
1− α

2

)(
2cαt

m

) 1
2−α

6 8|L|1Mt

3m
+

(
2cαt

m

) 1
2−α

+ Eξ2.

将上述的估计合在一起并注意到 Eξ1 + Eξ2 = E(fλ)− E(f∗) 6 D(λ), 我们便证明了命题结论.

现在我们要估计 (3.1) 中的 I1, 这也是主要定理证明的关键步骤. 为了收缩 fz,λ 所在的 RKHS 球

的半径, 文献 [4, 9, 13, 19] 等采用了一种迭代技术. 本文力图避免这一繁琐的迭代过程, 为此我们考虑

如下一个 HK 上的复加权的经验过程 [20, 21],

{ωr(f){[E(π(f))− E(f∗)]− [Ez(π(f))− Ez(f∗)]} : f ∈ HK}, (3.4)

这里阈值 r > 0, ωr(f) = (r + ω(f))−1, ω(f) = E(π(f)) − E(f∗) + λ∥f∥2K . 不同于传统的权重函数

(见 [20,22]), ω(f) 包含了正则化项 λ∥f∥2K , 这使得方差和 RKHS 范数有可能同时被阈值 r 所控制.
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由于 fz,λ 随样本 z 在 HK 中变动, 我们需要估计经验过程 (3.4) 的上确界. 下述的集中不等式

(concentration inequality) 在 B = 1 时由 [23, 定理 2.3] 给出.

引理 3.2 z1, . . . , zm 是服从 ρ 的独立同分布的随机变量. F 为 Z 到 [−B,B] 的可数可测函数

集, 若存在某一正数 σ 使得 F 中任意函数 g 均满足 Eg = 0, σ2(g) 6 σ2. 记

ξ = sup
g∈F

∣∣∣∣ 1m
m∑
i=1

g(zi)

∣∣∣∣,
则对于任意 t > 0, 都有

Prob

{
ξ > Eξ +

√
2t(σ2 + 2BEξ)

m
+
Bt

3m

}
6 e−t.

引理 3.2 描述了经验过程的上确界与其期望之间的偏差.

命题 3.2 设 r > 0, 记

Vr = sup
f∈HK

ωr(f) |[E(π(f))− E(f∗)]− [Ez(π(f))− Ez(f∗)]| .

如果假设 2.2 成立, 则对于任意的 t > 0, 以至少 1− e−t 概率成立,

Vr 6 2EVr +
√

2tcαrα−2

m
+

16|L|1Mt

3mr
. (3.5)

证明 为了简便起见, 我们引入如下的一些记号:

gf (z) = gf (x, y) := L(y, π(f)(x))− L(y, f∗(x)),

hf (z) := ωr(f)[Egf − gf (z)] =
1

Egf + λ∥f∥2K + r
[Egf − gf (z)].

于是

Vr = sup
f∈HK

1

m

∣∣∣∣ m∑
i=1

hf (zi)

∣∣∣∣.
由 (1.1) 和假设 2.2, 我们可以看出

∥hf∥∞ 6 2

r
∥gf∥∞ 6 4|L|1M

r
,

σ2(hf ) 6
E(gf )2

(Egf + r)2
6 cα(Egf )α

( 2
αEgf )α(

2
2−αr)

2−α 6 cαr
α−2.

(3.6)

这里在推导 (3.6) 的第二个不等式时, 我们又一次针对 u = 2
α , a = (uEgf )1/u 和 b = (vr)1/v 使用了基

本不等式 (3.3). 于是应用引理 3.2 于 Vr, 我们便得到以至少 1− e−t 的概率,

Vr 6 EVr +

√
2t(cαrα−2 + 8|L|1MEVr

r )

m
+

4|L|1Mt

3mr

6 EVr +
√

2tcαrα−2

m
+

√
16t|L|1MEVr

mr
+

4|L|1Mt

3mr

6 2EVr +
√

2tcαrα−2

m
+

16|L|1Mt

3mr
. �
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下面我们希望通过限定 Vr 的数学期望来估计 Vr. 为此我们还需要做些准备工作.

定义 3.1 ψ : R+ → R+ 被称为是次根 (sub-root) 函数, 如果它是非降的, 并且对于任何 r > 0,

ψ(r)/
√
r 是非增的.

定义 3.2 设 (Z, ρ) 为一概率空间, F 为定义在 Z 上的可测函数集, {zi}mi=1 是 m 个独立服从

于 ρ 的随机变量, {ϵi}mi=1 是 m 个独立的 Rademacher 随机变量. 那么对于任意 η > 0, F 的局部
Rademacher 平均就定义为

Rad(F ,m, η) := E sup
f∈F :Ef26η

∣∣∣∣ 1m
m∑
i=1

ϵif(zi)

∣∣∣∣.
下面的两个引理分别来自于文献 [20] 和 [24].

引理 3.3 设 z 是一个指标集为 T 的非负随机过程, ω(t) 是定义在 T 上的一个非负非随机的函

数. 若对于任何 r > 0, 随机变量 supt:ω(t)6r z(t) 都有有限的数学期望, 而且存在一个次根函数 ψ 满足

E
[

sup
t∈T :ω(t)6r

z(t)
]
6 ψ(r), r > r0 > 0.

则对于任意的 r > r0,

E
[
sup
t∈T

z(t)

ω(t) + r

]
6 4

ψ(r)

r
.

引理 3.4 设 F 为 Z 到 [−B,B] 的可测函数集. 如果对于某个 a > 0 和 p ∈ (0, 2),

sup
m∈N

sup
z∈Zm

logN2,z(F , τ) 6 aτ−p, ∀τ > 0,

则存在某个仅依赖于 p 的常数 c′p, 使得

Rad(F ,m, r) 6 c′pmax

{
r1/2−p/4

(
a

m

)1/2

, B
2−p
2+p

(
a

m

)2/(2+p)}
.

命题 3.3 如果假设 2.2 和 2.3 成立, 那么对于所有的 t > 0 和 r 满足

r > max

{
(32cp,α)

4
4−2α−(1−α)p

(
1

mλp/2

) 2
4−2α−(1−α)p

, (32cp,α)
2+p
2

(
1

mλp/2

)
,

(
32tcα
m

) 1
2−α

,
64|L|1Mt

3m

}
,

其中 cp,α := 2c′p{c
1/2−p/4
α (cp|L|p1)1/2 + (2|L|1M)

2−p
2+p (cp|L|p1)

2
2+p }. 均有以至少 1− e−t 的概率成立,

Vr 6
3

4
.

证明 我们仍使用在命题 3.2 的证明过程中所引入的记号, 此时权重函数 ω(f) = Egf + λ∥f∥2K ,

因而

E
[

sup
f∈HK :ω(f)6r

∣∣∣∣Egf − 1

m

m∑
i=1

gf (zi)

∣∣∣∣] 6 E
[

sup
∥f∥K6

√
r/λ,Egf6r

∣∣∣∣Egf − 1

m

m∑
i=1

gf (zi)

∣∣∣∣].
记 G := {gf : f ∈ B√ r

λ
}, 根据标准的对称分析 (见 [25]) 和假设 2.2,

E
[

sup
f∈B√ r

λ

, Egf6r

∣∣∣∣Egf − 1

m

m∑
i=1

gf (zi)

∣∣∣∣] 6 2Rad(G,m, cαrα).
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注意到 ∥gf∥∞ 6 2|L|1M , 以及

N2,z(G, τ) 6 N2,x

(
B√ r

λ
,
τ

|L|1

)
= N2,x

(
B1,

τ

|L|1

√
λ

r

)
,

我们便可根据假设 2.3 得出

sup
m∈N

sup
z∈Zm

logN2,z(G, τ) 6 cp|L|p1
(
r

λ

)p/2
τ−p.

因而由引理 3.4,

Rad(G,m, cαrα) 6 c′pmax

{
c1/2−p/4α rα(1/2−p/4)(cp|L|p1)1/2

(
r

λ

)p/4(
1

m

)1/2

,

(2|L|1M)
2−p
2+p (cp|L|p1)

2
2+p

(
r

λ

) p
2+p

(
1

m

) 2
2+p

}
6 cp,a

2
max

{
rα/2+(1−α)p/4

(
1

mλp/2

)1/2

,

(
r

λ

) p
2+p

(
1

m

) 2
2+p

}
.

令 ψ(r) := cp,αmax{rα/2+(1−α)p/4( 1
mλp/2 )

1/2, ( rλ )
p

2+p ( 1
m )

2
2+p }. 容易看到 ψ(r) 是次根, 而且

E
[

sup
f∈HK :ω(f)6r

∣∣∣∣Egf − 1

m

m∑
i=1

gf (zi)

∣∣∣∣] 6 ψ(r).

于是由引理 3.3 便得 EVr 6 4ψ(r)r . 根据对 r 的选择, 容易验证

ψ(r)

r
6 1

32
,

√
2tcαrα−2

m
6 1

4
和

16|L|1Mt

3mr
6 1

4
.

这样命题的结论就可根据命题 3.2 得出.

有了上述的准备, 下面我们便可着手证明定理 2.1.

定理 2.1 的证明 取

r = (32cp,α)
4

4−2α−(1−α)p

(
1

mλp/2

) 2
4−2α−(1−α)p

+ (32cp,α)
2+p
2

(
1

mλp/2

)
+

(
32tcα
m

) 1
2−α

+
64|L|1Mt

3m
,

根据命题 3.3, 以至少 1− e−t 的概率,

ωr(fz,λ){[E(π(fz,λ))− E(f∗)]− [Ez(π(fz,λ))− Ez(f∗)]} 6 Vr 6
3

4
.

故

I1 = [E(π(fz,λ))− E(f∗)]− [Ez(π(fz,λ))− Ez(f∗)]

6 3

4
{r + E(π(fz,λ))− E(f∗) + λ∥fz,λ∥2K}. (3.7)

将 (3.7)和命题 3.1结论合并到 (3.1)中,我们便得到在假设 2.1–2.3的前提下,以至少 1−3e−t 的概率,

E(π(fz,λ))− E(f∗) 6 E(π(fz,λ))− E(f∗) + λ∥fz,λ∥2K
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6 3r +
14cqκ

qt

3m

(
D(λ)

λ

)q/2
+

32|L|1Mt

3m
+ 4

(
2cαt

m

) 1
2−α

+ 8D(λ)

6 c̃1t

{(
1

mλp/2

) 2
4−2α−(1−α)p

+
1

mλp/2
+

(
1

m

) 1
2−α

+
1

m
λ

(β−1)q
2 + λβ

}
,

这里

c̃1 := 3

{
(32cp,α)

4
4−2α−(1−α)p + (32cp,α)

2+p
2 + (32cα)

1
2−α +

64|L|1M
3

}
+

14cqκ
q + 32|L|1M

3
+ 8cβ .

根据对 λ 的选择, 容易验证

(
1

m

) 1
2−α

6 λβ ,
1

mλp/2
6 λβ ,

(
1

mλp/2

) 2
4−2α−(1−α)p

6 λβ ,
1

m
λ

(β−1)q
2 6 λβ .

于是通过取 c̃ = 5c̃1 和 t = log(3/δ), 我们便证明了定理.

4 与现有学习率的比较

在本节里, 我们将主要定理应用到两种最常用的回归损失函数: 最小二乘损失和 ε- 不敏感损失

上, 显示出定理 2.1 中得到的学习率要快于文献中已有的相应结果.

4.1 SVMR 的学习率

对于使用 ε- 不敏感损失的 SVMR, [9] 给出了一个显式学习率:

定理 4.1 如果假设 2.1–2.3 成立. 取 λ = ( 1
m )γ , 则对于任意的 ζ > 0 和 0 < δ < 1, 存在不依赖

于 m 的常数 c̃, 使得以至少 1− δ 的概率,

E(π(fz,λ))− E(f∗) 6 c̃

(
1

m

)θ
,

这里

γ = min

{
2

1 + β
,

2

2β(2− α+ p) + (1− β)p

}
,

θ = min

{
2β

1 + β
,

2β

2β(2− α+ p) + (1− β)p
− ζ

}
.

注意到, 对于 ε- 不敏感损失 Lε 而言, 条件 (1.3) 中的参数 q = 1. 容易看出

2β

2β(2− α+ p) + (1− β)p
<

2β

p+ β(4− 2α− (1− α)p)
.

这说明本文对 SVMR 给出的学习率要快于文献 [9].

4.2 LSR 的学习率

对于使用最小二乘损失的 LSR,我们都知道 (参见 [3,4])它的目标函数 f∗ 就是 ρ的回归函数, 其

定义为

fρ(x) =

∫
Y

ydρ(y|x), ∀x ∈ X.
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由于对于所有的 f ∈ HK ,

|L2(y, π(f)(x))− L2(y, fρ(x))|2 = |(y − π(f)(x))2 − (y − fρ(x))
2|

= [2y − π(f)(x)− fρ(x)]
2[π(f)(x)− fρ(x)]

2

6 16M2[π(f)(x)− fρ(x)]
2,

并且

E(π(f))− E(fρ) =
∫
Z

[L2(y, π(f)(x))− L2(y, fρ(x))]dρ

=

∫
X

∫
Y

[(π(f))2(x)− 2yπ(f)(x) + 2yfρ(x)− f2ρ (x)]dρ(y|x)dρX

=

∫
X

[π(f)(x)− fρ(x)]
2dρX .

可得 E[L2(y, π(f)(x)) − L2(y, fρ(x))]
2 6 16M2(E(π(f)) − E(fρ)). 这意味着假设 2.2 对于 α = 1 和

cα = 16M2 总成立, 同时 L2- 损失对于 q = 2 满足条件 (1.3). 因此定理 2.1 可对 LSR 给出学习

率 ( 1
m )min{β, 2β

p+2β }. 然而, 文献 [4] 的定理 2 得出, 在假设 2.1 和 2.3 的前提下, LSR 算法的学习率为

( 1
m )

β
1+p . 虽然这一学习率是在未进行投影的前提下得到的, 但也说明了定理 2.1 所给出的学习率确实

是快速的.

5 结论和进一步的讨论

本文考虑了一类广泛的正则化回归算法的学习率问题, 其中就包括了 SVMR 和 LSR 这两种最常

用的回归算法. 算法的分析可作为 [9] 工作的延伸, 但是我们通过分析一个复加权的经验过程, 替代了

以往繁琐的收缩迭代过程. 新的权重函数使我们可以同时控制方差和 RKHS 范数. 作为结果, 我们得

到了这类学习算法的快速学习率. 特别地, SVMR 和 LSR 的学习率得到了改进.

对于 ε- 不敏感损失函数, 本文考虑的是 ε 固定的情况. 事实上, 当 ε (随样本数量) 变化时, 会得

到一些有意义的结果, 比如, 其会影响到算法的稀疏性. 对这方面问题感兴趣的读者可参见 [26].

在学习理论中, LSR 是研究比较广泛、深入的一种回归算法. 在这众多的研究成果中, 还有一类

结果是讨论 ∥fz,λ − fρ∥K (假设 fρ ∈ HK) 的学习率, 对于这类的误差分析可参见文献 [27] 等.

在本文的误差分析中投影算子起到了关键作用. 在实际应用时, 投影参数 M 的选择依赖于输出

空间 Y 的有界性. 投影后的函数是一致有界的, 因而可以利用集中不等式, 但是对于一般的损失函数

L, 本文的方法是否对未投影的原函数 fz,λ 仍适用, 这可作为一个未来的研究课题.

致谢 非常感谢北京大学彭立中教授对本文工作的指导和帮助. 感谢审稿人对本文提出的宝贵意见和建议.
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Abstract We consider a family of regularized regression algorithms in reproducing kernel Hilbert spaces. In

the stochastic analysis of these algorithms, we avoid the prolix iteration via a reweighted empirical process which

restricts the variance and the penalty functional as well. As a result, we derive some faster learning rates in

comparison with ones known in the literature.
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