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摘要    刚、柔两类机构的构型综合问题一直是机构学领域的研究热点, 但统一构型综合的问题

尚未提及及讨论. 基于对当前刚柔两类机构构型综合方法研究的现状分析, 指出了可统一实现刚

柔机构构型综合的可行性, 并提出了一种以旋量系理论为理论框架, 基于数学、物理与机械模块分

层映射的机构构型综合思想. 该方法的核心在于建立几何模块、运动(约束)模块与机械模块三者之

间的映射关系, 优点在于简单、可视化. 基于所提出的模块分层映射方法, 通过实例初步验证了该

方法对刚、柔两类机构构型综合的有效性, 为系统构筑可视化的刚柔机构统一构型综合(或概念设

计)的算法及软件提供了理论支撑.  
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进入 21 世纪以来, 有关刚性机器人机构构型综

合理论与方法的研究已成为国际机构学界的一个热

点, 尤其体现在少自由度并联机构的构型综合. 经过

不断完善, 逐渐形成了 3种相对比较成熟的理论体系: 

基于旋量系理论的方法、基于位移子群/子流形的方法

和基于单开链的方法. 杨廷力教授对这 3 种方法进行

了详细的分析和总结[1], 这里不再赘述. 当前机构学

界一致的看法是将旋量法作为约束构型综合理论, 而

将基于位移子群/子流形的方法和基于单开链的方法

视为运动构型综合理论; 而根据它们的瞬时性和连续

性, 又将前者视为瞬时构型综合理论, 而后者为非瞬

时构型综合理论. 总之, 由于 3 种方法的出发点不同, 

所依赖的数学工具不同, 都以独立的理论体系著称, 

因此视为 3 种不同的综合方法. 不过, 3 种方法中的共

同点在于都有共同的数学工具来支撑, 那就是集合论, 

其中旋量理论更为特殊些, 还遵守线性运算法则. 表

1 给出了 3 种方法的主要特点及共同点.  

表 1  机构构型综合方法的基本思想和主要特点 

Approach 
Screw system 

theory 
Displacement 

subgroup/submanifold 
SOC theory 

Structural 
elements 

general 
kinematic 

pair screws 

displacement 
subgroup/submanifold and 
their mechanical generators 

kinematic 
modules 

Common 
characteristics 

1) Follow some rules of set theory 
2) Invariance in geometry 

 
位移群/流形方法与单开链方法的关联: 位移群/

流形方法由 Hervé[2]最先提出, 他给出了 12 种刚体位

移子群及其对应的机械生成元, 由此组成的运动联接

构成了具有非瞬时运动学及与机构运动位置无关特性

的运动链. 而后发现此方法几何条件限制较强, 而综

合出的机构类型相对有限, Angeles[3], Li 和 Huang[4, 5], 

Rico[6], Meng 等人[7]引入了位移子流形及其机械生成

元, 从而大大丰富了机构类型. 单开链方法由杨廷力

教授[8~10]最先提出, 他定义了由运动副和若干尺度型

组成的多个运动单元, 并基于集合论建立了相关运

算法则. 此中发现: 两种方法关联性极为密切, 因为
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前者中低维位移子群和位移子流形的机械生成元正

好可以和后者的运动单元相互对应. 综合出的机构

类型自然殊途同归. 从技术路线来看: 前者是从数学

(Lie 群和位移流形)出发, 再考虑机械元素与之对应; 

而后者正好相反, 先从机械元素(各种运动单元或模

块)出发, 再引入数学工具(集合论)建立运算规则.  

位移群 /流形方法与旋量系方法的关联 : 黄真

教授最早系统性地将旋量系理论用于机构的构型

综合[11~14], 而后 Kong 和 Gosselin[15], Fang 和 Tsai[16]

等学者相继从不同的角度出发(Kong 提出了虚拟链

方法、Fang 给出了严谨的解析推演方法), 丰富和完

善了此方法, 并逐渐将此方法体系化. Ball[17]在其经

典的旋量理论论著中给出了运动(副)与约束的互逆

旋量系表达, 从而抓到了机构自由度构型综合的本

质. 与位移群和流形方法的几何不变特性一样, 旋量

系与其反旋量系之间的互逆关系也满足几何不变特

性, 而它们之间的互逆关系可以通过线性代数甚至

几何法得到, 使该综合方法变得更为简单、直观. 该

方法的不如意之处在于由于综合得到的机构可能具

有瞬时性, 因此还需给出非瞬时运动的条件或者进

一步作瞬时性的判断. 事实上, 旋量系方法与位移群

/流形方法也有着十分密切的联系. 数学上已经明确

给出了 Lie 群和 Lie 代数之间的微分关系, 两者之间

可以相互映射, 而位移群(规则流形)和旋量(系)之间

也正好满足这样的关系. 从运动学角度, 前者代表位

移, 而后者代表瞬时速度. 通过求一阶导数, 前者可

以导出后者; 而基于指数映射和左不变移动特性, 后

者又可以导出前者[18, 19].  

旋量系方法与单开链方法的关联: 两种看似无

关的方法实际上拥有一个共同特性, 都是从运动副

的轴线出发, 前者体现在运动副旋量(系)上, 而后者

体现的是运动单元(也包括运动副本身). 本质上都是

从机构学的角度出发, 而非将数学工具作为出发点.  

从集合(通过每种综合方法得到的机构数量, 包

括瞬时机构)的角度来考虑, 应满足如图1所示的关系.  

总之, 从以上 3 种方法中所得到的共同启示是: 

通过在机构元素与数学工具之间建立起有机的联系, 

可以有效地利用数学工具系统完成对复杂机构的构

型综合.  

下面再来讨论一下柔性机构(这里主要指精密柔

性机构)的构型综合问题.  

柔性机构的构型综合与刚性机构有所不同. 当 

前主要有 3 种系统化方法: 基于运动的等效刚体替代

法(典型的为伪刚体法)、约束综合法以及基于能量等

指标的拓扑综合法(见图 2).  

传统意义上, 柔性机构的拓扑往往源于刚性机

构的构型, 一种最为简单的方法便是采用替换法: 将

原有机构中的运动副分别用相对应的柔性铰链所替

代. 目前许多柔性机构在概念设计时都采用这种方

法. 反过来, 对该类机构的分析正好可以采用伪刚体

模型(或等效刚体模型)法[20]. 但该方法大大限制了柔

性机构的构型种类, 毕竟刚是柔的一种特例; 另一方

面, 复杂柔性机构尤其大行程机构的性能很难得到

保证.  

柔性机构拓扑综合法是一种基于集构型及尺度

于一体的综合方法 [21~24]. 在设计过程中, 它需要的

先知条件较少, 因此很多时候设计出来的机构难以

加工和组装. 而且拓扑综合法一般用来设计平面机

构, 很难实现多轴或空间运动.  

柔性机构约束综合法的主要思想是基于

Maxwell 的自由度与对偶约束原理[25], 通过柔性理想

约 束 作 为 基 本 单 元 来 实 现 柔 性 机 构 的 设 计 . 

Blanding[26]、Hale[27]等人先后采用约束设计方法用于

柔性机构的构型综合. 尤其, Blanding 提出了自由度

线与约束线之间应遵循对偶准则(以后简称 Blanding

法则), 即系统的所有自由线都应与其所有约束线相

交. 不过基于约束设计法需要长期的知识和经验积

累, 难以上手.  

例如如图 3 所示的刚体受到 5 条线约束(细线所 
 

 

图 1  集合图示 

 

图 2  3 种构型综合方法 



于靖军等: 一种刚柔统一的并联机构构型综合方法 
 

762 

 

图 3  应用 Blanding 法则进行机构的自由度分析 

示)的作用, 根据 Blanding 法则很容易找到允许该刚

体运动的一条转轴位置(粗线所示), 而且仅此一条. 

该法则确实提供了一种非常简单实用的机构自由度

分析方法. 但反过来如果将此法用于机构构型综合

中就不那么容易了, 例如将此例反过来.  

可以看到, 相对于刚性机构的构型综合, 柔性机

构的构型综合要复杂得多. 因为后者要考虑的因素

要远远多于前者. 尽管Maxwell的约束与自由度对偶

原理仍然适用于柔性系统, 但由于产生运动的元机

构(即柔性单元)远比刚性机构丰富, 这从自然界中所

呈现的多种生物形态上可以充分反映出来. 因此说

通过寻找一种有效的理论和方法, 来实现对刚性机

构那样系统完全的型综合对柔性机构而言基本是不

可能完成的任务. 尤其, 柔性机构的构型综合往往又

和尺度综合、刚度综合密不可分. 目前柔性机构构型

综合方面的研究基本反映了这一现实. 但不可否认

的是, 数学作为一种强大的工具, 如果应用得当也可

以有效地指导柔性机构的构型综合, 进而大大丰富

柔性机构的机型. 问题的关键是能否找到这样合适

的数学工具.  

问题还不仅如此, 能否想象可以利用同一种工

具或者方法同时实现刚柔两类机构的构型综合呢?  

1  建立统一构型综合方法的可行性 

目前, 数学中的图论、李群、旋量理论(李代数)

等已在机构构型综合中得到普遍的应用. 图论提供

了数学推演的符号表达, 但物理意义不明确; 而约束

不是群, 因此不能应用群的概念. 最有可能的是旋量

理论, 因为它可以很好地诠释自由度与约束之间的

对偶关系, 同时也能表征能量. 下面就具体讨论一下

基于旋量理论实现刚柔两类机构构型综合的可行性.  

在前面已经详细讨论了刚性机构构型综合的旋

量法以及给出了与其他方法之间的有机联系. 旋量

方法在刚性机构综合中表现的主要缺点是需要判断

机构运动的瞬时性. 而对于柔性精微机构, 瞬时运动

是完全可以接受的. 另外, Blanding 利用其所提出的

法则实现了一类柔性机构(以单自由度线约束为单元

的柔性机构 )的构型综合问题 . 而通过深入剖析

Blanding 法则可以发现: Blanding 法则完全可以从旋

量理论中推演得到; 换句话说旋量理论可以作为其

理论依据. 正基于此, Hopkins[28]提出了利用自由度

和约束拓扑(FACT)方法来综合多自由度并联柔性机

构. 综合的过程如下: 首先根据应用需要确定机构的

运动模式, 然后选择对应的自由度空间(FS), 根据对

偶旋量系理论(自由度空间与约束空间(CS)构成线性

无关的六维空间), 将其映射到约束空间, 接着在约

束空间库中选择满足条件的甚至最优的约束配置 , 

最终以物理实体实现即可. 这种方法的优点在于物

理含义清晰、过程简单, 在旋量理论的指导下, 得到

的构型具有一定程度的完备性.  

这样, 基于已有刚柔两种不同类型机构构型综

合的成果, 我们很自然地考虑将旋量系理论作为理

论基础来统一实现刚柔机构构型综合是可行的.  

2  基于旋量系理论的模块分层映射法 

旋量系理论提供了刚柔统一构型综合的理论可

行性, 但还需要诸多技术层面的考虑. 例如刚性机构

的构型综合过程中, 基于旋量理论综合得到的机构

需要验证瞬时性, 而基于位移群/流形方法无需验证

瞬时性, 而且后者的理论体系也较为成熟. 因此最好

直接利用后者. 同时还注意到: 约束法设计得到的柔

性机构总是与模块组合密切相关, 其约束设计的理

念主要体现在对模块的各类约束上.  

有鉴于此, 同时受 Merlet[29]以及 Hopkins[28]等人

研究工作的启发, 这里提出一种建立在旋量系理论

框架下的基于不同模块分层映射的刚柔机构统一构

型综合方法. 具体首先从射影几何(包含线几何)出发, 

基于旋量空间的概念构建一系列具有明确物理意义

的几何模块(GBB), 此为数学层面上的模块; 进而通

过旋量系理论将其各自映射成运动模块(KBB)或约 
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图 4  机构构型综合的模块分层法理论框架 

束模块(CBB), 此为物理层面上的模块. 由于运动与

约束之间满足对偶关系, 可以已知一方来确定另一方, 

即很容易建立起双方的映射; 然后借用位移群/流形

理论的做法(对柔性机构需建立柔性模块的等效约束

或运动模型), 再将其映射成机械模块(MBB), 此为机

械层面上的模块; 最后基于集合论和某些特殊的几何

约束完成基于机械模块组合的机构构型综合.  

反映该构型综合方法的整体框架如图 4 所示.  

1) 基于旋量系与旋量空间的概念构建几何模块 

由于旋量系本质上是由 1∼6 个旋量组成的线性

集合, 因此可以在其空间内定义若干能够形成特定

维数的子集合. 例如空间平行的所有线矢量构成一

类三维子集(如图 5(a)所示), 空间汇交共点的所有线

矢量构成另一类三维子集(如图 5(b)所示), 而平面汇

交共点的所有线矢量则构成一类二维子集(如图 5(c)

所示), 等等, 依次类推. 每类子集都构成特定维数的

旋量空间, 这里将每一类旋量空间称为几何模块. 为

充分利用集合运算法则, 这里又将其分为基本型和

组合型两类, 其中基本型限定在 1∼3 维(如表 2 所示), 

而组合型几何模块可通过两个或若干个基本型几何

模块组合而成. 本文为图示方便, 暂不考虑一般旋量

的情况. 另外, 为方便集合运算, 表 2 还给出了基本

型旋量空间的集合符号表达.  

图 6 给出了基本型几何模块的分层结构框图.  

对以上基本型几何模块(两两)枚举式求并(包括

同类几何模块, 也包括对满足某种特殊条件下的多个

几何模块求并), 可以得到数以百计的组合型几何模块. 

通过这种方式可以得到各种类型的高维几何模块.  

 

 

图 5  基本型几何模块 
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表 2  基本型几何模块 

Dimension Illustration of sub-type Symbol representation 

1 

 

( , )R N u  

( )P s  

2 

 

( , )U N n  

2 ( , , )F N u n ( 0)⋅ =u n  

2 ( , )N u v  or 2 ( )N n  

2 ( )T n  

( , )C N s  

3 

 

 
 
 
( )N n

 
 
 

( , , )N u v w
 

 
 
 

( , )L N n  

 
 

( )S N
 

 
 
 

( )F u
 

 
 
 
 

T  

 
例如: 由两平面二维平行基本型几何模块可组

合成一个三维几何模块, 见图 7. 用集合符号表示 

2 2( , , ) ( , , ).F N F N ′ ′∪u n u n  

考虑到 

2 2( , , ) ( , , ) ( ),F N N P′ ′ =∩u n u n nF  

根据维数定理得到 

( )2 2Dim ( , , ) ( , , ) 3.F N F N ′ ′ =∪u n u n  

再如, 两平行基本型几何模块可组合成一个四

维几何模块, 如图 8 所示.  

2) 基于自由度空间与约束空间的概念建立运动

模块(或约束模块)与几何模块之间的映射, 进而确定

与每个几何模块相对应的运动模块(或约束模块) 

由于旋量系和旋量空间都有明确的物理意义 , 

既可以表示运动也可以表示约束. 同样上述定义的

几何模块也是如此. 每一类几何模块都既可以表示

特定维数的自由度也可以表示特定维数的约束. 因

此, 通过赋予每一类几何模块物理意义就可以将其

映射为 Hopkins 所定义的自由度空间(对应运动模块)

和约束空间(对应约束模块), 相应的几何模块同样可

以映射为运动模块和约束模块.  

这里以几何模块向运动模块映射为例. 图 9给出

了 1∼3维位移子群及其子流形的分层结构图示. 对比

图 6 和图 9 发现如果建立合适的映射, 后者可以看作

是前者的子集. 事实上, 如果赋予每个几何模块以物

理意义, 例如表示瞬时运动(自由度), 则每一个几何

模块都可以表示一个李代数(旋量或旋量系), 再通过

指数映射可以与每一个位移子群或子流形相对应 . 

相应的, 位移子群与子流形之间的运算法则也完全

可以适用, 详见文献[7]. 由此在几何模块与运动模

块之间建立起了有机联系.  

对由几何模块向约束模块映射同样如此, 这里

不再赘述. 需要指出的是, 不像几何模块向运动模块

(位移群/流形)映射那样, 约束模块中包含了图 6 所示

所有的元素.  

3) 基于运动与约束对偶原理(可由互逆旋量系

理论导出)建立起运动模块与约束模块之间的映射关

系, 可以利用纯几何图谱方式来表达 

每一类运动模块实际上都有约束模块与之对应. 

互逆旋量系理论完美地诠释了运动与约束之间的对

偶关系, 并且得到了广泛的应用. 为实现两者之间的

互求, 除了基于线性代数的解析推演法之外, 其几何

不变量的特性更是使得包括 Blanding, Hale, Hopkins

等人在内的学者发展了一种几何计算方法. 例如根

据 Blanding 法则很容易得到如图 10 所示的几何图谱. 

其中粗线表示一维瞬时转轴或者一维线约束, 而细

线分别表示五维瞬时线约束或者五维瞬时自由度.  

总之, 总可以建立起任一运动模块与约束模块

之间的一一对偶映射关系[30]. 需要指出的是与几何

模块一样, 运动模块与约束模块也有基本型和组合

型两类, 就像位移子群和位移子流形那样.  

4) 构造与运动模块(或约束模块)对应的机械模

块(又称运动生成元或约束生成元), 并建立起二者之

间的映射联系 

机构最终要通过机械元素(运动副、杆件等)体现 
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图 6  基本型几何模块结构分层图示 

 

图 7  2 2( , , ) ( , , )F N F N′ ′∪u n u n  

 

图 8  2( ) ( , , )F F N∪u v n  

出来, 因此一个完整的机构构型综合过程必须考虑

物理上的可实现性. 例如刚性机构中, 通常有转动

副、球副、平面副等, 有时还可以通过机构来实现如

等效球面机构、等效平面副机构等. 对柔性机构也是

如此, 真正可以实施约束的机械模块比如板簧、柔性

杆等. 总之需要构造与运动模块(或约束模块)对应的 

 

图 9  基本型位移子群与子流形[7] 

 

图 10  运动与约束对偶关系的几何图示 

机械模块(运动生成元或约束生成元), 并且要建立起

二者之间的映射联系.  

这样, 在几何模块、物理模块与机械模块之间就

建立起了一个有机桥梁. 其中几何模块与物理模块
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的映射是双射, 物理模块与机械模块的映射的单射

(图 11 所示). 表 3 和图 12 分别给出了刚、柔两类机

构构型综合中经常用到的最基本型机械模块.  

需要注意的是, 机械模块往往与功能结合得很

紧密. 这里的功能主要体现在特殊运动方面, 如传

统意义上的直线运动机构(或直线导向机构)可以构

成直线运动模块. 这样的话, 机械模块在有些情况

下会以最基本机械模块的组合体形式出现, 如运动

链(单开链、单闭链甚至并联或混联结构), 以至等效

机构等.  

显而易见的是, 同一运动模块(或约束模块)可

以通过不同的机械模块来实现, 即存在不同机械模

块的运动(或约束)等效性问题, 从而导致构型的多

样性. 这也是进行构型综合的重要意义所在. 需要

指出的是: 基于几何模块的集合本质特性, 利用集

合间的等效运算是构造多种机械模块的有效途径.  

 
 

 

图 11  模块分层映射关系图 

表 3  常见刚性运动副的类型及其代表符号[31] 

Type Symbol Illustration 
Corresponding 

GBB 

Revolute joint R 

 

R(N, u) 

Prismatic joint P 
 

P(u) 

Universal joint U 

 

U(N,u,v) 

Cylindrical joint C 

 

C(N,u) 

Planar joint E 
 

L(N,n) 

Spherical joint S 
 

S(N) 

 

图 12  常见柔性基本约束模块的类型 
(a) 细杆; (b) 板簧 

例如, 通过集合运算可以得到以下一系列等式.  

2

2

2 2

2

2

( , ) ( ) ( , )

( ) ( )

( , , ) ( , )

( , , ) ( )

( , )

( ) ( )

( ) ( , )

( , , )

( ).

T R N T C N

P F

F N C M

F N T

T C N

T F

F C M

F N T

T F

=

=
=

=

=
=

=
=

=

∪ ∪
∪

∪
∪

∪
∪
∪

∪
∪

u u u

u u

u n u

u n n

u

n u

u u

u n

u

�

 

每个等号后面虽然可代表不同的机械模块, 但

都可以实现同样效果的运动或约束.  

5) 基于集合论(如群论、运动与对偶约束原理等), 

通过模块之间的组合实现对刚(或柔)性机构的构型

综合. 不过有时需要考虑组合过程中应遵循的特殊

几何条件.  

此过程通常与前面的几个步骤混杂在一起. 这

里是为了突出模块化思想和集合论才人为分开的 . 

不过应该说明的是, 有时简单地利用集合运算是无

法实现复杂机构的构型综合的. 必须考虑组合过程

中应遵循的特殊几何条件, 而这需要具体问题具体

分析.  

至此给出了一种刚柔统一构型综合方法的整体

框架. 下面就来通过具体实例来说明在此框架下实

施两类机构的构型综合是完全可行的.  

3  构型综合实例 

3.1  柔性一维转动机构(或柔性转动副)的构型综合 

在前面已经提到, 相对于刚性机构的构型综合, 

柔性机构的构型综合要复杂得多. 通过寻找一种有



中国科学: 技术科学   2011 年  第 41 卷  第 6 期 
 

767 

效的理论和方法, 来实现对刚性机构那样系统完全

的型综合对柔性机构而言基本是项不可能完成的任

务. 因此本节的研究主要偏重于对这一问题的探索

和尝试. 具体基于上节所给的模块分层方法, 探讨该

方法的可实施性, 以期望找到更多的柔性一维转动

模块和机构, 为高性能的柔性机构(铰链)设计打下良

好的物质基础. 相对刚性机构的有限运动而言, 由于

柔性机构可以做瞬时运动. 这样根据图 1 所示, 其构

型所选择的余地将比同类的刚性机构更为广泛.  

1) 基本柔性单元的等效约束(或运动)模型(机械

模块向物理模块的映射) 

梁(Beam)是最基本的柔性单元, 因此它的性能

令人关注. 这里主要关注简单的均质梁结构.  

几个世纪前伯努利—欧拉就给出了均质悬臂梁

结构的弹性力学模型及公式, 后人则利用旋量方法

导出了同样的结果[32].  

这里直接给出均质悬臂梁相对其质心的柔性矩

阵表达式(所建立的坐标系如图 13 所示).  

3

3

0 0 0 0 0
12

0 0 0 0 0
12

0 0 0 0 0
,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

y

x

x

y

l

EI

l

EI

l

EA
l

EI

l

EI

l

GI

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C  

式中, E为柔性单元的弹性模量, G为柔性单元的剪切

模量, A 为截面积, Ix 为柔性单元 x 轴截面惯性矩, Iy

表示 y 轴截面惯性矩, I 表示截面极惯性矩.  

下面考虑 3 种特殊情况. 

a) 圆截面的细杆结构 (杆长与直径比近似为

10:1), 其参数满足 

2π ,A r=  4π 4,x yI I r= =  4π 2,x yI I I r= + =  

23 1
150,

12 3
yx

yz z

cc ll l

EI EAc c r
⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
 

 

图 13  均质悬臂梁结构的弹性力学模型 

2 22
y zx

z z z

c l c lc l

c c c

θ θθ = = � 1000–2000. 

因此, 圆截面的细杆结构的等效理想约束模型

是线约束(z).  

b) 矩形截面的薄板结构(长 l:宽 b:厚 t 比值近似

为 100:60:1)—— 板簧, 其参数满足 

,A tb=  
3 12,xI tb=  3 12,yI bt=  

2 2( ) 12,x yI I I tb t b= + = +  

23

10000,
12

x

yz

c ll l
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⎝ ⎠
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⎝ ⎠
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x
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c t

θ

θ
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⎝ ⎠

� , 3600.z

x

c

c
θ

θ

>  

因此, 该矩形截面的薄板结构的等效理想约束

模型是平面约束(y, z, θx).  

c) 矩形截面的薄板结构(长 l:宽 b:厚 t 比值近似

为 100:10:1)——板条, 其参数满足 

,A tb=  
3 12,xI tb=  3 12,yI bt=  

2 2( ) 12,x yI I I tb t b= + = +  

23

10000,
12

x

yz

c ll l

EI EAc t
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
 

23
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y
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EI EAc b
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

2

100y

x

c b

c t

θ

θ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 100.z

x

c

c
θ

θ

>  

因此, 该矩形截面的薄板结构的等效理想约束

模型是平面平行约束(z, θx).  



于靖军等: 一种刚柔统一的并联机构构型综合方法 
 

768 

基于以上讨论的结果, 表 4 总结了 3 种典型柔性

模块对应的等效约束模型.  

从柔度计算结果来看, 板簧完全可以看作是平

面约束; 另一方面, 板簧也可以看作是由分布同一平

面的无数多个细长杆组成, 每个细长杆都可以提供

一个线约束, 如图 14 所示. 根据约束空间理论, 平面

内只要有 3 个不同轴、平行、共点汇交的线约束即可

构成平面三维约束, 即约束整个平面, 其他约束均构

成冗余约束. 因此从线约束空间的角度来看, 板簧可

以看作是无数个柔性杆组成的平面约束, 只是进行

了柔度均质化(Elastic Average). 而板条则近似为平

面二维平行线约束.  

采用与前面类似的方法可以得到与其他类型柔

性单元(机械模块)对应的等效自由度模型(物理模块), 

具体如表 5 所示.  

2) 现有柔性一维转动模块的分类综合 

现有柔性一维转动模块多以柔性铰链或单自由

度的柔性机构形式出现. 但这些模块的最初提出多

带有偶然性和发明者的奇思妙想. 实际上通过前面

所给出的模块化思想, 很容易将现有模块进行分类

综合.  

下面再来阐述一下该方法的思路. 首先给出与

柔性转动副(机械模块)对应的运动模块及约束模块,  

表 4  3 种柔性模块对应的等效约束模型 

Equivalent constraint model 
Flexure element 

illustration dimension 
GBBs 

  

1 R(N, n) 

  

2 F2(N, u, n) 

  

3 L(N, n) 

 
 

 

图 14  平面约束 

表 5  3 种柔性模块对应的等效约束模型 

Equivalent freedom model 
Flexure element 

illustration dimension 
GBBs 

 
 

3 S(N) 

 
 

5 S(N) ∩ S(N′) 

  

3 S(N) 

 
 

并且运动模块与约束模块应满足对偶关系, 具体可

通过 Blanding 法则求得(如图 10 所示, 粗线表示运动

模块, 细线表示约束模块).  

根据图 10 可知, 五维约束空间中含有两种基本

型三维约束(还包含更多的二维约束): 三维平面约束

和三维空间平行约束. 每种约束都可以分别映射成

一种几何模块 L(N,n)和 F(u), 其本质是集合. 因此, 

与五维约束空间对应的组合型几何模块可以基于基

本型几何模块的组合来表达. 具体利用集合交、并等

运算法则可找到各种形式的等效约束模块. 表 6 中给

出了该五维约束空间中包含的部分等效约束模块.  

a) 由两个板簧单元组成(每个板簧提供平面三

维约束)的转动副: 包括车轮型、交叉簧片型等, 如图

15 所示. 这种情况下, 满足表 6 中的类型 III.  

b) 由 3 个或 3 个以上板簧单元组成(每个板簧提

供平面三维约束)的转动副, 满足表 6 中的类型 IV, 

此类型提供了冗余约束(见图 16).  

c) 由板条和板簧单元组成(每个板簧提供平面

三维约束, 板条提供平面二维约束)的转动副, 满足

表 6 中的类型 I 或 II, 如图 17 所示. 理论上不提供冗

余约束, 但为方便配置, 通常采用 2 个共面板条加 1

个板簧的组合配置, 这样可以提供冗余约束.  

3) 柔性一维转动机构的新构型综合 

到目前为止, 还没有发现含以细长杆结构(每个

杆只提供一维线约束)作为柔性单元的柔性一维转动

机构, 这主要可能是基于刚度或精度等方面的考虑. 

但考虑转动模块作为更为广泛的应用如转动机构等, 

因此可以考虑基于细长杆单元(或者与板簧及板条的

组合)来构建. 这时可以产生更多种类的新的一维转

动模块或机构.  

表 7给出了更多形式的等效约束模块, 其中的元 
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表 6  五维约束空间中包含的部分等效约束模块(I) 

Pattern Set A Set B A B∩  Geometric conditions Illustration 

I F2(N,u,n) ( , )L N ′ ′n  Φ 
′=n n  

0′ ⋅ ≠NN n  

 

II F2(N,u,n) ( , )L N ′ ′n  Φ 
′≠n n  

′≠ ×u n n  

 

III L(N,n) ( , )L N ′ ′n  R(N,u) ( )′= ×u n n  
′≠n n  

0′ ⋅ ≠NN n  

 

IV L(N,n) ( , ) ( ,  )L N L N′ ′ ′′ ′′∪ ∪"n n  ( , )R N ′NN  
′ ′′≠ ≠ ≠"n n n  

NN ′  is the common 
intersection line  

表 7  五维约束空间中包含的部分等效约束模块(II) 

Pattern Set A Set B A B∩  Geometric conditions Illustration 

I F2(N,u,n)
 

( )F ′u  Φ 
′≠u u  

′× ≠u u n  
 

II U(N,n) ( )F ′u  Φ ′ =u n  

 

III F2(N,u,n)
 

( )S N ′  Φ 0′ ⋅ ≠NN n  
 

IV U(N,n) ( , )L N ′ ′n  Φ 
′≠n n  

0′ ⋅ ≠NN n  

 

V U(N,n) ( )S N ′  Φ 
N N ′≠  

0′ ⋅ ≠NN n   

VI F(u) ( )S N  ( , )R N u   

 

VII F(u) ( ) ( )S N S N ′∪ ∪"  ( , )R N u   

 

VIII S(N) ( )S N ′  ( , )R N ′NN  N N ′≠  

 

IX S(N) ( ) ( )S N S N′ ′′∪ ∪"  ( , )R N ′NN  NN N′ ′′"  are collinear 
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素都可以表示成线约束的形式.  

下面举一个简单例子, 来说明整个构型综合的

过程.  

a) 第1步, 设计一维转动机构输出件的形状, 同

时确定转动轴线的位置, 见图 18. 

 

 

图 15  [33]( , ) ( , )L N L N′ ′∪n n  

 

图 16  ( , ) ( , ) ( ,  )L N L N L N′ ′ ′′ ′′∪ ∪ ∪"n n n  

 

图 17  2 ( , , ) ( , )F N L N′ ′∪u n n  

 

 

图 18  VCM 轴线的位置 

b) 第 2 步, 在表 6 中为转动机构选择合适的约

束空间. 从表 7 中的 9 种选择一种集合组合类型, 这

里不妨选择类型 IV.  

 

 

图 19  选择合适的约束空间 

c) 第 3 步, 在约束空间内为机构选择合适的约

束. 这里选用两种不同的约束类型, 在 U(N,n)空间

内选择用线约束(物理模块对应细杆或细板条), 而

在 L(N,n)空间内则选用平面约束(物理模块对应板

簧), 如图 20 所示.  

 

 

图 20  选择合适的物理约束 

d) 第 4 步, 为机构配置冗余约束. 考虑到约束

应尽可能分散和对称, 尤其考虑到线约束的刚性较

差, 故对所有线约束均配置冗余约束, 具体如图 21

所示.  

e) 第 5 步, 重复步骤 2∼4, 综合出其他类型的柔

性一维转动机构, 部分如图 22 所示.  

至此完成了新型柔性一维转动模块或机构的构

型综合.  
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图 21  配置冗余约束 

 

图 22  4 种新型柔性一维转动机构 

3.2  刚、柔 3DOF(2R1T)并联机构的构型综合 

下面以 3DOF(2R1T)并联机构为例, 给出刚柔两

类机构构型综合的一般步骤.  

a) 第 1 步, 根据机构的自由度特征确定该机构

末端运动平台的自由度空间, 进而根据对偶性(利用

几何法)确定其约束空间.  

该类机构末端运动平台的自由度空间与约束空

间如表 8 所示, 可以看出两个空间是相同的, 而且它

们都与三维线约束空间 L(N,n)等效.  
b) 第 2 步, 对约束空间进行分解, 即根据约束

空间中各约束的分布特性为各支链合理配置约束 , 

从而得到每个支链的约束空间, 支链约束空间为平

台约束空间的子空间.  

表 8  2R1T 机构的自由度约束空间 

Freedom space Constraint space symbol 

  
L(N,n) 

如果只考虑该机构中有 3 个支链分布和非过约

束的情况, 则每个支链中都只受 1 条约束线作用, 且

它们总是分布在同一平面内(但彼此之间不能共线、

共点、平行).  

c) 第 3 步, 然后再通过自由度与约束对偶原理

求得与支链约束空间对偶的自由度空间.  
由于每条支链所受的约束都是一维直线, 因此

与其对偶的自由度空间(包含运动副信息)中的各元

素特征都是一样的. 具体如图 23 所示.  

 

 

图 23  一维线空间及其对偶空间 

对比图 23 与图 10 发现, 前者增加了一个二维偶

量子空间. 实际上两者是完全等效的. 另外该例子与

前面柔性机构的例子在空间分布上完全一致(只是自

由度空间与约束空间相互颠倒), 因此表 6和表 7所示

的图谱对此例仍然有效, 此外为更有效地配置运动

副, 还可考虑有偶量元素存在的情况.  

d) 第 4 步, 根据本文前面的几何、物理与机械

模块相互映射的原则在支链自由度空间内选择合适

的运动副配置.  

如图 23 或表 7 所示, 如果选用 3 种不同的运动

副类型, 我们可以很容易地配置出支链的运动副分

布. 可选择的支链结构包括 PPS(两个 P副不能平行)、

RPS(R副与 P副不能平行)、RRS(两个R副必须平行)、

PCU 等, 并且运动副之间没有顺序的限制. 这样可以

综合出[PP]S 类机构[34]的全部类型, 如图 24 所示.  
 
 

 

图 24  3 种[PP]S 类刚性并联机构 
(a) 3-PPS; (b) 3-PRS; (c) 3-RRS 
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图 25  2 种[PP]S 类柔性并联机构 
(a) 3-PRS (Pham[35]); (b) 3-RPS (Chao[36]) 

采用等效刚体替换法(即用柔性铰链代替刚性铰

链)可以得到相应的柔性并联机构. 例如图 25 所示的

3-RPS 和 3-PRS 机构.  

4  结论 

基于对当前刚柔两类机构构型综合方法研究的

现状分析, 指出了可统一实现刚柔机构构型综合的

可行性, 并提出了一种以旋量理论为理论框架, 基于

数学、物理与机械三类模块分层映射的机构构型综合

思想. 该方法的核心在于建立几何模块、运动(约束) 

模块与机械模块三者之间的映射关系. 其优点在于

简单、可视化.  

基于所提出的模块分层映射方法, 通过实例验证

了该方法对刚、柔两类机构构型综合的有效性. 在柔

性机构的实例综合中, 首先对现有柔性一维转动模块

从等效约束的角度进行了分类归纳与分析, 为构型创

新提供了新的思路; 然后以一种柔性转动机构的构型

综合为例, 详细给出了模块分层映射法进行并联式柔

性机构构型综合的具体过程. 刚柔机构的统一综合则

以一类应用甚广的 2R1T 并联机构为例, 利用本文所

给的模块法得到了[PP]S 类并联机构的全部构型.  
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