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密度造型方法的初步探索 

沈莞蔷 
(江南大学理学院，江苏 无锡 214122) 

摘 要：传统的自由曲线造型系统，可描述为“(离散的)控制顶点序列，关于(离散的)基函数序列，进行(离

散的)加权平均”。现打破其离散属性，改变为连续属性，即将描述改为“(连续的)曲线，关于(连续的)函数族，

进行(连续的)积分平均”。相应的变化，类似于概率论中，离散型随机变量使用分布律定义的数学期望，变为连

续型随机变量使用概率密度函数定义的数学期望，因此，这种连续属性的造型方法称为密度造型方法。其中，连

续的曲线，称为控制曲线；连续的函数族，称为基密度函数。为了初步探索密度造型方法，定义了其模型，并尝

试构造了一种满足非负、规范、对称性质的 1 次与 2 次的基密度函数，进一步研究了基密度的导数，以及对应随

机变量的任意阶矩函数的情况。在密度造型的过程中，输入可以是任意次数的多项式甚至非多项式的参数曲线，

输出的造型曲线是次数分别不超过 1 和 2 的多项式曲线。密度造型的曲线具备凸包、仿射不变和对称等性质。 
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Preliminary study of density modeling method 

SHEN Wan-qiang 
(School of Science, Jiangnan University, Wuxi Jiangsu 214122, China) 

Abstract: The traditional free curve modeling system can be described as “a (discrete) weighted average of a (discrete) 

sequence of control points with respect to a (discrete) sequence of basis functions.” This discrete property has been 

transformed into a continuous property, which could be described as “a (continuous) integral average of a (continuous) 

curve with respect to a (continuous) function family.” The corresponding change was similar to the transformation 

from the mathematical expectation of a discrete random variable defined by probability distribution law to the 

mathematical expectation of a continuous random variable defined by probability density functions in probability 

theory. Hence, the modeling method with continuous property was referred to as the density modeling method, where 

the continuous curve was known as a control curve, and the continuous function family was referred to as a basis 

density function. To preliminarily explore the density modeling method, we presented its model, constructed a basic 

density function of degree 1 and 2 satisfying non-negativity, normalization, and symmetry properties, and examined 

the derivatives of the basic density functions and the moment functions of the corresponding random variable. During 

density modeling, an arbitrary polynomial or even non-polynomial parametric curves could be used as the input, and 

the output curve was a polynomial curve of degree 1 or 2, respectively. The density modeling curve possesses 

properties such as convex hull, affine invariance, and symmetry properties. 
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580 计算机图形学与虚拟现实 2023 年

 

1 

 

计算机辅助几何设计(computer aided geometric 
design，CAGD)中的自由曲线模型，广泛应用于工

业设计与制造领域[1-3]。其由三大要素组合而成，

且均具有离散的特性：①控制顶点，是离散的点

列；②基函数，是函数的离散序列(尽管每个基函

数是连续函数，但形成的序列是离散的)；③加权

平均的形式，是离散的平均。 
从概念的哲学角度出发，“离散”可看作是传

统模型的一种属性。本文拟将其全部转变为“连

续”属性，尝试从理论上，探索一种与传统模型

平行的新式模型。 
概率论中，随机变量的数学期望，就是一种

平均：对于离散型的随机变量，是加权平均；对

于连续型的随机变量，是积分平均[4]。而 CAGD
的传统模型，正是加权平均，对应离散型的随机

变量，而本文的模型，将对应连续型的随机变量。

在该模型中，将使用概率密度函数来代替传统模

型中的基函数，因此，本文称这种新的造型方法

为密度造型方法。相应地，为了便于区分，将传

统的造型方法称为分布律造型方法，或简称律造

型，因为其基函数可看作是离散型随机变量的分

布律。 
分布律造型方法得到了广泛地研究。如常用

的 Bernstein 基，可看作是以 t 为参数的二项分布

的分布律。改变分布律，有使用广义二项分布对

应的广义 Bézier 曲线 [5-6]，Poisson 分布对应的

Poisson 曲线[7]，S-λ 分布对应的 S-λ 曲线[8]，Beta
分布对应的 Beta 曲线[9]，基于 q 整数概率分布[10]

的 q-Bézier 曲线，其中，研究最广泛的是 Lupaş 
q-Bézier[11]和 Phillips q-Bézier[12]。上述研究使用的

曲线模型均为离散属性。本文将考虑连续属性：

首先给出密度造型方法的基本模型；接着尝试一

种 1 次与 2 次的密度函数族，并给出其性质；然

后，探索相应密度造型曲线的情况和性质；最后

是总结。 

1  密度造型方法 

传统的自由曲线模型，可以描述为控制顶点

关于基函数的加权平均，即 
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其中，Pi(i=0,1,···,n)为曲线 C(t)的控制顶点；Bi,n(t) 
(i=0,1,···,n)为基函数；T 为参数 t 的取值范围。 

基函数具有的非负性和规范性分别为 
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因此，这些基函数可以看作是对应于某个离散型

随机变量的概率分布。如著名的 Bernstein 基函数，

对应于离散的二项分布；B 样条基函数对应于随机

过程的概率分布，随机过程可看作带参数的随机

变量。而式(1)的曲线模型，与概率论中求解该离

散型随机变量的数学期望的公式类似，均为加权

平均。所不同的是：概率论中数学期望的求解，

被平均的是随机变量的取值，是数值；而式(1)中，

被平均的是控制顶点，是向量。 
1.1  模型的定义 

为将离散模型式(1)转变为连续模型，对其中

的三大离散要素分别进行对比处理，见表 1。 
 

表 1  模型对比 
Table 1  Model comparison 

要素 
模型 

分布律造型(离散) 密度造型(连续) 
控制要素 控制顶点 控制曲线 
基要素 基函数序列 基密度函数族 
平均要素 加权平均 积分平均 

 

(1) 控制要素。式(1)中的控制顶点，Pi(i=0, 
1,···,n)是离散的点集。将其转变为连续的点集，即

曲线，用 Q(x;n)表示，称为控制曲线。其中，x 是

曲线 Q(x;n)的自变量，对比式(1)中的 i；n 是次数

参数，考虑到 Bézier 曲线中，控制顶点的个数与

次数有关，即 Pi 中 i 的取值范围为 0,1,···,n，所以，

在控制曲线 Q(x;n)中，也加上次数参数 n。因此，

式(1)中，随着 i 在 0,1,···,n 上离散取值，Pi 是一个

个离散的点；而 Q(x;n)中，随着自变量 x 在与 n
有关的某区间上连续取值，Q(x;n)表示一条连续

的曲线。 
(2) 基要素。式(1)中的基函数 Bi,n(t)(i=0,1,···, 

n)对应于某离散型随机变量的分布律，是函数的离

散集合。将其转变为函数的连续集合，即函数族，

用 Dn(x;t)表示，对应某连续型随机变量的密度函

数，称为基密度函数族。其中，与式(1)中的 Bi,n(t)
相同，次数 n 作为 Dn(x;t)的下标；与(1)控制要素

中控制顶点转变为控制曲线一致，Dn(x;t)中的 x，
对比 Bi,n(t)中的 i；t 在 Bi,n(t)中表示某分布律中的

参数，在 Dn(x;t)中表示某密度函数中的参数。因此，

式(1)中，随着 i 在 0,1,···,n 上离散取值，Bi,n(t)是一
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个个离散的关于 t 的函数；而 Dn(x;t)中，随着参数

x 在与 n 有关的某区间上连续取值，Dn(x;t)表示一

簇连续的关于 t 的函数，即为连续的函数族。 
(3) 平均要素。式(1)中离散的加权平均形式，

转变为连续的积分平均形式。具体的，式(1)中离

散的和符号∑，转变为连续的积分符号∫ (表示和的

极限)；离散型随机变量的分布律，表示概率，而

连续型随机变量的密度函数，表示密度，必须乘

以小微元 dx 才能与离散型的概率完全等同。因此，

式(1)中的 Bi,n(t)，在连续的积分平均模型中，将转

换为 Dn(x;t)dx。 
根据前文讨论，用概率论中连续型随机变量

的数学期望公式，可给出密度造型方法的基本模

型，即 

  ( ) ( ; ) ; d ,
n

nx A
t x n D x t x t T


   G Q  (4) 

其中，n 为多项式的次数；An 为 x 的取值范围，与

次数有关；Q(x;n)，x∈An 称为曲线 G(t)的控制曲

线；Dn(x;t)为某连续型随机变量的概率密度函数，

x 为自变量，取值范围为 An，t 为参数，取值范围

为 T(也可看作某随机过程的概率密度，其中 t 表示

时间)。为了与传统模型相联系，称 Dn(x;t)为基密

度函数族，简称基密度，或基函数族。 
在式(4)中，通过积分，变量 x 消失，最后得

到的 G(t)是一条以 t 为参数的曲线，并且，式(4)
将传统模型式(1)中的离散属性，完全转换为了连

续属性。 
1.2  模型的基本性质 

(1) 在传统分布律造型方法中，模型的性质主

要由基函数的性质决定，而其中最基本的非负性

和规范性，已由式(2)和式(3)分别给出。而本文的

基密度 Dn(x;t)，同样具备这 2 个性质，即 

 , , ( ; ) 0n nt T x A D x t     非负性：  ≥  (5) 

 , ( ; )d 1
n

nx A
t T D x t x


    规范性：   (6) 

注意到，在式(4)中，Dn(x;t)dx 与积分符号∫，分别

是经式(1)中的 Bi,n(t)与和符号∑转换而来。类似地，

式(6)是由式(3)通过同样的转换得到。并且，由于

小微元 dx 总为正，所以 Dn(x;t)dx≥0 当且仅当

Dn(x;t)≥0，式(5)与式(2)一致。 
(2) 传统的基函数具备线性无关性，但由于线

性无关及张成空间的定义都是基于离散的函数序

列，因此，本文中连续的基密度函数族，并不讨

论其线性无关性及张成空间，称为“基密度”“基”

仅表示“基于”，与传统模型相对应。 
(3) 传统分布律造型模型式(1)中，曲线具备仿

射不变性，即对曲线 C(t)进行仿射变换，只需将控

制顶点 Pi，i=0,1,···,n，进行相应的仿射变换。同

样地，本文的密度造型模型式(4)，也具备此性质。

因为仿射变换可以分解为一个线性变换与一个平

移变换，即 
 ( )F  R LR T  (7) 

其中，R 为平面或空间中的点，表示为二维或三维

的列向量；L 为线性变换矩阵；T 为平移变换矩阵。

在式(4)中，对曲线 G(t)进行仿射变换，即 
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等同于将控制曲线进行同样的仿射变换，其中使

用了：线性变换与积分的交换，因为积分保持线

性运算；平移变换与积分的交换，由基密度的规

范性保证。 
因此，在模型式(4)中，对造型曲线 G(t)进行

仿射变换，只需将控制曲线 Q(x;n)进行同样的仿射

变换。 

2  1 次与 2 次基密度函数族 

传统律造型中，最基本的 Bernstein 基为 

 , ( ) (1 ) , 0 1, 0,1, ,n i i
i n

n
B t t t t i n

i
 

   
 

≤ ≤  (8) 

可看作服从二项分布的离散型随机变量的分布律。

具体地，在 n 重 Bernoulli 试验中，假设每次试验成

功的概率为 t，则成功次数为 i 的概率，是 Bi,n(t)。 
本文拟使用对应于连续型随机变量的密度函

数，从概率论中的三大连续型分布出发。由于分

布函数中需带有一个参数 t，因此，不妨假设使用

的连续型分布及密度函数为 

   1 , 0
; =

0,
t x t

D x t 



≤ ≤
均匀分布：  

其他
 (9) 
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尽管这些密度函数均存在概率背景，但不适合造

型，原因：①关于参数 t 均不是多项式函数；②除

均匀分布外，D(x;t)不具备局部支撑性，即在无限

区间上取值非零。因此，需要定义基密度，这样

可保持多项式和有限区间这 2 个特点。 
参考传统律造型的 Bernstein 基函数，拟将基

密度 Dn(x;t)的下标 n，和 Bernstein 基中的 n 一样，

表示次数。下面将给出次数 n=1，2 的基密度，并

研究其性质。 
2.1  1 次与 2 次基密度的定义 

为定义式(4)中基密度 Dn(x;t) (n=1，2)，首先

考虑其中自变量 x 的取值范围 An，以及参数 t 的取

值范围 T。参考式(8)中 Bernstein 基的定义。由于

基密度的自变量 x 对应 Bernstein 基的下标 i，因此，

本文取 An=[0,n]，在给定 n 之后，x 的取值范围 An

有限；而参数 t 和 Bernstein 基一样，取值范围

T=[0,1]。 
其次，n 次的 Bernstein 基，有 n+1 个基函数，

当 Bernstein 基的离散下标 i 换成连续的 x 时，假

定同样具备 n+1 个自由度，因此，n 次的基密度将

定义为关于 x 的 n 次多项式。而对于参数 t，与

Bernstein 基一样，基密度也将是关于 t 的 n 次多项

式。所以，次数 n=1，2 的基密度，定义为 

  2 2 2

2

( ; )

2(2 1) 2(1 ), 0 1    ( 1)
5 1( 1) (5 7 6)
4 2

1 (5 11 +11), 0 2        ( 2)
6

nD x t

t x t x n

t t x t t x

t t x n


     

      



 

≤ ≤

≤ ≤

 (12) 

其中，参数 t∈[0,1]。 
再次，对于 n=0 的特殊情况，基密度可取单

位脉冲函数，即 D0(x;t)=(x)。由于(x)在零点以外

的值均为零，因此，其自变量 x 的取值范围可看作

[0,0]，与 An 的区间一致。并且，(x)具备式(5)和
式(6)描述的非负性及规范性，所以，这样定义是

合适的。 
最后，画出 n=1，2 次基密度的图像，尽管 t

在基密度中是参数，但 Dn(x;t)也可看作是关于 x
和 t 的二元函数。因此，画图时，以 x 和 t 作为坐

标轴绘制曲面 Dn(x;t)，如图 1 所示。 
2.2  1 次与 2 次基密度的性质 

本节中，关注式(12)定义的 1 次与 2 次基密度

的性质。其中的非负性和规范性，作为随机变量

密度函数的必要条件，已由式(5)和式(6)分别给出，

现将 x 和 t 的取值范围代入，使表示更为明确。由

此，对于 n=1，2，式(12)定义的基密度具备如下基

本性质。 
 

 
 

图 1  基密度 Dn(x;t)的图像 
Fig. 1  Figures of basis density functions Dn(x;t)  

((a) D1(x;t); (b) D2(x;t)) 
 

非负性： 
    0,1 , 0, , ( ; ) 0nt x n D x t     ≥  (13) 

规范性： 

  
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0,1 , ( ; )d 1
n

nt D x t x     (14) 

对称性： 
    ( ; ) ( ;1 ), 0,1 , 0,n nD x t D n x t t x n         (15) 

多项式性质：任意给定 x[0,n]，Dn(x;t)是关

于 t 的次数≤n 的多项式。 
导数情况为 

 2 2

( ; )

4 2 ( 1)
5 5 5 7 115 ( 2)
2 3 4 2 6

nD x t
t
x n

x x t x x n




 
         

 (16) 

和 
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2 2

( ; )

4 2 ( 1)
5 1( 1) (5 7 6) ( 2)
2 2

nD x t
x
t n

t t x t t n




 


 
     

 
(17)

 

在这些性质中，多项式性质显然成立。非负

性和对称性的证明，只需将式(12)中的 1 次与 2 次

基密度进行如下变形 
 1( ; ) 2(1 )(1 ) 2D x t x t xt     (18) 

2 2 2
2

2 2 2

2

2 2 2 2 2

11 11( ; ) (2 ) (1 ) (2 ) (1 )
24 24
5 1(2 ) (2 ) (1 )
24 12
7 1(2 ) (1 ) (2 )

12 12
5 11 11(1 ) (1 )
24 24 24

D x t x t x t t

x t x x t

x x t t x xt

x t x t t x t

      

    

    

     (19) 

导数情况可通过式(12)进行简单计算得到。与离散

的 Bernstein 基不同，连续的基密度不但可以关于

参数 t 求导，也可以关于自变量 x 求导，后者的导

数反映了 x方向密度函数的变化情况，如图 2所示。 
余下的规范性需通过计算证明。 
证明：规范性。对于 1 次的基密度，有 

   

   

1 1
10 0
( ; )d 2 2 1 2 1 d

2 1 2 1
1

D x t x t x t x

t t

      
   


 
 

对于 2 次的基密度，有 

2 2 2 2
20 0

2 2

2 2

2

5( ; )d ( 1)
4

1 1(5 7 6) (5 11 +11) d
2 6
5 8 1 4( 1) (5 7 6)
4 3 2 2
1 (5 11 11) 2
6
1

D x t x t t x

t t x t t x

t t t t

t t

   
    

        

  

 

 

 

除上述性质外，在概率论或随机过程中，如

果假设基密度 Dn(x;t) (n=1, 2)对应的带有参数 t 的
随机变量(或随机过程)分别为 X1(t)和 X2(t)，那么其

k 阶原点矩(或原点矩函数)分别为 

  1
2 2( )

( 1)( 2)
k ktExp X t

k k



 

 (20) 

   

 2

2 2

( )

5 ( 1) ( 23) (5 18)
3 2 ( 1)( 2)( 3)

k

k

Exp X t

k k t k k t k k
k k k

     


   
 (21) 

其中，Exp 为数学期望。 
证明：通过计算 

  1
1 10

( ) ( ; )d

2(2 1) 2(1 )
2 1

2 2
( 1)( 2)

k kExp X t x D x t x

t t
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

 
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 



 


 

 

 
 

图 2  基密度 Dn(x;t)导函数的图像 
Fig. 2  Figures of derived functions of basis density functions Dn(x;t) ((a) (∂/∂t)D1(x;t); (b) (∂/∂t)D2(x;t);  

(c) (∂/∂x)D1(x;t); (d) (∂/∂x)D2(x;t)) 
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特别地，其中的 1 阶原点矩，即数学期望 

 1( ( ))
3n

tExp X t n    
 

 (22) 

将用于后续造型曲线的讨论。 
另外，注意到，如果要求数学期望像 Bernstein

基对应的二项分布一样，等于 nt，在满足对称性

的条件下做不到。原因在于：若用反证法假设均

值为 nt，则当 t=0 时，均值为零，此时，对于基密

度函数，在非负性和零均值的要求下，作为连续

函数，只能恒为零；而根据对称性，在 t=1 时，基

密度同样恒为零，这与此时，均值等于 n 产生矛

盾。因此，均值不能为 nt。 
退而求其次，当 n=1，2 时，Xn 的方差为 

 

   22( ( )) ( ) ( ( ))

1 2
3 3

n n nVar X t Exp X t Exp X t

t tn



      
  

-

 (23) 

因此，Xn 的期望和方差与二项分布的期望 nt 和方

差 nt(1−t)之间的关系类似。 

3  1 次与 2 次密度造型曲线 

给定基密度之后，式(4)中，将 x 与 t 的取值范

围代入，可得密度造型曲线的定义。 

    
0

( ) ( ; ) ; d , 0,1
n

nt x n D x t x t   G Q  (24) 

特别地，当 n=0 时，基密度为脉冲函数。

此时，由于输入的控制曲线 Q(x;n)的定义域仅

有零点，即定义域退化为一个单点，因此，输出

曲线 G(t)也是一个点。n=1，2 的情况将在下面

讨论。 
3.1  1 次与 2 次基密度的曲线造型情况 

(1) 考虑控制曲线为直线的情况。假设控制曲

线为 

  0 1( ; ) 1 , 0,x xx n x n
n n

      
 

Q P P  (25) 

于是，当次数 n=1，2 时，曲线 

0
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0 1

( ) ( ; ) ( ; )d

( ) ( ; )d
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Exp X t
n

t t



     


 


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 
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

 

G Q

P P P

P P P

P P P

P P

 

仍表示 P0P1 上的直线，但端点并不插值 P0 和 P1。 
(2) 控制曲线为 m(m>1)次曲线的情况。不妨

设控制曲线为 

0
( ; ) 1 1 , [0, ]

m k km

k
k

m x xx n x n
k n n





            
    

Q P  (26) 

根据 Bernstein 基与幂基的转换公式[13]，控制

曲线也可表示为 
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k
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xx n x n
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其中， 
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若使用 1 次基密度 D1(x;t)，则造型曲线 
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若使用 2 次基密度 D2(x;t)，则造型曲线 
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从中可知，无论控制曲线的次数有多高，使

用 1 次与 2 次基密度，造型所得的多项式曲线次

数均分别不超过 1 与 2。 
图 3 给出示例，其中，黑色表示控制曲线，

蓝色和绿色分别表示 1 次和 2 次基密度造型的曲

线，文中后续的示例均采用此表示方式。由于本

例中，控制曲线是 Bézier 曲线，因此，黑色圆点

与折线分别表示曲线的控制顶点与控制多边形。

图 3(a)和(b)分别给出平面和空间曲线的示例。 
 

 (a) 

 (b) 
 

图 3  控制曲线为 Bézier 曲线的示例((a)平面曲线； 
(b)空间曲线) 

Fig. 3  Examples for Bézier control curves  
((a) Planar curve; (b) Space curve) 

 

(3) 控制曲线是非多项式曲线的情况。如用三

角函数表示的控制曲线 

 0 1( ; ) sin cos , [0, ]x xx n x n
n n
 

   Q P P  (28) 

若使用 1 次基密度 D1(x;t)，则造型曲线 
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   P
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若使用 2 次基密度 D2(x;t)，则造型曲线 

2
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从中可知，即使控制曲线不是多项式曲线，

使用 1 次与 2 次的基密度造型，所得曲线也为次

数分别不超过 1 与 2 的多项式曲线。 
图 4 给出示例。取 P0 和 P1 是相互正交的单位

向量，则上述控制曲线为单位半圆。图中，黑色

圆点表示点 P0 和 P1。 
 

 
 

图 4  控制曲线为非多项式曲线的示例 
Fig. 4  Example for non-polynomial control curve 

 

3.2  1 次与 2 次基密度造型曲线的性质 
当次数 n=1，2 时，式(24)定义的密度造型曲

线具备如下性质。 
(1) 凸包性。密度造型曲线 G(t)位于控制曲线

Q(x;n)的凸包内。其中，凸包指包含控制曲线的最

小凸集。凸包性可根据基密度的非负性和规范性

得到。上节中，控制曲线为直线的情况，所得造

型曲线是直线的特性，也可通过凸包性得到。 
(2) 仿射不变性。该性质已在 1.2 节中说明。
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特别地，因为不同的基之间仅相差一个线性变换，

所以，控制曲线 Q(x;n)不论在哪组基下表示，造型

出的密度曲线均相同。如 3.1 节中，同一条控制曲

线，尽管在 Bernstein 基和幂基下的表示不同，但

所得的密度造型曲线完全相同。 
(3) 多项式曲线。对于 n=1，2 的情况，无论

控制曲线 Q(x;n)是多高次数的多项式曲线，甚至不

是多项式曲线，生成的密度造型曲线 G(t)必定是次

数分别≤1 和≤2 的多项式曲线。此性质由基密度

的多项式性质，以及曲线的模型式(24)得到，在 3.1
节中，已举过相应的例子。 

(4) 对称性。如果控制曲线 Q(x;n)的走向相反，

那么得到的密度造型曲线与原密度造型曲线相

同，但走向相反。此性质由基密度的对称性得到。

图 5 给出示例，若控制曲线对称，则得到的 1 次

与 2 次密度造型曲线均对称。图 5(a)和(b)分别给

出了平面和空间曲线的示例。 
 

 (a) 

 (b) 
 

图 5  控制曲线为对称曲线的示例((a)平面曲线； 
(b)空间曲线) 

Fig. 5  Examples for symmetric control curves  
((a) Planar curve; (b) Space curve) 

 

(5) 导曲线的情况。由于曲线的定义是针对变

量 x 的积分，而曲线的求导是针对变量 t 进行，因

此，导数可与积分相交换，式(24)的导曲线，即为

基密度导函数的造型曲线 
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d

n
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
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其中，(/t)Dn(x;t)已在基密度的导数情况中给出。

特别的，对于 1 次基密度造型所得直线，导曲线

关于 t 为常数，反映了该直线的方向。 
(6) 端点情况。根据曲线的表达式和基密度的

导数情况，曲线式(24)在 t=0 和 1 这 2 个端点处，

位置矢量和导矢量分别为 
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从端点情况可知，造型的曲线并不具备端点

插值性。原因在于：①因为控制曲线形式多样，

甚至允许非多项式曲线，积分值随着控制曲线的

变化而变化；②即使假定控制曲线在多项式曲线

的范围内，若要满足插值性，则基密度的 k 阶原

点矩必须与二项分布的 k 阶原点矩相等，然而，在

1 阶原点矩(数学期望)时，就无法实现，已在 2.2 节

结尾处进行了说明。 
图 6 给出造型曲线随控制曲线变化的示例。

控制曲线为插值 4 个黑色点的三次多项式曲线。

在这 4 个点中，底部的 2 个点(−2,0)和(2,0)保持不

动，顶部的 2 个点横坐标分别为−1 和 1，纵坐标

相等，且从 0.5 到 3.0 不断变化。 
 

 
(a) (b) (c) 

 
(d) (e) (f) 

图 6  基密度造型曲线随控制曲线变化示例，曲线跟随中

间 2 点与两端点之间高度差的变化而变化((a)高度差为

0.5；(b)高度差为 1.0；(c)高度差为 1.5；(d)高度差为 2.0；
(e)高度差为 2.5；(f)高度差为 3.0) 

Fig. 6  Examples for curves built by basis density functions 
moving with control curves, where the height differences 
between the middle two points and the two endpoints are 

different ((a) Height difference is 0.5; (b) Height difference is 
1.0; (c) Height difference is 1.5; (d) Height difference is 2.0; 

(e) Height difference is 2.5; (f) Height difference is 3.0) 
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4  结束语 

本文提出了密度造型方法的初步理论，尝试

定义了 1 次与 2 次的基密度，并研究了基密度及

曲线的简单性质。课题来源于灵感以及变换属性

的哲学思想，本文的工作仅是理论上的初步探索。 
本文中，1 次与 2 次基密度的表达式是通过类

比二项分布期望和方差之间的关系，经由式(22)和
式(23)反求凑得。3 次及 3 次以上的情况，困难在

于二项分布的高阶原点矩与中心矩的关系不如期

望与方差的关系明显，因此，本文仅研究到 2 次。

后续拟在概率论中定义不同于原点矩或中心矩的

数字特征，并尝试找出规律，从而研究更高次数

的情况。 
另外，今后还将研究广义的密度造型，将其

与对应二项分布的 Bézier 模型，在基(密度)函数方

面产生更为直接的联系，并且，将使用概率论中

分布函数的理论，构造统一传统的分布律造型方

法和本文提出的密度造型方法的模型，进而丰富

造型的理论，为几何造型与概率论更深入的交叉

提供一条途径。 
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