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摘要 设 n为一个模 8余 5的正整数, 使得 n的所有素因子均模 4余 1且 Q(
√
−n)没有阶为 4的理

想类. 本文引入对 n 的素因子个数的归纳方法, 给出椭圆曲线 E(n) : ny2 = x3 − x 上 Heegner 点的非

平凡性, 从而给出 n 为同余数的证明 (定理 6.1). 本文还综述对同余椭圆曲线的 Goldfeld 猜想及 BSD

猜想 (Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜想) 方面的结果. 一方面, 基于这种归纳方法, Tian 等 (2017) 推广

这一结果得到了更多的同余数, 再结合 Smith (2015) 及 Heath-Brown (1994), 本文证明同余数问题的

弱 Goldfeld猜想 (主定理 A).另一方面,基于定理 6.1以及 Li、Liu和本人 (2019)的工作,本文证明完

整 BSD 猜想对椭圆曲线 E(n) 成立 (主定理 B). 这样得到了完整 BSD 猜想对无穷多条秩为 1 的椭圆

曲线成立.

关键词 同余数 椭圆曲线 BSD 猜想 Goldfeld 猜想 Heegner 点

MSC (2010) 主题分类 11G40, 11G05, 11D25

1 引言

1.1 同余数问题与椭圆曲线

定义 1.1 一个无平方因子的正整数 n 称为同余数, 如果它是一个有理边长直角三角形的面积,

即存在有理数 a、b 和 c 使得

a2 + b2 = c2,
1

2
ab = n.

同余数问题 [1] 是指, 给定一个正整数 n, 判断它是否是同余数, 以及对于一个同余数 n, 找出面积为 n

的有理边长直角三角形.
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田野: 同余数问题与椭圆曲线

同余数问题的本质与椭圆曲线的算术紧密相关. 特别地, 其本质是椭圆曲线的 BSD 猜想和 Gold-

feld 猜想. 事实上, 如下结论是容易看到的:

命题 1.2 一个正整数 n 是同余数当且仅当同余椭圆曲线 E(n) : ny2 = x3 − x 的 Mordell-Weil

秩大于等于 1. 更进一步地, 对一个正整数 n, 下列集合之间存在一个一一对应:

(1) {(a, b, c) ∈ Q3 | a2 + b2 = c2, n = ab/2};
(2) {(x, y) ∈ Q2 | ny2 = x3 − x, y ̸= 0},

该一一对应通过如下映射给出:

(a, b, c) 7→
(

−b
a+ c

,
2

a+ c

)
, (x, y) 7→

(
1− x2

y
,
−2x

y
,
1 + x2

y

)
.

对于一条定义在有理数域 Q上的椭圆曲线 E,有算术方面和解析方面的如下不变量. 在算术方面,

最基本的对象是 E 的 Mordell-Weil 群 E(Q), 它是 E 的有理点在椭圆曲线的加法下构成的 Abel 群.

Mordell [2]在 1922年证明了 E(Q)是一个有限生成的 Abel群,其秩 rankZE(Q)称为 E的Mordell-Weil

秩, 或者算术秩, 或者直接简称为秩. 而 Mordell-Weil 群的扭部分 E(Q)tor 是一个有限群, Mazur [3] 在

1977 年给出了它的所有可能结构, 特别地, 它的阶数小于等于 16. 一个更深刻而神秘的算术对象称为

E 的 Shafarevich-Tate 群:

X(E) := X(E/Q) := ker

(
H1(Q, E(Q)) →

∏
v

H1(Qv, E(Qv))

)
,

其中 v 跑遍 Q 的所有素点 (包括无限素点). 人们猜想 E 的 Shafarevich-Tate 群 X(E/Q) 是有限群

(参见文献 [4, 5]).

在解析方面, 一个基本对象是 E 的 L 函数 L(E, s), 它在 Re(s) > 3/2 时是通过 Euler 乘积定义

的. 由模性定理知,它在整个复平面上具有解析延拓. 如果记 Λ(E, s) := 2(2π)−sΓ(s)L(E, s)为 E 的完

全 L 函数, 其中 Γ(s) 为 Gamma 函数, 则其满足一个中心点为 s = 1 的函数方程:

Λ(E, s) = ϵ(E)N1−s
E · Λ(E, 2− s),

其中 NE 为 E 的导子, 而 ϵ(E) = ±1 称为 E 的根数 (root number), 或者称为 L 函数 L(E, s) 的符号.

我们将 L(E, s) 在 s = 1 处的零点阶数称为 E 的解析秩. 显然, 若 ϵ(E) = +1, 则 E 的解析秩为偶数,

否则为奇数 (于是大于等于 1).

椭圆曲线 E 还有其他一些不变量: 周期 Ω(E)、正规子 R(E)及在素数 ℓ处的 Tamagawa数 cℓ(E)

等. 这些算术量的定义参见文献 [6].

Birch 和 Swinnerton-Dyer的猜想 (简称 BSD 猜想) [7] 断言椭圆曲线的算术量 (包括 Mordell-Weil

秩在内) 与它的 L 函数之间的深刻联系:

猜想 1.3 (BSD 猜想) 令 E 是一条定义在 Q 上的椭圆曲线, 则

(i) (BSD 猜想的秩部分) 我们有

rankZE(Q) = ord
s=1

L(E, s).

(ii) (精确 BSD 猜想) 记 r 为 L(E, s) 在 s = 1 处的零点阶数, 则有

1

Ω(E)R(E)
lim
s→1

L(E, s)

(s− 1)r
=

∏
ℓ

cℓ(E) · #X(E)

(#E(Q)tor)2
.
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特别地, 等式两边都是正有理数. 对于一个素数 p, BSD 公式的 p 部分成立是指上式两边的有理数的

p 进赋值相等.

记 #Xan(E) 为精确 BSD 猜想所预测的 E 的 Shafarevich-Tate 群的大小:

#Xan(E) :=
(#E(Q)tor)

2∏
ℓ cℓ(E)

· 1

Ω(E)R(E)
lim
s→1

L(E, s)

(s− 1)r
.

目前已知的结果是,如果 L(E, s)在 s = 1处的零点阶数小于等于 1,则 BSD猜想的秩部分成立 (参见

文献 [8–10]), 精确 BSD 猜想等式左边是一个正有理数 (即 #Xan(E) 是一个正有理数), 并且对于很

多素数 p, BSD 公式的 p 部分成立. 本文将精确构造一族无穷多的椭圆曲线, 其解析秩为 1, 并且精确

BSD 猜想成立 (主定理 B).

对于一条定义在 Q 上的椭圆曲线 E, 设其由 Weierstrass 方程 y2 = x3 + ax + b 所定义, 以及一

个非零整数 n, 定义 E 关于 n 的二次扭曲 (也称为 E 关于二次域 Q(
√
n) 的二次扭曲) 为 E(n) : ny2

= x3 + ax + b. 记 ϵ(n) := ϵ(E(n)) 为 E(n) 的根数. 关于 ords=1L(E
(n), s) 的变化行为, Goldfeld [11] 提

出了如下的猜想 (另外可参见文献 [12]):

猜想 1.4 (Goldfeld 猜想) 在所有使得 ϵ(n) = +1 (分别地, −1) 的无平方因子的正整数 n 中, 存

在一个密度为 1 的子集, 使得当 n 在这个子集中时, ords=1L(E
(n), s) = 0 (分别地, = 1).

密度的概念定义如下:

定义 1.5 如果 D 是一个正整数的子集, D′ 是 D 的一个子集, 则 D′ 在 D 中的密度是指下面的
极限 (如果存在的话):

lim
N→+∞

#{n ∈ D′ | n < N}
#{n ∈ D | n < N}

.

如果不要求子集的密度为 1, 而只是要求正密度, 则有如下所谓的弱 Goldfeld 猜想:

猜想 1.6 (弱 Goldfeld 猜想) 在所有使得 ϵ(n) 等于 +1 (分别地, −1) 的无平方因子的正整数 n

中, 存在一个正密度的子集, 使得当 n 在这个子集中时, ords=1L(E
(n), s) = 0 (分别地, = 1).

本文将证明对于同余椭圆曲线 y2 = x3 − x, 其弱 Goldfeld 猜想成立 (主定理 A).

注 1.7 回到同余椭圆曲线 E : y2 = x3 − x 及其二次扭曲 E(n) : ny2 = x3 − x. 在 19 世纪中叶,

人们就知道 E(n) 的 L 函数 L(E(n), s) 与虚二次域 Q(
√
−1) 上的一个 Hecke 特征的 L 函数相等, 于

是, ϵ(n) 可以容易地计算 (参见文献 [13]). 设 n 为无平方因子的正整数, 则同余椭圆曲线 E(n) 的根数

ϵ(n) 为

ϵ(n) =

+1, 若 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8),

−1, 若 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8).

因此, Goldfeld 猜想在同余数问题上的体现如下:

(1) 在所有 ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 的无平方因子的正整数 n 构成的集合中, 存在一个密度为 1 的子集,

使得当 n 在这个子集中时, L(E(n), s) 在 s = 1 处有一个单零点.

(2) 在所有 ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 的无平方因子的正整数 n 构成的集合中, 存在一个密度为 1 的子集,

使得当 n 在这个子集中时, L(E(n), 1) ̸= 0.

与 BSD 猜想结合, 它预测了如下的两个关于同余数的猜想:

(i) 任意模 8 余 5、6 和 7 的正整数都是同余数;

(ii) 同余数在模 8 余 1、2 和 3 的正整数中的密度为 0.
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最近, Smith [14] 证明了一个关于 2∞-Selmer 秩的类似于 Goldfeld猜想的结果:对于同余椭圆曲线

E : y2 = x3−x,在所有 ≡ 5, 6, 7 (mod 8) (分别地, ≡ 1, 2, 3 (mod 8))的无平方因子的正整数 n构成的集

合中,存在一个密度为 1的子集,使得当 n在这个子集中时, E(n) 的 2∞-Selmer秩为 1 (分别地,为 0).

特别地, 他证明了上面的猜想 (ii) 成立.

1.2 主要结果

我们的一个主要结果 (参见文献 [15, 16]) 是如下的关于同余椭圆曲线的弱 Goldfeld 猜想:

主定理 A 设 E : y2 = x3 − x 是同余椭圆曲线.

(i) 在所有 ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 的无平方因子的正整数 n 构成的集合中, 存在一个密度大于 50% 的

精确构造的子集, 使得当 n 在这个子集中时, L(E(n), s) 在 s = 1 处有一个单零点, 并且 E(n) 的 BSD

公式的 p = 2 部分成立.

(ii) 在所有 ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 的无平方因子的正整数 n 构成的集合中, 存在一个密度大于 40% 的

精确构造的子集, 使得当 n 在这个子集中时, L(E(n), 1) ̸= 0, 并且 E(n) 的 BSD 公式的 p = 2 部分

成立.

上面提到的正密度的子集是精确构造的. 我们的另一个主要结果是在上面的 (i) 中, 精确构造其

中的一个子集, 使得精确 BSD 猜想成立:

主定理 B 令 n ≡ 5 (mod 8) 为一个无平方因子的正整数, 它的所有素因子都模 4 余 1, 并且使

得 Q(
√
−n) 没有阶为 4 的理想类, 则 n 是一个同余数, 椭圆曲线 E(n) : ny2 = x3 − x 的解析秩为 1 并

且精确 BSD 猜想成立.

推论 1.8 对任意正整数 k, 都存在无穷多个恰有 k 个素因子的无平方因子的同余数.

证明 令 k > 1 为正整数, q, p1, . . . , pk−1 为两两不同的素数, 满足

(1) q ≡ 5 (mod 8), 以及对任意 i, 有 pi ≡ 1 (mod 8);

(2) 对任意 i, Legendre 符号 (pi

q ) = −1, 以及对任意 i ̸= j, 有 ( pi

pj
) = +1,

则 n = qp1 · · · pk−1 满足主定理 B 中的条件. 又由关于算术级数中素数的 Dirichlet 定理可知, 存在无

穷多个这样的 n. 因而, 推论成立.

注 1.9 基于复乘理论, Heegner [17] 引入了一种系统构造椭圆曲线上有理点的方法, 由此证明了

任意模 8 余 5 的素数是同余数. 一个自然的问题是, Heegner 的这个结论能否推广到有多个素因子的

模 8 余 5 的无平方因子正整数上. 我们的主定理 B 就是这样的一个推广. 其中, BSD 猜想的秩部分

以及精确 BSD 猜想的 2 部分是通过归纳方法证明的, 这是作者最早在文献 [15] 中提出来的, 并在文

献 [16] 中被推广, 用于证明主定理 A. 第 2 节将简要回顾 Heegner 的证明, 它同时也是我们归纳方法

的基础.

注 1.10 主定理 B 证明中的一个重要组成部分是当 p 是潜在好的通常约化 (potentially good

ordinary reduction) 素数的情形时的 BSD 公式的 p 部分, 见第 5 节. 与此同时, 我们最近的工作也考

虑了当 p 是潜在超奇异约化 (potentially good supersingular reduction) 素数的情形1) (参见文献 [18])

时的 BSD 公式的 p 部分. 由此, 实际上能得到对于主定理 A(i) 中的精确构造的子集, 当 n 在这个子

集中时, E(n) 的精确 BSD 猜想成立.

1) Pan J, Tian Y. BSD formula for CM elliptic curves at bad primes. In preparation
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1.3 记号

• Ẑ =
∏

p<∞ Zp, 其中 p 跑遍所有的素数.

• 对任意 Z- 模 M , 记 M̂ =M ⊗Z Ẑ. 对数域 K, 令 AK 是它的 adéle 环, 以及 K̂ = A(∞)
K 是 K 的有

限 adéle 组成的集合.

• 对数域 K, 记 σ : K̂× → Gal(Kab/K)为 Artin映射,并且,将 K 的理想类群 A与 K̂×/K×Ô×
K 等

同. 特别地, σ 诱导了同构 A ∼→ Gal(H/K), 其中 H 是 K 的 Hilbert 类域.

• A = AQ. 对任意 Q 上代数群 G, 记 GA = G(A) 为 G 的 A 点.

• 对任意 Z- 模 M 和任意正整数 n, 记 M [n] 是 M 被 n 所零化的子群.

2 素数情形: Heegner-Birch 方法

首先看主定理 B在 n 是一个素数时的情形. 这将是证明主定理 B 归纳方法的起始步骤. 令 E 为

y2 = x3 − x.

定理 2.1 任意模 8 余 5 的素数 p 都是同余数, 而且 #Xan(E
(p)) 是一个 2 进单位.

证明 令 K = Q(
√
−p), H 为 K 的 Hilbert 类域, H0 = K(

√
p) ⊂ H. 令 A = K̂×/K×Ô×

K 为 K

的理想类群, 则在类域论的 Artin 同构 σ : A ∼→ Gal(H/K) 下, 2A ∼= Gal(H/H0) 且由 Gauss 的亏格理

论知其为奇数.

我们将定义一个来自 E 的复单值化及复乘理论的点 z ∈ E(H) (参见定义 6.4 和定理 6.5). 由于

复共轭在 Gal(H/K) 上的作用为取逆, 且在子群 Gal(H/H0) 上稳定, 从而, Heegner 点为

yp := TrH/H0
z ∈ E(Q(

√
p)).

对任意 t ∈ K̂×, 记 σtz = zt. 令 ϖ 为 K2 (即 K 在 2 处完备化得到的局部域) 的单一化子, 则由

复乘理论 (参见定理 6.5), 对任意 t ∈ K̂×, zϖt + zt = (0, 0) ∈ E[2] 为非平凡 2 阶点. 从而,

yp + σϖyp = #Gal(H/H0) · (0, 0) = (0, 0).

由 σϖ(
√
p) = −√

p 可知, 2yp ∈ E(Q(
√
p))−, 但 yp /∈ E(Q(

√
p))−, 这里 E(Q(

√
p))− ⊂ E(Q(

√
p)) 记在

Gal(Q(
√
p)/Q) 中非平凡元素作用下变为负元的元素形成的子群. 注意 E(Q(

√
p))− ∼= E(p)(Q). 我们

断言 2yp /∈ 2E(Q(
√
p))− + E[2] (从而为无限阶点). 若不然, 则存在点 y′ ∈ E(Q(

√
p))− 和 Q ∈ E[2] 使

得 2(yp − y′) = Q. 于是, yp − y′ ∈ E[4] ∩ E(Q(
√
p)) = E[2].

这样, 我们证明了 p是一个同余数. 由 Gross-Zagier公式 (参见定理 6.3)可知, E(p) 的解析秩为 1

且 #Xan(E
(p)) 为 2 进单位.

类似地, 我们也可给出判断一个素数是否是非同余数的方法.

定理 2.2 任意模 8 余 3 的素数 p 都不是同余数, 而且 #Xan(E
(p)) 是一个 2 进单位.

证明 令 K = Q(
√
−p), A 是 K 的理想类群. 由 Gauss 的亏格理论知, #A 是奇数.

令 B 是 Q 上的恰在 2 和 ∞ 处分歧的四元代数. 令 π 为 E 所对应的 B×
A 的自守表示 (参见第

6.3 小节对 π 的进一步刻画). 固定一个 K 到 B 的 Q- 嵌入, 以及一个 B 的极大序模 (order) OB 使

得 OB ∩K = OK . 令 R = OK + 4OB . 令 U = R̂×. 嵌入 K ↪→ B 诱导了映射 A = K×\K̂×/Ô×
K →

B×\B̂×/U .
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田野: 同余数问题与椭圆曲线

考虑 π 中被 U 固定的整数值自守形式全体,其为一个秩为 1的自由 Z模, 令 f : B̂× → Z为它的
一个生成元. 考虑周期

yp =
∑
t∈A

f(t).

通过精确计算 (如文献 [16, 第 2.2 小节]) 知, f 在 (B̂×)2 取值都是奇数. 特别地, f 在 A = 2A 上
的取值也是奇数, 从而, yp 是奇数. 根据 Waldspurger 公式 (参见定理 3.2), E(p) 的解析秩为 0 (由

Coates-Wiles 定理 [8] 知, E(p) 的算术秩也为 0, 从而, p 是一个非同余数) 且

y2p = [O×
K : Z×]2 ·#Xan(E) ·#Xan(E

(p)).

由于Xan(E) = 1, 因此, #Xan(E
(p)) 是一个 2 进单位.

注 2.3 Fermat在 17世纪中叶给出了一个 1不是同余数的初等证明,这个证明方法被称为无穷

递降法. 通过同样的方法, 可以初等地证明任意模 8 余 3 的素数 p 都不是同余数. 事实上, 这同时证

明了 E(p) 的 Shafarevich-Tate 群的 2 部分平凡, 因此, 与定理 2.2 结合, 我们知道 E(p) 的 BSD 公式

的 2 部分成立. 我们在此简要陈述此初等证明如下.

模 8 余 3 的素数 p 不是同余数的初等证明 假设 p ≡ 3 (mod 8) 是同余数, 则存在正整数 r、s

和 t 使得 t 最小, 满足

rs(r + s)(r − s) = pt2. (2.1)

由 t 的最小性可知, 2 - r + s, (r, s) = 1, 于是, r、s、r + s 和 r − s 两两互素, 因此存在正整数 x、y、z

和 w 使得如下四种情形中有一种发生.

(i) r = px2, s = y2, r+s = z2, r−s = w2. 这时有 y2+w2 = px2. 若 p - y,则 p - w,这与 (−1
p ) = −1

矛盾. 因此, p | y, p | w, 进而, p | x, p | z, 与 (r, s) = 1 矛盾.

(ii) r = x2, s = py2, r+s = z2, r−s = w2. 考虑 z+w
2 和 z−w

2 ,它们是两个互素的整数,因为 z 和 w

都是奇数,有 ( z+w
2 )2+( z−w

2 )2 = z2+w2

2 = r = x2,因此在必要时将 w 替换成 −w,可以找到整数 u和 v

使得 z+w
2 = u2−v2, z−w

2 = 2uv, x = u2+v2成立. 现在有 uv(u+v)(u−v) = z−w
4 · z+w

2 = z2−w2

8 = p(y2 )
2,

因此, (u, v, y2 ) 也是方程 (2.1) 的正整数解, 这与 t 的最小性矛盾.

(iii) r = x2, s = y2, r + s = pz2, r − s = w2. 这时有 x2 + y2 = pz2, 与 (i) 类似发生矛盾.

(iv) r = x2, s = y2, r + s = z2, r − s = pw2. 这时有 z2 + pw2 = 2x2. 若 p - x, 则 p - z, 这与
( 2p ) = −1 矛盾. 因此, p | x, p | z, 进而, p | y, p | w, 与 (r, s) = 1 矛盾.

综上所述, (2.1) 没有正整数解, 即 p 不是同余数.

定理 2.4 令 p ≡ 3, 5 (mod 8) 是一个素数, 则 BSD 猜想对椭圆曲线 E(p) : py2 = x3 − x 成立.

证明 对 p ≡ 3 (mod 8), 由定理 2.2的证明知, E(p) 的解析秩为 0 且 #Xan(E
(p))是一个 2 进单

位. 又由前述 Fermat 的无穷递降法证明了 E(p) 的算术秩为 0 且 #X(E(p)) 是一个 2 进单位, 因而,

BSD 的秩部分成立且 BSD 公式的 2 部分也成立. 由 Rubin [19] 的结果, E(p) 的 BSD 公式的任意奇素

数部分也成立.

对 p ≡ 5 (mod 8), 由定理 2.1 的证明知, E(p) 的解析秩为 1 且 #Xan(E
(p)) 是一个 2 进单位. 再

由无穷递降法, 得到 2-Selmer 群模掉 E(p)[2] 得到的 F2- 线性空间的维数为 1. 又由定理 2.1 的证明得

到一个非平凡的 Heegner 点, 因而, E(p) 的算术秩为 1 且 #X(E(p)) 是一个 2 进单位. 从而, BSD 的

秩部分成立且 BSD 公式的 2 部分也成立. 再由 Perrin-Riou [20] 和 Kobayashi [21] 的工作, 对任意一个

奇素数 q ̸= p, BSD 公式的 q 部分成立. 最后, 由定理 5.1 得到 BSD 公式的 p 部分也成立.
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注 2.5 现在看到, 对同余椭圆曲线 ny2 = x3 − x, 当 n ≡ 3, 5 (mod 8) 为一个素数时, 其解析秩

只能取 0 或 1. 然而, 素数在无平方因子的正整数中的密度为 0. 为了得到 Goldfeld 猜想, 应当进一步

考虑有多个素因子的 n. 这时令 K = Q(
√
−n), 则 K 的理想类数不再是奇数, 上面的 Heegner-Birch

方法不能直接使用. 第 4 节使用所有亏格特征所对应的 Heegner 点, 引入归纳方法来给出一个具有正

密度的判别条件. 第 6 节在一个较简单的情形详细展示此归纳方法.

3 精确 Gross-Zagier 公式和 Waldspurger 公式

本文的归纳方法 (参见第 6 节), 在归纳步骤中, 还依赖于精确 Gross-Zagier 公式和精确 Wald-

spurger 公式. 这是我们在文献 [22] 的工作, 它是原始 Gross-Zagier 公式 [9] 的推广, 是 Yuan 等 [23] 的

公式的精确化.

3.1 Gross-Zagier 公式

考虑三元组 (E,K, χ),其中 E 表示一个定义在 Q上的导子为 N 的椭圆曲线; K 表示一个判别式

为 D 的虚二次域, 以及 η : A×
Q/Q× → {±1} 是域扩张 K/Q 所对应的二次特征; χ : Gal(Hc/K) → C×

是导子为 c的环类域 (ring class field) Hc 的一个本原特征,这里 Hc 是 K 的唯一 Abel扩展使得 Artin

映射诱导了同构 Pic(Oc)
∼→ Gal(Hc/K), 其中 Oc = Z+ cOK 是 K 的导子为 c 的序模且 Pic(Oc) 是可

逆 (分式) Oc- 理想的 Picard 群.

假设 Rankin-Selberg L 函数 L(s,E, χ) 的符号 ϵ(E,χ) 是 −1, 并且假设 (c,N) = 1. 令 B 为 Q 上
的不定四元代数, 它在有限素点 v 上分歧当且仅当

ϵ(Ev, χv) = −χvηv(−1),

这里 ϵ(Ev, χv) 是 L(s,E, χ) 在 v 处的局部根数. 令 R 为 B 的一个判别式为 N 的序模并且在一个固

定的嵌入 K ↪→ B 之下满足 R ∩K = Oc. 这样的序模是存在的, 并且在相差一个 K̂× 的共轭的意义

下唯一. 令 XR̂× 为定义在 Q 上的 B 所对应的 Shimura 曲线, 级为 R̂×. 它的复点构成一个 Riemann

面, 结构如下:

XR̂×(C) ∼= B×
+\H × B̂×/R̂× ∪ {尖点},

其中 B×
+ 是 B× 中约化范数为正的元素全体, 它按照一个固定的同构 B(R) ∼=M2(R) 作用在上半平面

H 上. 尖点构成的集合非空当且仅当 B 是分裂的. 记 [z, g]R̂× 为元素 (z, g) ∈ H × B̂× 在 XR̂×(C) 中
的像.

在曲线 XR̂× 上存在一个特别的除子类 ξR̂× ∈ Pic(XR̂×)Q, 它在 XR̂× 的每一个连通分支上的次数

都是 1. 在模曲线 X0(N) 的情形, 可以将其取为无穷远处的尖点所对应的除子类. 在一般情形下, 可

以将其取为正规化的 Hodge 类, 即一个唯一的线丛, 它在每个几何连通分支上的次数都是 1, 并且与

ωXR̂×/Q +
∑

x∈XR̂× (Q)

(1− e−1
x )x

平行,其中 ωXR̂×/Q 是 XR̂× 的典则线丛, ex 是 x在 XR̂× 的复单值化下的分歧指数,即如果 x是尖点,

ex = ∞, 则 1 − e−1
x = 1; 如果 x 不是尖点, 则 ex 是 x 在任意一个自然映射 XU ′ → XR̂× 下的任意一

个原像的分歧指数, 这里 U ′ 是 R̂× 的任意一个充分小的紧开子群, 使得任意一个 XU ′ 的几何连通分

支在复单值化下都是上半平面 H 的一个自由商.
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根据模性定理和 Jacquet-Langlands对应可知, 存在一个 E 被 XR̂× 的模参数化, 这是一个定义在

Q 上的非常值的态射 f : XR̂× → E, 满足如下的条件:

(1) 它将正规化的 Hodge 类 ξR̂× 映成 O, 也就是说, 存在一个 ξR̂× 的非零整数倍, 它被一个整系

数的除子
∑

i nixi 表出, 并且使得在 E(Q) 中
∑

i nif(xi) = O.

(2) 对任意 p | (N,D), 有 TϖKp
f = χ−1

p (ϖKp)f . 对任意素数 p | (N,D), K×
p 正规化 R×

p , 一个 Kp

的归一化子 (uniformizer) ϖKp 在 Shimura曲线上的 Hecke作用诱导了一个定义在 Q上的 XR̂× 的自同

构 TϖKp
, 它在 XR̂×(C) 上是由 [z, g]R̂× 7→ [z, g ·ϖKp ]R̂× 给出的. 注意到对这样的 p 有 χp(ϖKp) = ±1.

更进一步地, 如果 f ′ 是另一个满足如上条件的模参数化, 则存在非零整数 n 和 n′ 使得 nf = n′f ′. 这

称为 “重数一性质”.

重数一性质是由下面的局部表示论的结果得到的. 令 p < ∞ 是一个有限素点. 令 πp 为 E 所对

应的尖自守表示在 B×
A 上的 Jacquet-Langlands 对应的 p 分量, 则

(1) 若 ordp(Np) 6 1 或者 Kp/Qp 是非分歧的, 则 πp 在 R×
p 作用下的不变子空间 π

R×
p

p 是一维的.

(2)若 ordp(Np) > 2并且 Kp/Qp 是分歧的, 则 dimC π
R×

p
p 6 2而且存在 π

R×
p

p 的一个唯一的一维子

空间, 在其之上 K×
p 按照 χ−1

p 作用.

令 z0 为唯一的在上半平面 H 上被 K× 固定的点, 令 P 为 XR̂× 之上在复单值化下被双陪集

[z0, 1]R̂× 所表示的点, 则 Shimura 互反律告诉我们, P ∈ XR̂×(K
ab), 并且对任意 t ∈ K̂×, 记 σt ∈

Gal(Kab/K) 为 t 在 Artin 映射 σ : K̂×/K× → Gal(Kab/K) 之下的像, 则有

[z, 1]σt

R̂× = [z, t]R̂× .

因此, 根据 R ∩K = Oc, 有 P ∈ XR̂×(Hc), 其中 Hc 是 K 的导子为 c 的环类域, 即在 Artin 映射下诱

导同构 Gal(Hc/K) ∼= K×\K̂×/Ô×
c 的 K 的 Abel 扩张. 定义 Heegner 点

Pχ(f) :=
∑

σ∈Gal(Hc/K)

f(P )σχ(σ).

Gross-Zagier公式给出了 Heegner点 Pχ(f)的 Néron-Tate高度与 Rankin-Selberg L函数 L(s, E, χ)

在 s = 1 处的一阶导数值 L′(1, E, χ) 的关系.

定理 3.1 (Gross-Zagier公式 [22]) 假设 (E,χ)的符号为 −1并且 (c,N) = 1,则 Heegner点 Pχ(f)

满足如下的高度公式:

L′(1, E, χ) = 2−µ(N,D) ·
8π2(ϕ, ϕ)Γ0(N)

u2
√

|Dc2|
· ĥK(Pχ(f))

deg f
,

其中 ϕ 是 E 所对应的新形式, 以及它的 Peterson 内积为

(ϕ, ϕ)Γ0(N) =

∫∫
Γ0(N)\H

|ϕ(x+ iy)|2dxdy;

u = [O×
c : Z×], µ(N,D) 是 N 和 D 的公共素因子的个数; ĥK 是 E 在 K 上的 Néron-Tate 高度; deg f

是态射 f 的次数.

为了使用本原 Heegner 点, 在第 6 节中, 我们实际上使用了模参数化 f0 : XU → E, 其中 U ⊂ R̂×

是一个更小的紧开子群,使得 f0 的一个倍数 f 通过 XR̂× 分解, 并且相同的 Gross-Zagier公式也成立.
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3.2 Waldspurger 公式

为了完成我们的归纳方法, 我们还需要 Waldspurger 公式. 我们仍然考虑如前面所述的三元组

(E,K, χ), 但是现在假设 L 函数 L(s,E, χ) 的符号是 +1. 仍然假设 (c,N) = 1. 与之前类似, 令 B 为

Q 上的正定四元代数, 它在有限素点 v 上分歧当且仅当 ε(Ev, χv) = −χvηv(−1). 令 R 为 B 的一个判

别式为 N 的序模并且在一个固定的嵌入 K ↪→ B 之下满足 R ∩K = Oc. 现在不再考虑 Shimura 曲

线, 转而考虑 Shimura 集 XR̂× = B×\B̂×/R̂×.

对任意素数 p - N , 存在一个作用在自由 Abel 群 Z[XR̂× ] 之上的 Hecke 作用 Tp, 它按如下的方式

定义. 对于 p - N , 集合 B×
p /R

×
p
∼= GL2(Qp)/GL2(Zp) 可以视为 Qp 上的二维线性空间中的 Zp- 格的全

体, 则对于任意 g = (gv) ∈ B̂×, 定义

Tp([g]) =
∑
hp

[g(p)hp], (3.1)

其中 g(p) 为 g 去掉 p 的部分, 即 g(p) = (g
(p)
v ), 这里 g

(p)
v = gv 对任意 v ̸= p 和 g

(p)
p = 1 成立; 如果 gp

对应于一个格 Λ, 则 hp 跑遍所有 p+ 1 个子格 Λ′ ⊂ Λ 使得 [Λ : Λ′] = p.

根据 Jacquet-Langlands 对应, 存在一个函数

f : XR̂× → Z

使得对任意 p - N , Hecke 算子 Tp 在 f 上按照 ap 作用, 并且对任意 p | (N,D), ϖK,p 在 f 上的右乘作

用 f(·ϖK,p) = χp(ϖK,p)
−1f . 这样的 f 在相差一个常数倍数的意义下唯一, 该重数一性质由与之前的

Gross-Zagier 公式之中类似的理由给出.

定义环面周期

Pχ(f) =
∑

σ∈Gal(Hc/K)

f(t)χ(σ),

其中 Gal(Hc/K) ∼= K×\K̂×/Ô×
c → XR̂× , σ 7→ t 由固定的嵌入 K ↪→ B 所诱导.

定理 3.2 (Waldspurger 公式 [22]) 假设 (E,χ) 的符号为 +1 并且 (c,N) = 1, 则有

L(1, E, χ) = 2−µ(N,D) ·
8π2(ϕ, ϕ)Γ0(N)

u2
√
|Dc2|

· |Pχ(f)|2

deg f
.

在这里, 如果 f =
∑

i f(gi)[gi], 其中 {[gi]} 是一个 XR̂× 的代表元集, 则定义

deg f =
∑
i

f(gi)
2w−1

i ,

其中 wi 是集合 (B× ∩ giB̂×g−1
i )/{±1} 的大小.

4 弱 Goldfeld 猜想

本节将展示如何从我们之前的工作 [15, 16] 和 Smith 的工作 [14, 24] 导出主定理 A. 为了方便起

见, 只证明主定理 A(i), 而主定理 A(ii) 的证明是类似的.

对于一个无平方因子的正整数 n,若 E(n)的解析秩小于等于 1,令 L(n)为使 L(n)2 = #Xan(E
(n))

的正实数; 如果 E(n) 的解析秩 > 2, 则定义 L(n) = 0.
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如果 E(d) 的根数是 −1, 当 L(d) ̸= 0时, 令 αd 为 E(Q(
√
d))− 在模掉扭子群的意义下的一个生成

元; 当 L(d) = 0 时, 定义 αd = 0. 记 P(d) = L(d)αd.

对于一个对应于分解 D = d0d1 的亏格特征 χ, 即对应于二次扩张 Q(
√
d0,

√
d1)/K 的二次特征,

我们之前提到的 Gross-Zagier 和 Waldspurger 公式在符号 +1 时, 将 Pχ(f) 和 L(d0)L(d1) 联系起来,

在符号 −1 时, 将 Pχ(f) 和 P(d0)L(d1) 联系起来. 这里选取 d0 使得 E(d0) 的根数是 −1.

命题 4.1 令 E 为曲线 y2 = x3 − x. 对任意无平方因子的正整数 n, 令 f 为 E 关于平凡特征在

Kn := Q(
√
−n) 之上的本原测试向量, 它在相差正负号的意义下唯一 (参见文献 [16]). 令 χ 为 Kn 上

的一个非分歧的亏格特征. 令 h2(n) 为 Kn 的理想类群的 2 秩.

(1) 如果 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 并且 ϵ(E,χ) = +1, 则周期 Pχ(f) 非零的一个必要条件是, 可以将 n

写为 n = d0d1, 其中 0 < d1 ≡ 1 (mod 8), 使得 χ 是 Kn(
√
d1)/Kn 所对应的特征. 在这种情形下, 有

Pχ(f) = ±2h2(n)−δuKnL(d1)L(d2),

其中 δ = 1, 若 n ≡ 1 (mod 8); δ = 0, 若 n ≡ 2, 3 (mod 8).

(2) 如果 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 并且 ϵ(E,χ) = −1, 则点 Pχ(f) 不是扭点的一个必要条件是, 可以将

n 写为 n = d0d1, 其中 0 < d0 ≡ 5, 6, 7 (mod 8), 0 < d1 ≡ 1, 2, 3 (mod 8), 使得当 n ≡ 5, 6 (mod 8) 时,

χ = χd0,d1 是 Kn(
√
d1)/Kn 所对应的特征; 当 n ≡ 7 (mod 8)时, χ = χd0,d1 是 Kn(

√
d∗1)/Kn 所对应的

特征. 在这种情形下, 有

Pχ(f) = ϵ(d0, d1)2
h2(n)P(d0)L(d1), (4.1)

其中 ϵ(d0, d1) = ±i, 若 (d0, d1) ≡ (5, 3) (mod 8); ϵ(d0, d1) = ±1, 在其他情形下.

此命题的证明要点如下. 设 d0 ≡ 5, 6, 7 (mod 8)是一个无平方因子的正整数,我们想了解 “Heegner

点” P(d0)的信息.我们想比较它在不同亏格特征 χ = χd0,d1
之下的投影 Pχ. 令 n = d0d1 和 n′ = d0d

′
1

是我们要考虑的两个情形. 选取 e0 使得 e0d1 和 e0d
′
1 在符号为 +1 的情形中. 如果记 P (d0, d1) (分别

地, P (e0, d1)) 为对应的点 (分别地, 周期), 则可以作如下的比较:

[P (d0, d1) : P (d0, d
′
1)] ∼ [P(d0)L(d1) : P(d0)L(d′1)] = [L(e0)L(d1) : L(e0)L(d′1)] ∼ [P (e0, d1) : P (e0, d

′
1)],

也就是说, 我们通过周期的比较, 可以得到 Heegner 点的比较.

给定整数 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8), 令 f : XR̂× → E 为 E 的关于在 Kn = Q(
√
−n) 上的平凡特征的本

原模参数化, 则有 ∑
χ

Pχ(f) = 2kQn, Qn := TrHKn/H0
P,

这里 χ = χd0,d1 跑遍 K 的所有的亏格特征. 回顾 (4.1)将 Pχ(f)与 P(d0)L(d1)联系起来. 我们可以通

过归纳法将 P(n) 表示为亏格点 Qd (其中 d ≡ 5, 6, 7 (mod 8)) 和 L(d) (其中 d ≡ 1, 2, 3 (mod 8)) 的组

合. 它们的 2 进非平凡性与亏格类数 g(d) 相关, 正像我们之前所举例的 Heegner-Birch 方法一样. 这

里的亏格类数 g(d) 定义为 2Cd 的大小, 其中 Cd 是 Kd = Q(
√
−d) 的理想类群. 注意到 g(d) 是奇数当

且仅当 Kd 没有阶数为 4 的理想类. 根据 Gauss 的亏格理论, 容易找出 g(d) 的奇偶性.

下面是我们的主要结果:

定理 4.2 [16] 当 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 时, L(n) 是一个整数. 对于 n ≡ 5, 7 (mod 8), 2−ρ(n)L(n) 是
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奇数, 如果 ∑
n=d0···dℓ

di≡1 (mod 8), i>0

∏
i

g(di) ≡ 1 (mod 2), 或
∑

n=d0···dℓ,
d0≡5,7 (mod 8)
d1≡2,3 (mod 8)

di≡1 (mod 8), i>1

∏
i

g(di) ≡ 1 (mod 2).

对于 n ≡ 6 (mod 8), 2−ρ(n)L(n) 是奇数, 如果∑
n=d0···dℓ,

d0≡5,6,7 (mod 8)
d1≡2,3 (mod 8)

di≡1 (mod 8), i>1

∏
i

g(di) ≡ 1 (mod 2).

这里所有的分解 n = d0 · · · dℓ 都是不计顺序的, 并且满足 di > 1 对任意 i 成立.

上面定理中出现的 ρ(n) 是一个整数, 满足 0 6 ρ(n) 6 rankZE
(n)(Q), 并按照如下的方式定义. 令

A = (X0(32),∞) : 2v2 = u3 + u, An : 2nv2 = u3 + u. 令 φn : An → E(n) 为一个次数为 2 的同源, 定义

ρ(n) 为非负整数使得 2ρ(n) = [E(n)(Q) : φn(An(Q)) + E(n)[2]].

令 s(n) 为 E(n) : ny2 = x3 − x 的 2-Selmer 群模掉 E(n)[2] 所得到的 F2- 线性空间的维数, 则

s(n) = rankE(n)(Q) + dimF2 X(E(n)/Q)[2].

定理 4.3 [25, 26] 令 Σ 为所有无平方因子的模 8 余 5 (分别地, 模 8 余 6 或 7) 的正整数 n 的全

体, 则其中满足 s(n) = 1 的整数全体构成的子集 Σ1 ⊂ Σ 的密度是

2
∞∏
k=1

(1 + 2−k)−1 = 0.8388 · · · .

定理 4.4 [14] 令 Σ1 为所有无平方因子的模 8 余 5 (分别地, 模 8 余 6 或 7) 并满足 s(n) = 1 的

正整数 n 的全体, 令 Σ′
1 为所有无平方因子的模 8 余 5 (分别地, 模 8 余 6 或 7) 并满足定理 4.2 中的

充分条件的正整数 n 的全体, 则 Σ′
1 是 Σ1 的子集, 密度为 3

4 (分别地, 1
2 或

3
4 ).

结合定理 4.2–4.4, 得到主定理 A(i). 类似地, 可以证明关于非同余数的 (ii).

5 精确 BSD 猜想

当无平方因子的正整数 n满足主定理 B中的条件时, E(n) : ny2 = x3 − x在一个大于等于 3 的素

数 p 处的约化情形只可能有以下三种:

(1) 好的通常约化;

(2) 好的超奇异约化;

(3) 潜在好的通常约化,

而不会出现潜在好的超奇异约化. 我们在第 6节将看到, E(n) 的解析秩为 1. 在这个前提下,对于前两

种情形, BSD 公式的 p 部分分别由 Perrin-Riou [20] 和 Kobayashi [21] 证明. 在潜在好的通常约化情形,

我们有如下结果:

定理 5.1 2) 设 E/Q 是带复乘的椭圆曲线, K 是它的复乘域. 令 p 为一个在 K 中分裂的奇

素数.

2) Li Y, Liu Y, Tian Y. On the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture for rank one CM modular forms. Preprint
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(i) 假设 L(E, s) 在 s = 1 有一个单零点, 则 E(Q) 的秩为 1, X(E/Q) 是有限群, 并且关于 E 的

BSD 公式的 p 部分成立.

(ii) 如果 E(Q) 的秩为 1, 并且X(E/Q)[p∞] 是有限群, 则 L(E, s) 在 s = 1 有一个单零点.

注 5.2 定理 5.1(i) 的前半部分是 Gross 和 Zagier [9] 及 Kolyvagin [10] 的结果. 当 p 是好的通常

约化的素数时, 后半部分是 Perrin-Riou [20] 的结果. 因此, 定理 5.1 所做的是 p > 3 是坏的潜在通常约

化素数的情形.

为了主定理 B 证明的完备性, 以下简要陈述定理 5.1 的证明. 证明的两个主要成分是 Rubin 的

双变元 Iwasawa 主猜想和 p 进 Gross-Zagier 公式. 由于 L(s,E) 在 s = 1 处有单零点, 我们可以选

取好的辅助的虚二次域 K 使得 p 在 K 中分裂并且 L(s,E/K) 在 s = 1 处仍然只有简单零点. 记

η : Gal(Q/Q) → {±1} 为对应于二次扩张 K/Q 的二次特征, ηK 为 η 在 Gal(Q/K) 上的限制. 令 Q∞

为 Q 的 Zp- 扩张, Γ = Gal(Q∞/Q). 对 Γ 的任意有限特征 ν, 令 νK 为它在 Gal(KQ∞/K) 上的限制,

那么下述等式对于定理 5.1 有至关重要的作用:

L(s, E ⊗ ν)L(s,E(K) ⊗ ν) = L(s, EK ⊗ νK). (5.1)

考虑这个等式在 s = 1 处的特殊值, 那么等式左端插值了 Katz 的双变元的 p 进 L 函数, 右端插值了

p 进 Rankin-Selberg L 函数. 证明分为如下三个步骤:

(1) Rubin 的双变元 Iwasawa 主猜想 [19] 把 X(E/K) 的 p 部分的阶与 Katz 的 p 进 L 函数的导

数相联系. 此处需要注意, 对奇素数 p, 有 ordp(|X(E/K)|) = 2ordp(|X(E/Q)|).
(2)复 Gross-Zagier公式和 p进 Gross-Zagier公式将 Rankin-Selberg L函数的导数、p进 Rankin-

Selberg L 函数的导数和 Heegner 点相联系.

(3) (5.1) 和插值公式可以推导出 Katz p 进 L 函数的导数与 Rankin-Selberg L 函数的导数的精确

关系.

以下对它们作稍微更详细的介绍.

记 pOK = pp. 需要固定 Q̄ → Q̄p 的嵌入, 设在这个嵌入之下, Kp = Qp. 令 φ 为 E 所对应的

Hecke 特征, 以及 f 为 φ 的导子. 令 f(p) 为 f 与 p 互素的部分.

定理 5.3 (双变元 p 进 L 函数 [27]) 令 g 为任意一个与 p 互素的 K 的整理想, 满足 f(p) | g. 在
G = Gal(K(gp∞)/K) 上存在唯一测度 µφ,g 使得对任意 G 的有限阶特征 χ, 有

χ(µφ,g) :=

∫
G

χdµφ,g =
τ(χpφp, ψp)

τ(φp, ψp)

1− χφ(p)p−1

1− χφ(p)p−1

L(gp)(χφ, 1)

ΩE
,

这里 K(gp∞) 是 K 的导子为 gp∞ 的类域, L(gp)(χφ, s) 是 χφ 的整除 gp 的素点处的 Euler 因子移除

之后的非本原 L 函数.

注 5.4 众所周知, 我们可将 µφ,g 典范地等同于 Iwasawa 代数 Ẑur
p [[G]] 中的元素, Ẑur

p 为 Zp 的

极大非分歧扩张的完备化.

注 5.5 令 G′ = Gal(K(gp∞)/Q), 则 G 是 G′ 的一个指数为 2 的子群. 如果 χ′ 是 G′ 的一个特

征使得 χ = χ′ |G 成立, 则有

L(χφ, s) = L(E ⊗ χ′, s).

特别地, 若 χ′ = ηK 是一个二次域 K ⊂ K(gp∞) 所对应的二次特征, 则有 L(χφ, s) = L(E′, s), 其中

E′/Q 是 E 的关于 K 的二次扭曲.
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令 χcyc : Gal(K/K) → Gal(K(µp∞)/K) → Z×
p 是 K 上的 p 进分圆特征, 由 Galois 群在所有 p

的指数次幂单位根上的作用给出. 由于对任意的整理想 g, K(gp∞) ⊃ K(µp∞), 我们将它视作 G 上的

特征.

定义 5.6 定义分圆方向的 p 进 L 函数为

Lφ : Zp → Cp, s 7→ χ1−s
cyc (µφ,f).

根据复乘理论, 存在 K 的一个有限 Abel 扩张 F 和椭圆曲线 K 上带复乘的椭圆曲线 A, 使得

E ×K F ≃ A×K F.

令 F∞ := F (E[p∞]), F0 = F (E[p]), 令 Γ = Gal(F∞/F0), M∞/F∞ 为 F∞ 的极大的在 p 之外非分歧的

p-扩张,以及 X∞ := Gal(M∞/F∞),那么, X∞ 是有限生成的 Zp[[Gal(F∞/K)]]-模. 令 χ0 : Gal(F0/K)

→ O×
p 为在 E[p] 上作用所诱导的特征, 那么, Xχ0

∞ 是有限生成的 Zp[[Γ]]- 模. 记 char(Xχ0
∞ ) ∈ Zp[[Γ]]

为 Xχ0
∞ 的特征理想; 另一方面, 需要注意到, K(fp∞) ⊂ F∞. 此时, 有下面的定理:

定理 5.7 (Rubin 的 Iwasawa 主猜想 [19]) 若 E/K 是带复乘 K 的椭圆曲线, 则

char(Xχ0
∞ ) · Ẑur

p [[Γ]] = (µχ0

f,φ).

推论 5.8 设 E 是 K 上带复乘 K 的椭圆曲线, 令 r = rankOK
E(K). 假设 X(E/K)[p∞] 有

限, 则

(1) Lφ(s) 和 Lφ(s) 在 s = 1 处都恰好有 r- 阶零点;

(2) E/K 的 p 进 BSD 猜想成立:

ordp(|X(E/K)|) = ordp

(
L

(r)
φ (1)L

(r)
φ (1)

Rp(E/K)
·
∏
v|p

((1− φE(v))(1− φE(v)))
−2

)
,

此处, 当 wK 等于 4 或 6 时, 我们额外假设 E 在 p 和 p 处同时有好约化或坏约化, Rp(E/K) 是 E(K)

关于其 p 进高度的正规子, L
(r)
φ (分别 L

(r)
φ ) 表示对 Lφ (分别 Lφ) 作 r- 次求导.

进一步地, 当 E 定义在 Q 上时, 有

ordp(|X(E/Q)|) = ordp

(
L

(r)
φ (1)

Rp(E/Q)
·
∏
v|p

((1− φE(v))(1− φE(v)))
−1

)
.

如果用符号 ∼ 表示在相差一个 p 进单位的意义下相等, 即它们的 p 进赋值相等, 那么, 上面的结

论给出

#X(E/K)[p∞] ∼
L

(r)
φ (1)L

(r)
φ (1)

Rp(E(K))
, #X(E/Q)[p∞] ∼ L

(r)
φ (1)

Rp(E(Q))
. (5.2)

注 5.9 推论 5.8 是对定理 5.7 用 Schneider 的递降过程. 需要注意的是, Schneider 的递降过程

只对在 p 之上的素点处有好约化的椭圆曲线有效, 而 E 并不满足这个条件. 因此, 事实上是对 A应用

递降过程, 并通过比较 A 和 E 的算术量来得到我们想要的结果2).

选取另一个辅助的二次域 K 满足如下条件:

(1) p 在 K 中分裂;
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(2) L(EK, s) 在 s = 1 处有一个单零点;

(3) (E,K) 满足 Heegner 假设,

则有 Gross-Zagier 公式 [9], 它将 L′(EK, 1) 和 h(PK) 联系起来, 其中 PK 是关于 (E,K) 的 Heegner 点.

另一方面, 令 G′ = Gal(K∞/K), 其中 K ′
∞/K 是 Z2

p 扩张, 则存在一个测度 µRS ∈ Zp[[G
′]], 它插值了

Rankin-Selberg L 函数, 更确切地, 对任意 G′ 的有限阶特征 χ′, 有∫
G′
χ′dµRS =

L(p)(1, EK ⊗ χ′)

8π2(ϕ, ϕ)
·
∏
w|p

Zw(χ
′
w, ψw),

其中 ϕ 是对应于 E 的新形式, (ϕ, ϕ) 是 ϕ 的 Peterson 范数:

(ϕ, ϕ) =

∫∫
Γ0(N)\H

|ϕ(z)|2dxdy, z = x+ iy,

Zw(χw, ψw) 的定义参见脚注 2) 的第 3 节.

定义

LRS : Zp → Cp, s 7→
∫
G′
χ′1−s

cyc dµRS,

则有 p 进 Gross-Zagier 公式 [20], 它将 L ′
RS(1) 和 hp(PK) 联系起来. 事实上, 利用精确 Gross-Zagier 公

式 (3.1) 和 p 进 Gross-Zagier 公式, 可得

L ′
RS(1)

Rp(E/K)
· Lp(E/K, 1)∏

w|p Zw(1w, ψw)
=

L′(E/K, 1)
R∞(E/K, ) · 8π2(f, f)

.

因此,
L′(EK, 1)

ΩE/Kh(PK)
∼ L ′

RS(1)

hp(PK)
.

对任意 Gal(Q∞/Q) 的有限阶特征 χ, 令 χ′ = χ |Gal(KQ∞/K), 则有

L(E ⊗ χ, s)L(E′ ⊗ χ, s) = L(E/K ⊗ χ′, s),

其中 E′ 是 E 关于 K 的二次扭曲. 特别地, 根据连续性, 用有限阶特征来逼近 χ1−s
cyc , 由 p 进 L 函数的

插值性质和上述等式可以得到

Lφ(s)LφηK (s) = LRS(E/K, s) ·
ΩEΩE′

ΩE/K
,

其中 ηK 是 K 所对应的二次特征 η : Gal(Q/Q) → {±1} 在子群 Gal(Q/K) 上的限制. 在 s = 1 处求导

即得

L ′
φ(1)LφηK (1) = L ′

RS(E/K, 1)
ΩEΩE′

ΩE/K
.

对 E′ 应用 (5.2), 得到

#X(E′/Q)[p∞] ∼ L
(r)
φηK (1)

Rp(E′(Q))
. (5.3)

于是,

#X(E/K)[p∞] ∼
L ′

φ(1)LφηK (1)

Rp(E(K))
∼ L ′

RS(1)

Rp(E(K))
.
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另一方面,

L ′
RS(1)

Rp(E(K))
=

L ′
RS(1)[E(K) : ZPK]

2

hp(PK)
∼ L′(E/K, 1)[E(K) : ZPK]

2

ΩE/Kh(PK)
=

L(E/K, 1)
ΩE/KR(E(K))

.

因此,

#X(E/K)[p∞] ∼ L(E/K, 1)
ΩE/KR(E(K))

.

将其与 (5.3) 结合, 就得到定理 5.1 中 BSD 公式的 p 部分的论断.

6 归纳方法与 Heegner 点非平凡性

本节引入对素因子个数研究周期和 Heegner 点的归纳法来证明它们的非平凡性. 特别地, 本节证

明了主定理 B 中 BSD 猜想的秩部分及 BSD 公式的 2 部分.

定理 6.1 (参见定理 6.7和 6.11) 令 E : y2 = x3−x为同余椭圆曲线.令 n ≡ 5 (mod 8)为一个无

平方因子正整数,其每个素因子都 ≡ 1 (mod 4),则能构造 E上的 Heegner点 yn ∈ E(Q(
√
n)) (其定义参

见定理 6.7). 更进一步地, 若 Q(
√
−n)不存在阶数恰好为 4的理想类, 则 yn /∈ 2k−1E(Q(

√
n))− +E[2],

其中 k 为 n的素因子个数. 特别地, yn 是一个无限阶点, n是一个同余数, E(n) : ny2 = x3 − x的 L函

数在 s = 1 处有单零点, 且还有 E(n) 的 BSD 公式的 2 部分成立.

在上述定理中, E(Q(
√
n))− 是 E(Q(

√
n)) 中那些在 Galois 群 Gal(Q(

√
n)/Q) 中的非平凡元作用

下变为负的元素的集合, 且有 E(Q(
√
n))− ∼= E(n)(Q) (我们在定理 2.1 的证明中已经使用过该记号).

注 6.2 对满足定理中的 n, 容易计算 E(n) 的 2-Selmer 群模掉 E(n)[2] 的 F2 维数是 1, 由上述

定理及 Kolyvagin定理 [10] 知, X(E(n)) 的 2 部分平凡. 再由 Gross-Zagier 公式 (定理 6.3), 从 yn 的 2-

可除性可知, Xan(E
(n)) 是一个奇数. 这样 BSD 公式的 2 部分由上面定理中 Heegner 点的 2- 可除性

得到.

在本节中, 令 E : y2 = x3 − x, 对任意整数 n, 有 E(n) : ny2 = x3 − x.

6.1 相关 Heegner 点的构造

我们将在模曲线上造点并通过模参数化态射投射到 E 上. 为方便起见, 先引入模曲线的一些记

号. 对任意 GL2(Q̂) 的开紧子群 U , 记 XU 是级为 U 的定义在 Q 上的模曲线. XU 的复点如下构成一

个 Riemann 曲面:

XU (C) = GL2(Q)+\(H ∪ P1(Q))×GL2(Q̂)/U.

对任意 z ∈ H ∪ P1(Q) 和 g ∈ GL2(Q̂), 记 [z, g]U 为 XU (C) 在上述复单值化下对应于 (z, g) 的点, 并记

[z]U = [z, 1]U .

首先考虑模曲线 X0(32) = XU0(32), 其中 U0(32) ⊂ GL2(Ẑ) 是一个紧开子群, 包含了满足 c ≡
0 (mod 32)的矩阵

(
a b
c d

)
. 我们知道, A := (X0(32), [∞])是一个 Q上的椭圆曲线 (参见文献 [16,第 742

页]), 带复乘 Z[i], 并且

AutQ(i)(X0(32)Q(i)) ∼= A(Q(i))oAut(AQ(i)) ∼= Z[i]/(1 + i)3 o µ4.

令 E 为同余椭圆曲线 y2 = x3 − x. 令 f0 : X0(32) → E 为一个定义在 Q 上的次数为 2 的同源,

将 [∞] 映成 O.

下面的结论是精确 Gross-Zagier 公式 (定理 3.1) 的一个推论:
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定理 6.3 令 n ≡ 5 (mod 8) 为一个无平方因子的正整数. 令 K = Q(
√
−n) 以及 χ 为 K 上

的一个非分歧二次特征, 使得 L(s,E, χ) 的符号是 −1. 令 d1 和 d2 为两个无平方因子正整数, 使得

L(s,EK , χ) = L(s, E(d1))L(s,E(d2)). 按

√
−n 7→

 −1 1/4

−4(n+ 1) 1


定义一个 Q- 嵌入 K → M2(Q), 并按如下方式定义一个点 P ∈ X0(32). 令 P0 = [h, 1]U0(32) ∈ X0(32),

其中 h ∈ H 为唯一的被 K× 所固定的点, 并令 P = (1± [i])P0, 若 χ2(ϖ2) = ∓1 (这里 χ2 是 χ 的 2 部

分, ϖ2 是 K2 的任意归一化子). 令 f0 : X0(32) → E 为前面所述的次数为 2 的模参数化, 则 f0(P ) 在

E(Q)/E(Q)tor 中的等价类是定义在 K 的 Hilbert 类域 H 上的, 并且有

ĥ

( ∑
t∈K̂×/K×Ô×

K

f0(P )
σtχ(t)

)
= 24 · L

′(1, E, χ)

Ω
(d1)
∞ Ω

(d2)
∞

,

其中 ĥ : E(Q) → R 是 Q 上的 Néron-Tate 高度, Ω
(n)
∞ 为 E(n) 的 Néron 微分的实周期.

下面还将考虑另一条级比 U0(32) 更小的模曲线. 令 U 是 U0(32) 的指数为 2 的开子群, 它被如下

的形式所定义: U 在 2 处的分量 U2 包含了行列式在 1 + 4Z2 中的矩阵, 则 XU 作为一个 Q 上的概型
与 X0(32)Q(i) 相等, 而且

AutQ(XU ) = AutQ(i)(X0(32)Q(i))o {1, ϵ} ≃ Z[i]/(1 + i)3 o µ4 o {1, ϵ},

其中 XU 上的对合 P 7→ P ϵ 是通过关于 ϵ :=
(
1 0
0 −1

)
的右平移给出的 (参见文献 [16, 第 737 页]).

定义 6.4 令 n ≡ 5 (mod 8) 为一个正整数, K = Q(
√
−n). 按照定理 6.3 中的方式固定一个 K

到 M2(Q) 的嵌入, 令 h ∈ H 为唯一的被 K× 所固定的点. 令 P := [h, 1]U 为 XU 上所对应的点. 记

f : XU → E 为上述态射 f0 : X0(32) → E 和自然态射 XU → X0(32) 的复合. 定义点 z 如下:

z := (f + f ◦ [i])(P ) = f((1 + [i])P ) ∈ E(Q).

对任意 K 上的非分歧二次特征 χ, 它对应于 K 的一个二次扩张 K(
√
d), 定义 Heegner 点

yχ = TrH/K(
√
d) z ∈ E(K(

√
d)).

复乘理论告诉我们, K(P ) ⊂ Kab, 而且 Galois 群

Gal(K(P )/Q)
∼→ (K̂×/K×Z2(1 + 4O2)Ô×(2)

K )o {1, w},

其中 w 在 K̂× 上共轭作用. 点 P 在该群下的作用通过 Hecke 算子给出. 我们用 σ 表示上面同构的逆

映射.

定理 6.5 设 n ≡ 5 (mod 8), K = Q(
√
−n). 对任意 t ∈ K̂×, 记 zt := zσt 为 z 被 σt 所作用得到

的点, 其中 z 是定义 6.4 中的点, 则

(1) 点 zt 可以定义在 K 的 Hilbert 类域 H 上;

(2) zϖt + zt = (0, 0), 其中 ϖ =
√
−n− 1 ∈ K×

2 ;

(3) 点 zt 的复共轭 zt 等于 zt−1 .
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对于任何一个 U 在 GL2(Q̂) 中的正规化子 g, Hecke 作用 Tg 给出了 AutQ(XU )中的一个元素. 特

别地, 在复参数化下, Tg 将点 [z, h]U 映到 [z, hg]U . 称 AutQ(XU ) 中这样的元素为 XU 上的一个模自

同态 (modular automorphism). 定理 6.5 基于如下对 XU 上模自同态的讨论.

命题 6.6 令 n ≡ 5 (mod 8) 为一个正整数, K = Q(
√
−n). 按照定理 6.3 中的方式固定一个 K

到 M2(Q) 的嵌入, 则其诱导了嵌入 K× → GL2,Q, 于是, (Ẑ+ 4ÔK)× ⊂ U . 更进一步地,

(1) K×
2 正规化 U2,因此,其在 XU 上有一个作用,也就是说,存在一个自然映射 K×

2 /Q
×
2 (1+4O2)

→ AutQ(XU ). 群 K×
2 /Q

×
2 (1 + 4O2) 的阶数是 8, 其由一个 4 阶元 ϖ =

√
−n− 1 和一个 2 阶元 1 + 2ϖ

生成. 对任意 Q ∈ XU , 有

Qϖϵ = [−i]Q+ τ(1); Q1+2ϖ = Q+ τ(2).

(2) 元素 w =
(
1 0
8 −1

)
= w−1 ∈ GL2(Q) 正规化 K×, 并且对任意 x ∈ K×, 有 wx = xw. 它也正规

化 U , 其诱导的在 XU 上的作用按照如下方式给出: 对任意 Q ∈ XU , 有

Qwϵ = [i]Q+ τ(1− i).

证明 记 S ⊂ X0(32) 为其尖点全体构成的集合. 我们有 S = A[(1 + i)3] (参见文献 [15, 第 124

页]). 令

τ : Z[i]/(1 + i)3 → S

为一个唯一的同构, 使得 τ(0) = [∞], τ(1) = [0], 则有

τ(−1) =

[
1

2

]
, τ(2) =

[
1

16

]
, τ(± i) =

[
± 1

4

]
, τ(1± i) =

[
± 1

8

]
.

设 g ∈ GL2(Q̂) 是一个元素, 则其在 XU 上的左平移作用交换 XU 的两个分支当且仅当 g 在复合

映射

GL2(Q̂)
det→ Q̂× = Q×

+ · Ẑ× → (Z2/4Z2)
× ∼= {±1}

下的像是 −1. 例如, ϵ =
(
1 0
0 −1

)
, w =

(
1 0
8 −1

)
和 ϖ =

(
−2 1/4

−4(n+1) 0

)
都是这样的元素, 而 1 + 2ϖ 不是.

因此, ϖϵ、1 + 2ϖ 和 wϵ 所对应的 Hecke 算子为

Qϖϵ = αQ+R, Q1+2ϖ = βQ+ S, Qwϵ = γQ+ T,

其中 α, β, γ ∈ µ4, 而 R,S, T ∈ S 为尖点. 这些算子都属于 AutQ(i)(X0(32)Q(i)) = Aut(XU/Q(i)) ⊂
AutQ(XU ). 为了计算 R、S 和 T , 取 Q = [∞]. 根据复单值化, 有

S(C) = GL2(Q)+\P1(Q)×GL2(Q̂)/U0(32) = P (Q)+\GL2(Q̂)/U0(32)

= P (Q)+\P (Q̂) ·GL2(Ẑ)/U = N(Z2)\GL2(Z2)/U0(32)2.

在 GL2(Q2) 中, 有如下分解:

ϖϵ =

1/4 0

0 8

−8 −1

1 0

−(n+ 1)/2 0

4(n+ 3) 1

 ,

1 + 2ϖ =

1 1/2

0 1

 1 0

−16 1

 4n+ 1 0

8(7n+ 1) 1

 .
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于是, R = [0] = τ(1), S = [1/16] = τ(2), T = [−1/8] = τ(1− i). 为了计算 α、β 和 γ, 只需要考虑在尖

点 [0] 上的作用, 该尖点被
(

0 1
−1 0

)
表示. 我们有如下分解: 0 1

−1 0

ϖϵ =

8 0

0 1/4

1 0

8 1

 (n+ 1)/2 0

−4(n+ 3) −1

 ,

 0 1

−1 0

 (1 + 2ϖ) =

2 −1

0 1/2

 7 −3

−2 1

4n− 17 3

8(n− 5) 7

 ,

 0 1

−1 0

wϵ =

 8 1

−1 0

 .

因此, [0]ϖϵ = [−1/8] = τ(1− i), [0]1+2ϖ = [1/2] = τ(−1), [0]wϵ = [0] = τ(1). 由此得到

τ(1 + i) = ατ(1) + τ(1), τ(−1) = βτ(1) + τ(2), τ(1) = γτ(1) + τ(1− i).

从中得出 α = −i, β = 1 和 γ = i.

定理 6.5 的证明 注意到自然态射 XU → X0(32) 在 ϵ 作用下不变. 令 P0 ∈ X0(32) 为 P 在此自

然态射下的像. 根据命题 6.6, 可得

(i) Pσϖ
0 = [−i]P0 + τ(1);

(ii) P
σ1+2ϖ

0 = P0 + τ(2);

(iii) P 0 = [i]P0 + τ(1− i).

令 f0 : X0(32) → E 为前面提到的次数 2的模参数化,则 f0 将 τ(1)、τ(2)和 τ(1± i)分别映成 (1, 0)、O

和 (0, 0). 容易看到由 (ii) 有 z
σ1+2ϖ

1 = z1. 根据 (i), 有

zσϖ
1 = f0([1− i]([−i]P0 + τ(1))) = f0(−[1 + i]P0 + τ(1− i)) = −z1 + (0, 0),

因此, z
σϖ2

1 = z1, 进而, z
σ1+ϖ

1 = z1. 于是, (1) 和 (2) 成立. 根据 (iii), 有

zt = f0([1 + i]P0)
σt−1

= f0([1− i]([i]P0 + τ(1− i)))σt−1 = f0([1 + i]P0)
σt−1 = zt−1 .

证毕.

6.2 Heegner 点的归纳方法

下面一个定理 (再加上 Kolyvagin 的定理) 说明主定理 B 中 BSD 猜想秩部分成立.

定理 6.7 令 n ≡ 5 (mod 8) 为一个无平方因子正整数, 其每个素因子都 ≡ 1 (mod 4). 令 k > 1

为其素因子个数, 则点

yn := TrH/K(
√
n)z1

是定义在 Q(
√
n) 上的, 并且属于 2k−2E(Q(

√
n))− + E[2]. 更进一步地, 若 K = Q(

√
−n) 的理想类群

A 不包含阶数恰好为 4 的元素, 等价地, 若 #2A 是奇数, 则有

yn /∈ 2k−1E(Q(
√
n))− + E[2].

特别地, yn 是一个无限阶点, 因此, n 是一个同余数.
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先考虑定理 6.7 在 k = 1 时的情形, 即 n = p ≡ 5 (mod 8) 是一个素数的情形. 定理 2.1 及其证明

实际上给出了如下结论:

命题 6.8 令 p ≡ 5 (mod 8) 为一个素数, 则点 yp 满足 yp ∈ E(Q(
√
p) \ E(Q(

√
p))−, 以及

2yp ∈ E(Q(
√
p))− \ (2E(Q(

√
p))− + E[2]).

特别地, 2yp 是无限阶点. 因此, p 是同余数.

以下考虑一般情形. 记 H0 为 K 的 Hilbert 类域 H 的亏格域 (即 K 的极大的非分歧的指数为 2

的 Abel 扩张). 令 A = K̂×/K×Ô×
K 为 K 的理想类群, 则在类域论给出的同构 A ∼= Gal(H/K) 下, 有

2A ∼= Gal(H/H0).

定义 6.9 定义 y0 = TrH/H0
z ∈ E(H0). 对每个 n 的正因子 d 满足 d ≡ 5 (mod 8), 定义

yd := TrH/K(
√
d)z ∈ E(K(

√
d)).

引理 6.10 设 k > 2, 则

(1) 对每个 n 的正因子 d 满足 d ≡ 5 (mod 8), 有 yd ∈ E(Q(
√
d))−;

(2) 我们有 y0 ∈ E(H+
0 ), 其中 H+

0 = H0 ∩ R, 并且其满足

y0 + yσϖ
0 = #2A · (0, 0).

这些点还满足如下的关系:

∑
16d|n,d≡5 (mod 8)

yd =

2k−1y0, 若 k > 3,

2k−1y0 +#2A · (0, 0), 若 k = 2.

证明 对任意 σ ̸= 1, σϖ, 有

mσ :=#{d : 1 6 d | n, d ≡ 5 (mod 8), σ ∈ Gal(H0/K(
√
d))}

=
∑
d|n

χd(σ) + 1

2
· 1− χd(σϖ)

2
= 2k−2.

这里注意到, 对任意 n 的正因子 d, σϖ(
√
d) = ( 2d )

√
d. 于是,∑

d|n,≡5 (mod 8)

yd − 2k−1y0 =
∑

d|n,≡5 (mod 8)

(yd − y0) =
∑

d|n,≡5 (mod 8)

(yd − y0)

=
∑

d|n,≡5 (mod 8)

∑
1 ̸=σ∈Gal(H0/K(

√
d))

yσ0

=
∑

1,σϖ ̸=σ∈Gal(H0/K)

mσy
σ
0 =

∑
1 ̸=σ,σ(i)=i

(mσy
σ
0 +mσσϖy

σσϖ
0 )

= 2k−2(2k−1 − 1)#2A · (0, 0).

这就完成了证明.

定理 6.7 的证明 我们对 k 归纳. k = 1时的情形由命题 6.8给出.接下来考虑 k > 2的情形. 根

据引理 6.10, 有

yn +
∑

p0|d|n,d ̸=n

yd = 2ky0 mod E[2].
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对每个固定的 d | n 满足 1 6 d < n, d ≡ 5 (mod 8), 令 y0d 为与 yd 的构造类似的点, 只不过将域

K = Q(
√
−n) 替换成 K0 = Q(

√
−d). 令 χ 和 χ0 为二次扩张 Gal(K(

√
d)/K) 和 Gal(K0(

√
d)/K0) 所

对应的特征, 则 2yd 和 2y0d 的高度由精确 Gross-Zagier 公式给出 (定理 6.3): 若 y0d 不是扭点, 则 yd 与

y0d 在一维 Q 线性空间 E(Q(
√
d))− ⊗Z Q 上的比值是

[yd : y0d]
2 =

Lalg(E(n/d), 1)

Lalg(E(1), 1)
,

其中 L 函数特殊值的代数部分为

Lalg(1, E(n/d)) :=
L(1, E(n/d))

Ω
(n/d)
∞

.

根据定理 6.12, 它的 2 进赋值大于等于 2(kn/d + 1). 根据归纳假设, 有 y0d ∈ 2kd−2E(Q(
√
d))− + E[2],

于是, yd ∈ 2k−1E(Q(
√
d))− + E[2].

现在将 yd 写为 yd = 2k−1y′d + td, 其中 y′d ∈ E(Q(
√
d))−, td ∈ E[2], 则存在某个 t ∈ E[2] 使得

yn = 2k−1

(
y0 −

∑
p0|d|n,d ̸=n

y′d

)
+ t.

注意到 H+
0 /Q 的任意非平凡子扩张都要在某个奇素数处分歧, 于是,

E[2∞] ∩E(H+
0 ) = E[2].

考虑 Kummer 映射

E(Q(
√
n))/2kE(Q(

√
n)) ↪→ H1(Q(

√
n), E[2k]),

以及扩充 - 限制 (inflation-restriction) 正合列

0 → H1(Gal(H+
0 /Q(

√
n)), E[2]) → H1(Q(

√
n), E[2k]) → H1(H+

0 , E[2k]).

由于 2yn = 2k(y0 −
∑

p0|d|n,d ̸=n y
′
d), 其中 y0 −

∑
p0|d|n,d ̸=n y

′
d ∈ E(H+

0 ), 我们知道 2yn 在 Kummer 映射

下的像在 H1(Gal(H+
0 /Q(

√
n)), E[2]) 之中, 从而, 该像的 2 倍平凡. 因此, 4yn ∈ 2kE(Q(

√
n)), 或者等

价地, 存在 ỹn ∈ E(Q(
√
n)) 使得 4(yn − 2k−2ỹn) = 0. 因此, 在模掉 E[2] 的意义下, 有 yn = 2k−2ỹn, 所

以, yn ∈ 2k−2E(Q(
√
n)) + E[2]. 另一方面, 根据关系式

yn = 2k−1

(
y0 −

∑
d≡5 (mod 8), ̸=n,d|n

y′d

)
mod E[2],

有 2k−2(ỹn − 2y0 +
∑

d ̸=n 2y
′
d) ∈ E[2], 由此得出

ỹn = 2y0 −
∑
d̸=n

2y′d + t, 对某个 t ∈ E[2] 成立.

对任意 0 < d | n满足 p0 | d,有 σϖ(
√
d) = −

√
d,于是, (y′d)

σϖ = −y′d. 因此, ỹσϖ
n + ỹn = 2(yσϖ

0 +y0) = 0,

即 ỹn ∈ E(Q(
√
n))−. 这说明 yn ∈ 2k−2E(Q(

√
n))− + E[2].
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现在考虑 #2A 是奇数的情形. 根据引理 6.10, 有 y0 + yσϖ
0 = (0, 0). 假设 yn = 2k−1y′n + tn 对某

个 y′n ∈ E(Q(
√
n))− 及 tn ∈ E[2] 成立, 则根据引理 6.10 中的关系式, 有

2k−1

(
y0 −

∑
d|n,≡5 (mod 8)

y′d

)
∈ E[2].

由于 H+
0 /Q 的任意非平凡子扩张都要在某个奇素数处分歧, 因此有

t := y0 −
∑

d|n, d≡ 5 (mod 8)

y′d ∈ E(H+
0 ) ∩ E[2k+1] = E[2].

于是得到

y0 + yσϖ
0 =

∑
d|n, d≡5 (mod 8)

(y′d + y′d
σϖ ) + (t+ tσϖ ) = 0,

这与 y0 + yσϖ
0 = (0, 0) 矛盾, 因此假设不成立.

由定理 6.7 可以得到下面一个定理, 它说明主定理 B 中 BSD 公式的 2 部分成立.

在证明过程中我们要用到一个 Abel群上的 2进赋值映射的概念. 设 A是一个有限生成 Abel群,

记 Â = A⊗Z Z2, 则定义 2进赋值映射 v : A→ Z∪ {∞}如下: 若 a ∈ A是一个非扭元, 则定义 v(a)为

最小的非负整数 v 使得 a ∈ 2vÂ+ Â[2∞],但是 a /∈ 2v+1Â+ Â[2∞]. 若 a是一个扭元,则定义 v(a) = ∞.

定理 6.11 令 n ≡ 5 (mod 8)为一个无平方因子的正整数, 其素因子分解为 n = p1 · · · pk 并满足
pi ≡ 1 (mod 4). 假设 Q(

√
−n) 不存在阶数恰好为 4 的理想类, 则有

rank(E(n)(Q)) = 1 = ords=1L(s,E
(n)),

并且X(E(n)/Q) 是一个阶数为奇数的有限群. 更进一步地, E(n) 的 BSD 公式的 2 部分成立.

证明 令

y :=
∑
t∈A

f(P )σtχn(t) ∈ E(Q(
√
n))

为定理 6.3 中定义的 Heegner 点, 这里 χn 是对于二次扩张 K(
√
n)/K 的二次特征, 则定理 6.7 告诉我

们, y 是一个无限阶点. 于是, 定理 6.3 中的 Gross-Zagier 公式告诉我们, ords=1L(s,E
(n)) = 1. 根据

Kolyvagin [10] 的定理可知, rankE(n)(Q) = 1以及X(E(n)/Q)是一个有限群. 根据 Monsky [25] 的计算,

X(E(n)/Q) 的 2 部分是平凡的.

令 v : E(Q(
√
n)) → Z ∪ {∞} 为 2 进赋值映射, 则可以根据定理 6.7 计算 v(y), 并根据定理 6.3 计

算 ĥ(y), 进而得到

v(y) = k − 1, ĥ(y) =
2L′(1, E(n))

Ω
(n)
∞

.

于是,

ĥ(y) · 2−2v(y) = 2−2k+3 · L
′(1, E(n))

Ω
(n)
∞

. (6.1)

由于

rankE(n)(Q) = ords=1L(E
(n), s) = 1,
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因此可以令 y0 为秩为 1 的自由 Abel 群 E(n)(Q)/E(n)(Q)tor 的一个生成元, 则 BSD 公式在此情形为

L′(1, E(n))

Ω
(n)
∞ · ĥ(y0)

= 2−1 · 4k−1#X(E(n)/Q),

等价地,

ĥ(y0) = 2−2k+3 · (#X(E(n)/Q))−1 · L
′(1, E(n))

Ω
(n)
∞

,

该式的 2部分相等,这根据的是X(E(n)/Q)[2∞]的平凡性,以及前面关于 ĥ(y)2−2v(y)的等式 (6.1).

6.3 周期的归纳法

在定理 6.7的证明中,我们需要关于 Lalg(E(n), 1) = L(E(n), 1)/Ω
(n)
∞ , n ≡ 5 (mod 8)的 2进赋值的

估计.

定理 6.12 令 n = p1 · · · pk ≡ 1 (mod 8) 为两两不同的素数的乘积, 其中 k > 1, 则有

v(Lalg(E(n), 1)) > 2k − 3.

如果更进一步地, 对任意 i 都有 pi ≡ 1 (mod 4), 则有 v(Lalg(E(n), 1)) > 2k − 1.

我们将通过对周期作归纳, 利用 Waldspurger 公式对定理 6.12 给出一个类似定理 6.7 的证明.

令 B 是定义在 Q 上的恰好在 2 和 ∞ 处分歧的四元代数. 令 π ⊂ C∞(B×\B×
A ) 为 E 所对应的

B×
A 的自守表示. 可如下刻画 π: 对 p ̸= 2, 局部表示 πp 被 B×

p 的极大紧子群固定住的子空间是一维

的; Hecke 算子 Tp 在这个一维空间上的迹由 ap(E) 给出.

固定一个 K := Q(
√
−n) 到 B 的嵌入, 以及一个 B 的极大序模 OB 使得 OB ∩ K = OK . 令

R = OK + 4OB , 则其为 B 的一个判别式为 32 的序模使得 R ∩K = OK . 令 U = R̂×, 则其为 B̂× 的

一个开子群并且存在一个自然映射 A → B×\B̂×/U .

群 K×
2 /Q

×
2 O

×
K,2 阶为 2, 记 χ± 是它上面的两个特征. 记 πU

±,Z 为 π 中被 U 固定的且在 K×
2 是

χ±- 特征的整数值自守形式全体. 这是一个秩为 1 的自由 Z 模. 称其生成元为 (E,K, χ±) 的本原测试

向量.

令 f± 为一个 (E,K, χ±) 的本原测试向量. 通过直接计算 (如文献 [16]) 可得下述结论:

命题 6.13 本原测试向量 f± 在 2A 上取值为奇.

取 f ′ = f+ + f−. 类比前一节秩为 1 时的情形, 我们给出如下定义.

定义 6.14 对 n 的每个正因子 d, 令 χd 为 K 的二次扩张 K(
√
d∗) ⊂ H0 所对应的 A 的二次特

征, 其中 d∗ = (−1)
d−1
2 d.

定义 y0 =
∑

t∈2A f
′(t), 对 n 的每个正因子 d, 定义 yd :=

∑
t∈A f

′(t)χd(t).

容易看到如下关系成立: ∑
d|n

yd = 2ky0.

引理 6.15 我们有如下性质:

(1) 对 n 的任意正因子 d, 有

yd = (−1)
d∗−1

4 yn/d.

(2) 若对任意 p | n, 有 p ≡ ±1 (mod 4), 则 2 | y0.
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这里, 若对任意 p | n, 都有 p ≡ ±1 (mod 4), 则 2A 是偶数. 因而, 引理 6.15(2) 由命题 6.13 直接

得到.

下面的结论是精确 Waldspurger 公式 (定理 3.2) 的一个推论.

定理 6.16 令 K 为一个虚二次域, χ 为一个 K̂×/K×Ô×
K 的二次特征, 使得 L(s,E, χ) 的符号是

+1. 固定一个嵌入 τ : K → B 使得 OB ∩K = OK , 则有∣∣∣∣ ∑
t∈K̂×/K×Ô×

K

f ′(t)χ(t)

∣∣∣∣2 = 22+a · u2K · Lalg(1, E, χ),

其中 uK = [O×
K : Z×], a = 0, 若 8 - DK ; a = 1, 在其余情形. 这里, 若 d1 和 d2 为两个正整数且满足

L(s,E, χ) = L(s,E(d1))L(s,E(d2)), 则 Lalg(1, E, χ) = Lalg(E(d1), 1)Lalg(E(d2), 1).

定理 6.12 的证明 根据引理 6.15, 有

(1) yd = 0, 若 d ≡ 5, 7 (mod 8);

(2) yd + yn/d = 0, 若 d ≡ 3 (mod 8);

(3) yd = yn/d, 若 d ≡ 1 (mod 8).

于是,

2ky0 =
∑
d|n

yd =
∑

d|n,d≡1 (mod 8)

yd. (6.2)

现在对 k 归纳. 在 k = 1 的情形, n = p ≡ 1 (mod 8) 是一个素数, 则有 #2A 是偶数, 并且 2 | y0.
于是,

|y1|2 = |yp|2 = 24Lalg(E(1), 1)Lalg(E(p), 1).

另一方面, y1 + yp = 4(y0/2) 和 y1 = yp 可以导出 y1 = 2(y0/2). 因此, v(Lalg(E(p), 1)) > 1 而且等号成

立当且仅当 y0/2 是奇数.

在 k > 1 的情形, 对任意 n 的模 8 余 1 的真因子 d, 有

|yd|2 = |yn/d|2 = 24Lalg(E(d), 1)Lalg(E(n/d), 1).

根据上一个引理以及归纳假设知, yd = yn/d 的 2 进赋值大于等于 k − 1. 于是, v(yd + yn/d) > k. 根

据 (6.2)和 y1 = yn,有 v(y1) > k−1,或者等价地, v(Lalg(E(n), 1)) > 2k−3,因为 |y1|2 = 2Lalg(E(n), 1).

在所有的因子 pi ≡ 1 (mod 4) 的情形, 有 #2A 是偶数, 并且∑
d|n,d≡1 (mod 8)

yd = 2k+1

(
y0
2

)
.

于是,当 k = 1时,我们所需的论断成立. 在 k > 1的情形,根据归纳假设可知, v(yd) = v(yn/d) > k+1,

于是, v(yd + yn/d) > k + 2 (由于 yd = yn/d). 因此, v(y1) = v(yn) > k 并且等号成立当且仅当 y0/2 是

奇数. 于是得到 v(Lalg(E(n), 1)) > 2k − 1 并且等号成立当且仅当 2 ∥ y0.
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