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摘要 设 A 是数域 k 上的有限维代数, e 是 A 中的幂等元. 本文证明了, 如果 A/AeA 是左投射 A-

模, 则有限生成右 eAe- 模 T 是支撑 τ - 倾斜模当且仅当 T ⊗eAe eA 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模. 另一方

面, 如果 A 是遗传代数, T 是支撑 τ - 倾斜 A- 模, A/AeA 是右投射 A- 模, 则 HomA(eA, T ) 是支撑 τ -

倾斜 eAe- 模. 作为应用, 本文证明了, 若代数 A 是 τ - 倾斜有限的, 则幂等子代数 eAe 也是 τ - 倾斜有

限的.

关键词 支撑 τ - 倾斜模 τ - 倾斜有限 ∗- 模 幂等子代数
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1 引言

受 Bernstein-Gelfand-Ponomarev (BGP)反射函子的启发, Brenner和 Butler [1] 引入了经典倾斜模

的定义.众所周知,要想在倾斜模类上实现突变 (mutation),则几乎完全倾斜模必须满足有两个补这一

条件. 遗憾的是, 有些几乎完全倾斜模有时仅有一个补. 因此, 这种突变作用在倾斜模类上无法完全实

现. 为此, Adachi等 [2] 引入了支撑 τ - 倾斜模. 由此可以得到一个定义良好的突变作用. 另外, 文献 [2]

也建立了支撑 τ - 倾斜模类、两项半倾斜 (silting) 复形类 [3]、函子有限挠类 [4] 和 2-Calabi-Yau 三角范

畴中的丛倾斜对象类 [5, 6] 之间的一一对应关系.

令 A 为 Artin 代数, e 是 A 中的幂等元. 称代数 B = eAe 为 A 的幂等子代数 [7]. Auslander [8]

证明了任意 Artin 代数都是某个总体维数有限的代数的幂等子代数. 这个结论后来被 Iyama [9] 推广.

事实上, 上述整体维数有限的代数可以被假设为拟遗传代数 (参见文献 [10]). 从这个结论的角度来看,

可以利用代数本身的一些信息来观察其幂等子代数, 如有限维数 [11]. 反过来, 也可以从幂等子代数来

推测其原来代数的某些同调性质 (参见文献 [12]).
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τ - 倾斜有限代数由 Demonet 等 [13] 引入. τ - 倾斜有限性与有限表示型紧密相关. Zito [14] 证明了

有非空的左部分或者右部分的 τ - 倾斜有限代数都是表示有限的. 注意到, 基本支撑 τ - 倾斜模的同构

类个数影响着代数是否是 τ - 倾斜有限. 而要确定给定代数上的所有基本支撑 τ - 倾斜模的同构类个数

比较困难. 因此, 这就给判别代数是否为 τ - 倾斜有限带来了一定的困难. 在如何确定支撑 τ - 倾斜模

的同构类个数的问题上已有一些重要的结论. Iyama 和 Zhang [15] 及 Adachi [16] 给出了 k[x]/(xn) 的

Auslander 代数和 Nakayama 代数上的支撑 τ - 倾斜模的分类. Obaid 等 [17] 给出了 Dynkin 箭图的遗

传代数上的支撑 τ -倾斜模的同构类个数. Jasso [18] 提供了支撑 τ -倾斜模的简化技术. Ma等 [19] 利用

模范畴的黏合在某些特殊条件下给出了构造代数上的支撑 τ - 倾斜模的方法.

本文将利用代数 A上的同调信息来描述其幂等子代数 eAe上支撑 τ -倾斜模的信息.由此可以证

明若代数 A 是 τ - 倾斜有限的, 则幂等子代数 eAe 也是 τ - 倾斜有限的. 这个结论给判别代数是否为

τ - 倾斜无限带来了简便方法. 最后需要说明本文的考察方式区别于文献 [19]. 本文的主要结果如下.

定理 1.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 令函子

H(−) = HomA(eA,−) = −⊗A Ae, G(−) = −⊗B eA.

假设 T 是有限生成支撑 τ - 倾斜右 A- 模.

(1) 如果 A/AeA 是左投射 A- 模, 则有限生成右 B- 模 T 是支撑 τ - 倾斜模当且仅当 G(T ) 是 A

上的支撑 τ - 倾斜模.

(2) 假设 B 和 A/AeA 是遗传代数. 若 A/AeA 是投射右 A- 模且 pdAopA/AeA 6 1, 则 H(T ) 是支

撑 τ - 倾斜右 B- 模.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节给出一些预备知识. 第 3 节讨论幂等子代数上的支撑 τ - 倾斜

模的提升. 第 4 节限制代数上的支撑 τ - 倾斜模限制到幂等子代数上.

2 预备知识

假设 A 是数域 k 上的有限维代数, e 是 A 中的幂等元. 令 B = eAe 为代数 A 的幂等子代数. 用

modA 表示代数 A 上所有有限生成右 A- 模. 如果没有特殊强调, 本文所有的模均为右模. 假设 M ∈
modA. FacM 和 SubM 分别表示 M 的有限直和的商模和子模构成的 modA 的加法子范畴. 用 |M |
表示 M 中的非同构的不可分解直和项的个数. 设 annAM 为 M 的零化子.

定义 2.1 [2] 假设 M ∈ modA.

(1) 如果 HomA(M, τM) = 0, 则称 M 是 τ - 刚性的;

(2) 如果 M 是 τ - 刚性的且 |M | = |A|, 则称 M 是 τ - 倾斜的;

(3) 如果对于某个 A 中的幂等元 e, M 是 τ - 倾斜 (A/⟨e⟩)- 模, 则称 M 是支撑 τ - 倾斜的.

如果 A- 模 M 满足, 对于任意投射 A- 模 P 有 HomA(P,M) ̸= 0, 则称 M 是真实的 (sincere).

命题 2.1 [2] 假设 A 是有限维 k- 代数, 则下列叙述成立.

(1) τ - 倾斜模恰好是真实的支撑 τ - 倾斜模;

(2) 倾斜模恰好是忠实的支撑 τ - 倾斜模;

(3) 任意的 τ - 倾斜 A- 模 T 均是倾斜 (A/annAT )- 模.

如果一个支撑 τ - 倾斜模 M 的所有不可分解直和项的重数均为 1, 则称 M 是基本支撑 τ - 倾斜

模. 对于任意两个支撑 τ - 倾斜模 M 和 N , 如果 FacN ⊆ FacM , 则记 N 6 M . 如此, 可以在支撑 τ -

倾斜模类上定义一种偏序关系. 代数 A 的 Hasse 箭图 [2] H(A) 定义如下:

494



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 5 期

(1) 以所有基本支撑 τ - 倾斜模作为顶点;

(2) 设 M 和 N 为两个基本支撑 τ - 倾斜模, 如果 N < M 并且不存在支撑 τ - 倾斜模 L, 使得

N < L < M , 则顶点 M 到 N 有一个箭向.

假设 R 是一个 k- 代数. 用 ModR 来表示右 R- 模范畴. 假设 M 是 R- 模, 用 AddM 表示由 M

的直和的直和项构成的 ModR 的加法子范畴. 用 GenM 表示由 M 的直和 (可以是无限直和) 的商模

构成的类, 即对于任意 X ∈ GenM , 存在短正合列 0 → K → M0 → X → 0, 其中 M0 ∈ AddM . 对偶地,

我们有模类 CogenM . 考虑模类

PresnM = {X ∈ ModR |存在正合列 M1 → M0 → X → 0,其中 Mi ∈ AddM}.

定义 2.2 [20] 假设 M 是 R-模, Q为 ModR的余生成子. 令 HM = HomR(M,−), TM = M ⊗R −,

KR = HM (Q). 如果函子对(TM , HM ) 诱导了范畴等价

CogenKR

HM // GenM,
TM

oo

则称 M 为 ∗- 模.

假设 M 是 R-模. 如果对于任意集合 λ, 有典型同构 HomR(M,M (λ)) ∼= HomR(M,M)(λ), 则称 M

是自小的 (self-small). 如果函子 HomR(M,−) 保持直和, 则称 M 是小的 (small) (参见文献 [21, 第 54

页]).众所周知, M 是有限表现的当且仅当 HomR(M,−)保持正向极限 (参见文献 [22,第 3节]). 于是,

若 R 为有限维代数, 则任意的有限生成 R- 模均是小的, 因此, 它也是自小的.

命题 2.2 [23, 24] 假设 R 是一个 k- 代数且 M 是自小的 R- 模, 则下列叙述等价.

(1) M 是 ∗- 模;

(2) 对于任意短正合列 0 → L → M0 → N → 0, 其中, M0 ∈ AddM , N ∈ GenM , 则 L ∈ GenM 当

且仅当序列 0 → HomR(M,L) → HomR(M,M0) → HomR(M,N) → 0 是正合的.

定理 2.1 [25] 假设 A 是有限维 k- 代数且 M ∈ modA, 则下列叙述等价.

(1) M 是支撑 τ - 倾斜模;

(2) M 是 τ - 刚性的 ∗- 模.

下面的引理虽然是熟知的, 为了方便读者, 我们仍给出证明.

引理 2.1 假设 A 是有限维 k- 代数, e 是 A 的幂等元. 若 AeA 是投射右 A- 模, 则 Ae 是投射

eAe- 模.

证明 令 B = eAe. 设

0 → X → Y → Z → 0 (2.1)

是 modB 中的短正合列. 将函子 HomB(Ae,−) 作用于短正合列 (2.1), 则有交换图

0 // HomB(Ae,X) // HomB(Ae, Y ) //

∼=
��

HomB(Ae,Z)

∼=
��

HomA(G(Ae), G(Y )) // HomA(G(Ae), G(Z)) // 0.

因为 G(Ae) ∼= AeA 且 G 右正合, 故第二行是满的. 因此, 第一行是正合的. 故 Ae 是投射 B- 模.

类似地, 也可以证明下面结论.
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引理 2.2 假设 A 是有限维 k- 代数, e 是 A 的幂等元. 若 AeA 是投射左 A- 模, 则 eA 是投射

左 eAe- 模.

假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 令函子

H(−) = HomA(eA,−) = ⊗AAe, G(−) = −⊗B eA.

容易验证, G 将 B 中的投射模映成 A 中的投射模.

引理 2.3 [26] 考虑伴随对 (G, H). 余单位映射 η : id → HG 是自然同构, 即函子 G 是满忠实

函子.

注 2.1 函子 G 诱导了 modB 到 ImG = {G(M) ∈ modA | M ∈ modB} 的范畴等价.

引理 2.4 [11] 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 下列叙述成立.

(1) 如果 f : P → M 是 B- 模 M 的投射盖, 那么诱导映射 f ⊗ 1 : P ⊗B eA → M ⊗B eA 是 A- 模

M ⊗B eA 的投射盖;

(2) 对于任意 B- 模 M , 存在短正合列

0 → TorB1 (M, eA) → ΩB(M)⊗B eA
σ−→ ΩA(M ⊗B eA) → 0; (2.2)

(3) 对于任意 B- 模 M 和正整数 i > 1, 有

HomA(eA,Tor
B
i (M, eA)) = 0.

3 提升支撑 τ - 倾斜模

引理 3.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 对于任意 B- 模 M , 均

存在左 B- 模同构 ΦM : eHomB(M,Ae) ∼= HomB(M, eAe) 并且这个同构对 M 是自然的, 即对于任意

态射 ρ : M → N , 有交换图

eHomB(N,Ae)
ΦN //

eHomB(ρ,Ae)

��

HomB(N, eAe)

HomB(ρ,eAe)

��
eHomB(M,Ae)

ΦM // HomB(M, eAe).

(3.1)

证明 对于任意 f ∈ HomB(M,Ae) 以及 x ∈ M , 定义 ΦM (ef)(x) = ef(x) ∈ eAe. 显然, ΦM 是

定义良好的. 其次, 构造 ΨM : HomB(M, eAe) → eHomB(M,Ae). 对于任意 g ∈ HomB(M, eAe) 以及

x ∈ M , 定义 ΨM (g)(x) = eg(x) ∈ eA, 其中 g = ιg, ι : eAe ↪→ Ae 是包含映射. 显然, ΨM 也是定义良

好的. 容易验证, ΦM 和 ΨM 均是 B- 模同态. 下面验证 ΦMΨM = 1, ΨMΦM = 1.

首先, 对于任意 g ∈ HomB(M, eAe) 以及 x ∈ M , 有

ΦMΨM (g)(x) = ΦM (eg)(x) = eg(x) (不妨令 g(x) = eαe, α ∈ A)

= e(eαe) = eαe = g(x).

其次, 对于任意 f ∈ HomB(M,Ae) 以及 x ∈ M , 有

ΨMΦM (ef)(x) = eΦM (ef)(x) = eι(ΦM (ef)(x)) = eΦM (ef)(x) = eef(x) = ef(x).

496



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 5 期

最后, 验证正方形图 (3.1) 的交换性. 对于任意 f ∈ HomB(M,Ae) 以及 x ∈ M , 有

HomB(ρ, eAe)ΦN (ef)(x) = ΦN (ef)(ρ(x)) = efρ(x),

ΦMeHomB(ρ, eAe)(ef)(x) = ΦM (efρ)(x) = efρ(x).

证毕.

令 νA = DHomA(−, A) 为 Nakayama 函子, 其中 D = Homk(−, k) 为 k- 对偶.

引理 3.2 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中幂等元. 对于任意 B- 模 M , 均有

νB(M) ∼= νA(G(M))e 并且这个同构对 M 是自然的.

证明 注意到 νA(G(M))e ∼= νA(G(M))⊗A Ae. 由伴随同构, 有

D(νA(G(M))e) ∼= D(νA(G(M))⊗A Ae)

∼= HomA(νA(G(M)), D(Ae))

∼= HomA(DHomA(M ⊗B eA,A), D(Ae))

∼= HomAop(Ae,HomA(M ⊗B eA,A))

∼= HomAop(Ae,HomB(M,HomA(eA,A)))

∼= HomAop(Ae,HomB(M,Ae))

∼= eHomB(M,Ae)

∼= HomB(M,B) (引理 3.1).

因此, νA(G(M))e ∼= νB(M).

命题 3.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 对于任意 B- 模 M ,

τB(M) ∼= τA(G(M))e 并且这个同构对 M 是自然的.

证明 假设 P1
f−→ P0 → M → 0 是 M 的极小投射表现. 断言存在 G(M) 的极小投射表现

G(P1) → G(P0) → G(M) → 0. (3.2)

事实上, 由引理 2.4(1) 可知, 存在短正合列

0 → ΩA(G(M)) → G(P0) → G(M) → 0. (3.3)

由短正合列 (2.2), 令 g = σG(f) : G(P1) → ΩA(G(M)), 其中 f : P1 → ΩB(M) 是投射盖. 显然, g 是

满射. 假设存在 h : G(P1) → G(P1) 使得 gh = g. 因为 G 是满忠实的, 所以存在 h′ : P1 → P1 使得

G(h′) = h. 从而, σG(fh′ − f) = 0. 将 H 作用在这个等式上, 于是有 H(σ)HG(fh′ − f) = 0. 根据引

理 2.4(3) 知, H(σ) 是同构的. 故 HG(fh′ − f) = 0. 根据引理 2.3, 有

fh′ − f = η−1
ΩB(M)HG(fh′ − f)ηP1 = 0.

因此, fh′ = f . 再由 f 的极小性, 可知 h′ 是自同构. 故 g 是右极小的. 因此, g 是投射盖. 将 g 与短正

合列 (3.3) 连接可以得到正合列 (3.2).

将 Nakayama 函子 νA 作用到正合列 (3.2), 则有正合列

0 → τA(G(M)) → νA(G(P1)) → νA(G(P0)) → νA(G(M)) → 0. (3.4)
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再将 H 作用到正合列 (3.2), 则有正合列

0 → τA(G(M))e → νA(G(P1))e → νA(G(P0))e → νA(G(M))e → 0.

根据引理 3.2, 有交换图

0 // τA(G(M))e //

��

νA(G(P1))e //

∼=
��

νA(G(P0))e //

∼=
��

νA(G(M))e //

∼=
��

0

0 // τB(M) // νB(P1) // νB(P0) // νB(M) // 0.

由蛇引理, 可得 τB(M) ∼= τA(G(M))e.

推论 3.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 右 B- 模 M 是 τ - 刚性

的当且仅当 G(M) 是 τ - 刚性的.

证明 由伴随同构以及命题 3.1, 则有同构

HomA(G(M), τA(G(M))) ∼= HomB(M, τA(G(M))e) ∼= HomB(M, τB(M)).

因此, M 是 τ - 刚性的当且仅当 G(M) 是 τ - 刚性的.

若 modA中只有有限多个基本 τ -倾斜模的同构类,则称代数 A是 τ -倾斜有限的 [13]. 否则,称代

数 A 是 τ - 倾斜无限的. 由文献 [13] 可知, 代数 A 是 τ - 倾斜有限的当且仅当 modA 中只有有限多个

不可分解 τ - 刚性模的同构类. 根据推论 3.1, 容易得到下面结论.

推论 3.2 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 若代数 A 是 τ - 倾斜有

限的, 则代数 B = eAe 也是 τ - 倾斜有限的.

证明 如果代数 B = eAe 是 τ - 倾斜无限的, 那么由推论 3.1 和注 2.1, 可知代数 A 也是 τ - 倾斜

无限的. 因此, 与假设条件矛盾.

下面给出一个简单的应用.

例 3.1 假设路代数 A = kQ, 其中, 箭图 Q 为

1 // 2 3.oooo

令 e = e2 + e3 为 A 的幂等元, 则 B = eAe 是 Kronecker 代数, 其中 ei 是对应于箭图中顶点 i 的本原

正交幂等元. 由于 B 是 τ - 倾斜无限的, 故代数 A 是 τ - 倾斜无限的.

命题 3.2 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 如果有限生成右 B- 模

T 是 ∗- 模且 A/AeA 是左投射 A- 模, 则 G(T ) 是 A 上的 ∗- 模.

证明 假设 modA 中有短正合列

0 → L → T0 → N → 0, (3.5)

其中, T0 ∈ AddG(T ), N ∈ GenG(T ).

当 L ∈ GenG(T ) 时, 因为 H 保持正合且保持直和, 所以 H(L) ∈ GenT . 同理, H(N) ∈ GenT . 由

伴随同构, 则有如下交换图:

0 // HomA(G(T ), L) //

∼=
��

HomA(G(T ), T0) //

∼=
��

HomA(G(T ), N)

∼=
��

0 // HomB(T,H(L)) // HomB(T,H(T0)) // HomB(T,H(N)).
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注意到, H(T0) ∈ AddT . 根据命题 2.2 可知, 第二行是短正合的. 故第一行也正合.

假设诱导序列 0 → HomA(G(T ), L) → HomA(G(T ), T0) → HomA(G(T ), N) → 0 是正合的. 由伴随

同构知,

0 → HomB(T,H(L)) → HomA(T,H(T0)) → HomA(T,H(N)) → 0

是正合的. 因为 T 是 ∗- 模且 H(T0) ∈ AddT , H(N) ∈ GenT , 所以 H(L) ∈ GenT . 现在只需要证明

L ∈ GenG(T ).

根据文献 [27, 命题 2.6], 我们有正合列

GH(L)
µL−−→ L → inc(L⊗A A/AeA) → 0,

其中, µ : GH → id 是伴随对 (G,H) 的单位映射, inc : modA/AeA → modA 是包含映射. 我们断言 µL

是满射. 将函子 ⊗AA/AeA 作用于短正合列 (3.5), 有

Tor1A(N,A/AeA) → L⊗A A/AeA → T0 ⊗A A/AeA → N ⊗A A/AeA → 0.

因为 T0 ∈ AddG(T ), 所以 T0 ⊗A A/AeA = 0. 由假设条件可知 A/AeA 是投射左 A- 模. 从而,

Tor1A(N,A/AeA) = 0.

于是, L ⊗A A/AeA = 0. 故断言成立. 因为 G 是右正合的且 GenG(T ) 保持满同态像封闭, 所以

L ∈ GenG(T ). 从而, 根据命题 2.2 可知, G(T ) 是 ∗- 模.

定理 3.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中使得 A/AeA 是左投射 A- 模的幂

等元, 则有限生成右 B- 模 T 是支撑 τ - 倾斜模当且仅当 G(T ) 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模.

证明 假设 T 是支撑 τ - 倾斜模. 根据定理 2.1、命题 3.2 和推论 3.1, 可得 G(T ) 是 A 上的支撑

τ - 倾斜模.

假设 G(T ) 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模. 根据定理 2.1 和推论 3.1, 只需要证明 T 是 ∗- 模. 由假设

条件可知 A/AeA 是投射左 A- 模. 因此, 存在左 A- 模同构 A ∼= AeA⊕ A/AeA. 故 AeA 是投射左 A-

模. 根据命题 2.2 可知, eA 是投射左 B- 模. 因此, G = −⊗B eA 是正合函子.

假设

0 → L → T0 → N → 0 (3.6)

是 modA 中的短正合列, 其中, T0 ∈ AddT , N ∈ GenT .

若 L ∈ GenT , 则 G(L) ∈ GenG(T ). 因为 G = −⊗B eA 是正合函子, 所以有正合列

0 → G(L) → G(T0) → G(N) → 0. (3.7)

注意到 G 是满忠实的. 应用函子 HomA(T,−) 到正合列 (3.6), 则有交换图

0 // HomB(T,L) //

∼=
��

HomB(T, T0)

∼=
��

// HomB(T,N)

∼=
��

0 // HomA(G(T ), G(L)) // HomA(G(T ), G(T0)) // HomA(G(T ), G(N)) // 0.
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因为 G(T ) 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模且 G(T0) ∈ AddG(T ), G(N) ∈ GenG(T ), 所以第二行是正合的. 因

此, 第一行是正合的.

假设 0 → HomA(T, L) → HomA(T, T0) → HomA(T,N) → 0 是正合的. 应用函子 HomA(T,−) 到正

合列 (3.7), 则有交换图

0 // HomA(G(T ), G(L)) //

∼=
��

HomA(G(T ), G(T0)) //

∼=
��

HomA(G(T ), G(N))

∼=
��

0 // HomB(T,L) // HomB(T, T0) // HomB(T,N) // 0.

因此, 第一行是正合的. 注意到 G(T0) ∈ AddG(T ), G(N) ∈ GenG(T ) 且 G(T ) 是 A 上的支撑 τ - 倾斜

模. 因此, G(L) ∈ GenG(T ). 故 L ∈ GenT . 于是 T 是 ∗- 模.

例 3.2 [2] 假设有限维代数 A = kQ/⟨αβ⟩, 其中, 箭图 Q 为

1
α−→ 2

β−→ 3.

令 e = e2 + e3 为 A 的幂等元, B = eAe, 其中 ei 是对应于箭图中顶点 i 的本原正交幂等元. 注意到左

A- 模 A/AeA ∼= S(1) 是单投射模, 并注意到 eA = eAe. 因此, 左 B- 模 eA ∼= B. 于是, 对于 modB 中

任意支撑 τ - 倾斜模 T , G(T ) ∼= T 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模. 记 H(A) 为代数 A 的 Hasse 箭图. 虚线

标记部分即是代数 B 的 Hasse 箭图.
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例 3.3 假设有限维代数 A = kQ/⟨αβ, γδ⟩, 其中, 箭图 Q 为

2β

xxrrrrrr

1 3
δ

oo 4.γ
oo

α
ffMMMMMM

令 e = e1 + e2 + e3 为 A 的幂等元, B = eAe, 其中 ei 是对应于箭图中顶点 i 的本原正交幂等元. 注意

到有投射左 A- 模同构 A/AeA ∼= Ae4, 即 A/AeA 是投射左 A- 模. 令 modB 中支撑 τ - 倾斜模 T = 2
1 .

G(T ) ∼= T 是 A 上的支撑 τ - 倾斜模.

4 限制支撑 τ - 倾斜模

命题 4.1 假设 A 是有限维 k- 代数, e 是 A 的幂等元使得 eAe 和 A/AeA 是遗传代数, T 是 τ -

刚性右 A- 模. 若 A/AeA 是投射右 A- 模且 pdAopA/AeA 6 1, 则 H(T ) 是 modeAe 中 τ - 刚性模.
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证明 不妨假设 H(T ) ̸= 0. 设 B = eAe. 因为 A/AeA 是投射右 A- 模且 pdAopA/AeA 6 1, 所以

AeA既是投射左 A-模又是投射右 A-模. 故存在投射双 A-模 E 使得有双 A-模同构 A(n) ∼= AeA⊕E.

再由命题 3.1 以及伴随公式, 则有同构

HomB(H(T ), τB(H(T ))) ∼=HomB(T ⊗A Ae,HomA(eA, τA(GH(T ))))

∼=HomA(T ⊗A AeA, τA(GH(T ))).

因此, HomA(T ⊗A AeA, τA(GH(T ))) 是 HomA(T, τA(GH(T ))) 的直和项.

根据引理 2.2 可知, eA 是投射左 B- 模. 故 G = − ⊗B eA 是正合函子. 因为 B 是遗传代数, 所

以 pdBH(T ) 6 1. 设 0 → P1 → P0 → H(T ) → 0 是 H(T ) 的投射分解, 其中 Pi 是投射右 B- 模. 因

为 G = −⊗B eA 保持投射模, 所以 0 → G(P1) → G(P0) → GH(T ) → 0 是 GH(T ) 的投射分解. 于是,

pdAGH(T ) 6 1. 因此,

DHomA(T, τA(GH(T ))) ∼= Ext1A(GH(T ), T ).

因为 G = −⊗B eA 是正合函子, 所以根据文献 [27, 引理 5.2] 可知, 存在短正合列

0 → GH(T ) → T → inc(T ⊗A A/AeA) → 0, (4.1)

其中 inc = −⊗A/AeA A/AeA. 由 A/AeA是投射右 A-模且 (inc,HomA(A/AeA,−))是伴随对,可知 inc

保持投射模. 因为 A/AeA 是遗传代数, 所以 pdAinc(T ⊗A A/AeA) 6 1. 于是, 将函子 HomA(−, T ) 作

用于短正合列 (4.1), 有正合列

Ext1A(T, T ) → Ext1A(GH(T ), T ) → Ext2A(inc(T ⊗A A/AeA), T ) = 0.

因为 T 是 τ - 刚性右 A- 模, 所以 Ext1A(T, T ) = 0. 故 Ext1A(GH(T ), T ) = 0. 从而可知

HomB(H(T ), τB(H(T ))) = 0.

证毕.

命题 4.2 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中 e 是 A 中的幂等元. 有限生成右 A- 模 M

是 ∗- 模. 若 A/AeA 是投射右 A- 模, 则 H(M) 是 modB 中 ∗- 模.

证明 设

0 → L → M0 → N → 0 (4.2)

是 modeAe 中的短正合列, 其中, M0 ∈ AddH(M), N ∈ GenH(M).

假设 L ∈ GenH(M), 即存在 λ 使得有满态射 H(M)(λ) → L. 由假设条件, 有右 A- 模同构

A ∼= AeA⊕A/AeA.

由伴随同构, 有

HomB(Ae,H(M)) =HomB(Ae,HomA(eA,M)) ∼= HomA(Ae⊗B eA,M) ∼= HomA(AeA,M).

因此, 右 A- 模 HomB(Ae,H(M)) 是 M 的直和项. 根据引理 2.1, 可得右 B- 模 Ae 是投射的. 因为

Ae 是有限生成的, 所以 HomB(Ae,−) 保持直和. 从而, HomB(Ae,M0) ∈ AddM . 由 HomB(Ae,−) 是正
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合函子, 可知态射 HomB(Ae,H(M))(λ) → HomB(Ae,L) 是满的. 故 HomB(Ae,L) ∈ GenM . 同理可证

HomB(Ae,N) ∈ GenM . 将函子 HomB(H(M),−)作用于正合列 (4.2),根据伴随同构,则有如下交换图:

0 // HomB(H(M), L) //

∼=
��

HomB(H(M),M0) //

∼=
��

HomB(H(M), N)

∼=
��

0 // HomA(M,HomB(Ae,L)) // HomA(M,HomB(Ae,M0)) // HomA(M,HomB(Ae,N)).

(4.3)

因为 M 是 ∗- 模, 所以第二行是正合的. 因此, 第一行也是正合的.

现在假设

0 → HomB(H(M), L) → HomB(H(M),M0) → HomB(H(M), N) → 0 (4.4)

是正合的. 由交换图 (4.3) 可知,

0 → HomA(M,HomB(Ae,L)) → HomA(M,HomB(Ae,M0)) → HomA(M,HomB(Ae,N)) → 0

是正合的. 因此, HomB(Ae,L) ∈ GenM . 于是, 存在 λ 使得有满态射 M (λ) → HomB(Ae,L). 将正合函

子 H 作用于此态射, 我们有满态射 H(M)(λ) → H(HomB(Ae,L)). 由伴随同构, 则有同构

H(HomB(Ae,L)) = HomA(eA,HomB(Ae,L)) ∼= HomB(eA⊗A Ae,L) ∼= HomB(B,L) ∼= L.

因此, L ∈ GenH(M). 综上所述, H(M) 是 modeAe 中 ∗- 模.

定理 4.1 假设 A 是有限维 k- 代数, B = eAe, 其中, e 是 A 的幂等元, T 是支撑 τ - 倾斜 A- 模.

下列结论成立.

(1) 假设 B 和 A/AeA 是遗传代数. 若 A/AeA 是投射右 A- 模且 pdAopA/AeA 6 1, 则 H(T ) 是

modB 中支撑 τ - 倾斜模;

(2) 若 H(T ) = 0, 则 T 是支撑 τ - 倾斜右 A/AeA- 模;

(3) 代数 A/AeA 的 Hasse 箭图 H(A/AeA) 是代数 A 的 Hasse 箭图的满子箭图.

证明 (1) 由命题 4.1、4.2 和定理 2.1 可知 H(T ) 是支撑 τ - 倾斜模.

(2) 因为 Te = 0, 所以 T 是右 A/AeA- 模且 AeA ⊆ annAT . 故

annA/AeAT = (annAT )/AeA.

注意到 T 是支撑 τ - 倾斜右 A- 模当且仅当 T 是倾斜右 A/annAT - 模. 由第三同构定理, 可得

A/annAT ∼= (A/AeA)/(annAT/AeA) = (A/AeA)/annA/AeAT.

从而, T 是支撑 τ - 倾斜右 A/AeA- 模.

(3) 结论显然.

推论 4.1 假设 A 是有限维遗传 k- 代数, B = eAe, 其中, e 是 A 的幂等元, T 是支撑 τ - 倾斜右

A- 模. 若 A/AeA 是投射右 A- 模, 则 H(T ) 是 modB 中支撑 τ - 倾斜模.

证明 因为 A 是遗传代数, 所以 eAe 和 A/AeA 也是遗传代数, 且 pdAopA/AeA 6 1. 故由定

理 4.1, 可得结论.
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例 4.1 [2] 假设有限维代数 A = kQ/⟨αβ⟩, 其中, 箭图 Q 为

1
α−→ 2

β−→ 3.

令 e = e1 为 A 的幂等元, B = eAe ∼= k, A/AeA ∼= k(2 → 3), 其中 e1 是对应于箭图中顶点 1 的本原正

交幂等元. 注意到作为左 A- 模 A/AeA ∼= 2
3 ⊕ 2 . 容易计算得到 pdAopA/AeA 6 1. H(sτ -tiltA) = 1, 其

中 sτ -tiltA 表示所有基本的支撑 τ - 倾斜右 A- 模构成的集合. 记 H(A) 为代数 A 的 Hasse 箭图. 虚线

标记部分即是代数 A/AeA 的 Hasse 箭图.
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