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基于直接概率积分的混合可靠性分析方法
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摘　　　要：针对证据变量和随机变量混合不确定性以及极限状态函数复杂并存的情况，提出

了一种基于直接概率积分法的证据-概率混合可靠性分析方法。该方法从证据理论的概率解释入手，

采用证据变量均匀化方法，将证据变量转换为随机概率变量，达到混合变量归一化目的，进而通过

直接概率积分法进行结构可靠性分析。最后通过 3 个算例对所提方法的性能进行验证，结果表明：

与现有方法相比，所提方法在计算精度相近的情况下，极大地提高了计算效率。
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实际工程设计中，结构可靠性分析起着举足轻

重的作用。传统的随机可靠性分析是在概率论和

数理统计的基础上得以发展的。然而当极限状态

函数过于复杂时，采用传统的随机抽样方法进行结

构可靠性分析成本过于昂贵，效率低下。Chen等[1-2]

提出了直接概率积分法 （direct  probability  integral

method，DPIM），该方法高效地计算静力和动力作

用下的线性和非线性结构的响应概率密度函数，进

而计算得出结构的可靠性分析结果。

近年来，直接概率积分法得到了极大发展。刘

思琦[3] 将直接概率积分法应用到车-（轨）-桥耦合系

统中，对其进行随机动力学分析。李小兰 [4] 在直接

概率积分法的基础上，建立了求解含多设计点的结

构静/动力可靠度优化设计问题的统一框架。李石[5]

将直接概率积分法和一种新的明确时间集成算法

结合，进行了大型结构的随机振动分析。高天骁等[6]

采用直接概率积分法，对重载铁路梁进行了可靠性

分析。Meng等 [7] 将直接概率积分法和指数凸模型

结合，进行了混合不确定性传播和可靠性研究。

1977年，Dempster等 [8] 最先提出了证据理论，

其学生 Shafer[9] 在其基础上进行了研究和发展，进

而逐步形成了较为完善的证据理论，又称 Dempster-

Shafer理论或者 D-S证据理论。证据理论是认知不

确定性理论的重要组成部分，可以较好地针对复杂

系统进行不确定性建模，近年来，证据理论已被引

入结构可靠性分析领域，成为一个热点研究方向[10]。

Oberkampf等[11] 总结了证据理论应用于可靠性

分析中的优点和缺点。Bae等 [12] 提出了一种基于

证据理论的结构静态和动态可靠性分析模型，并且

构建了有关的代理模型。Bai等[13] 将证据理论代理

模型相关技术引入可靠性应用。Zhang等 [14] 提高

了证据理论可靠性分析代理模型的精度。Wang等[15]

将证据理论和逆高斯退化结合，提出了一种可靠性

分析方法。

当概率变量和证据变量同时存在时，就演变出

证据-概率混合可靠性分析问题，将其应用到具有

复杂结构和变量的实际工程问题，具有极高的实用

价值。目前，关于这方面的研究，国内外成果尚少，

还处于起步阶段。最初，Du[16] 建立了一种统一框

架下的概率-证据混合问题的可靠性灵敏度分析。

姜潮等[17] 将证据理论与一次二阶矩法融合，提出了

一种高效的概率-证据混合可靠性分析方法。Tao等[18]
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提出了和样本点法有关的一种包含概率变量和证

据变量的不确定性多目标可靠性分析方法。梁云

飞等 [19] 基于 Kriging代理模型，提出了一种概率-证
据混合可靠性分析方法，并将其应用到工业机器人

定位精度可靠性领域中。曹亮等[20] 将概率-证据混

合可靠性问题与子集模拟方法相结合，有效解决了

小概率可靠性问题。张梦[21] 将概率-证据混合可靠

性与最基本的蒙特卡洛方法联系，对桥梁进行了可

靠性评估分析。孟增等[22] 提出了一种适用于概率-
证据混合可靠性的自适应共轭分析方法，一定程度

上丰富了其发展。

综上所述，已有研究虽然在一定程度上解决随

机不确定性和认知不确定性混合问题，但难以解决

极限状态函数过于复杂的可靠性问题。本文针对

上述问题，提出了一种基于直接概率积分法的证

据-概率混合可靠性分析方法，旨在解决具有复杂

结构极限状态函数的证据-概率变量并存的实际工

程问题。该方法在保持计算精度的同时，显著提高

了计算效率。

 1　基于证据理论的可靠性分析

Θ

证据理论是基于辨识框架所建立的。辨识框

架是所有可能发生的相互独立事件的集合，用符号

表示。

A m(A)

A m

m(A) > 0 A

基本概率分配 (basic probability assignment，BPA)
是指确定了辨识框架后，通过专家估计或者测量计

算等方法对辨识框架中的每一个子集进行概率赋

值。对于一个集合 的基本概率分配，记作 ，表

示对集合 的信任支持程度， 为识别框架上的基

本概率分配函数。当 时， 为焦元。BPA
具有以下基本性质：

m(A) ⩾ 0 A ∈ 2Θ （1）

m (Ø) = 0 （2）∑
A⊆2Θ

m(A) = 1 （3）

[Bel(A),Pl(A)] Bel(∗) Pl(∗)
对于一个命题的信任程度用一个区间上下界

形式进行表示： 。 和 分别为

信任函数 (belief  function， Bel)和似然函数 (plau-
sibility function，Pl)：

Bel(A) =
∑
B⊆A

m(B) （4）

Pl(A) =
∑

B∩A,∅

m(B) （5）

证据理论在工程可靠性领域主要用于认知不

确定性的建模。收集原始信息，通过专家估计或者

实际测量等手段来构建证据变量识别框架以及每

个焦元对应的 BPA。

D

Θx Dx

根据单个变量的识别框架，采用笛卡儿积 来

定义联合识别框架 以及联合焦元 ：

D = X1×X2× · · ·×Xn = {Dk = [X1i,X2i, · · · ,Xni]} （6）

X1,X2, · · · ,Xn

Dk D X1i,X2i, · · · ,Xni

X1,X2, · · · ,Xn

式中： 分别为进行证据合成之后的证据

变量的焦元； 为 的焦元； 分别为

的焦元。考虑到证据变量之间的独立

性，根据独立性假设，可以构建出多维联合基本可

信度分配函数：

m(D) =
n∏

i=1

m (Xi) （7）

对每个联合焦元进行极值分析获得可靠性分

析中极限状态函数的极大值和极小值。分析联合

焦元与极限状态面的位置关系来判断焦元是否

失效。

根据给定的不同阈值，不断重复前面几个步

骤，得到不同阈值下的可信度函数数值和似真度函

数数值。将其进行连线，进而得到累积可信度函数

(complementary  cumulative  belief  function， CCBF)曲
线和累积似真度函数 (complementary cumulative plau-
sibility function，CCPF)曲线。不同阈值下可靠度位

于 CCBF曲线和 CCPF曲线之间。

 2　证据-概率混合可靠性分析

Z = (X,Y)

g (X,Y) X = (X1,X2, · · · ,Xn) n

Y = (Y1,Y2, · · · ,Ym) m

当结构中同时存在证据变量和随机变量，原始

输入变量表示为 ，其极限状态函数可以表

示为 。其中 表示 维输入

证据变量，联合证据空间中的各焦元可计算其联合

BPA； 表示 维随机输入变量。值

得注意的是：各变量之间相互独立。

g (X,Y) < c c时，结构失效， 为阈值。则失效概

率表示为

Pf = Pr {g (X,Y) < c} （8）

Pf Pr式中： 为对应结构的失效概率； 为对应结构的

可靠度。

Pf根据全概率公式， 展开为

Pf =

n∑
i=1

Pr {g (X,Y) < c}Pr {X} （9）

其中焦元对应的联合 BPA为

Pr {X} = mX(Xi) （10）

Pr {X}由于无法得到 的精确值，证据-概率混和

可靠性通过其最大值和最小值进行计算：
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pmax
f = Pr {gmin (X,Y) < c} （11）

pmin
f = Pr {gmax (X,Y) < c} （12）

(Pl)

(Bel)

最终失效概率的上下边界为似真度 和可信

度 ，表示为

Pl(X,Y) =
n∑

i=1

Pr {gmin (X,Y) < c} ·mX (Xi) （13）

Bel(X,Y) =
n∑

i=1

Pr {gmax (X,Y) < c} ·mX (Xi) （14）

 3　基于直接概率积分法的混合可靠

性分析

本文从证据理论均匀化入手，将证据变量转换

为随机变量，结合直接概率积分法，高效地开展结

构可靠性工作。

 3.1　证据变量均匀化

图 1为包含互不重叠的 5个焦元的证据变量均

匀化过程。对于存在证据变量区间重叠的情况，通

过简单的累加即可，如图 2所示。
  
BPA

m(A1)

A1 L1U1,L2 U5U2,L3U3,L4U4,L5A2 A3 A4 A5 x y

m(A2)

m(A3)

f
X
(x)

m(A4)

M(A5)

U5-L5

M(A4)

M(A3)

U4-L4

U3-L3

M(A2)

U2-L2
M(A1)

U1-L1
m(A5)

图 1    不重叠证据变量随机化过程

Fig. 1    Randomization process of non overlapping evidence

variables
  
BPA

m(A1)

A1 L1 L2 U1 U5U4U2,L3U3,L4L5A2 A3 A4 A5 x y

m(A2)

m(A3)

fX(x)

m(A4)

M(A5)

U5-L5

M(A4)

M(A3)

U4-L4

U3-L3

M(A1)M(A2)

U1-L1 U2-L2

M(A2)

U2-L2

M(A1)
U1-L1

m(A5)

+

M(A4)M(A5)

U4-L4 U5-L5
+

图 2    重叠证据变量随机化过程

Fig. 2    Randomization process of overlapping evidence variables
 

考虑到证据变量具有严重的离散性，导致计算

量巨大，在实际工程中运用较为困难。本文采用均

匀化方法 [23]，将证据变量转换为具有概率密度函数

的随机变量。均匀化公式如下：

fX (x) =
n∑

j=1

δ j (x)m
(
A j

)
/
(
U j−L j

)
（15）

fX

δ j (x)

x ∈ A j δ j (x) = 1 δ j (x) = 0 A j

X n m(A j)

U j L j

式中： 表示证据变量均匀化后的随机变量对应的

概率密度函数； 的取值与焦元的包含关系有

关，当 时， ，否则， ； 为证据

变量 的焦元； 为焦元数； 为每个焦元对应

的 BPA； 和 分别为对应焦元基本概率分配的上

界和下界。

 3.2　概率密度积分方程的构建

经过证据变量均匀化后，证据-概率混合变量可

靠性分析问题仅包含随机变量。本文使用直接概

率积分法进行结构可靠性分析。直接概率积分法

源于概率守恒原理：由于保守系统不引入其他新的

随机因素，原有的随机因素也没消失，因此在随机

系统的状态演化过程中，概率保持不变。静力系统

和动力系统中的概率守恒原理分别表示为w
Ωz

PZ (z)dz =
w
ΩΘ

PΘ (θ)dθ （16）

w
Ωz

PZ (z, t)dz =
w
ΩΘ

PΘ (θ, t)dθ （17）

Θ ΩΘ

Z ΩZ

PΘ (θ) PΘ (θ, t)

PZ (z)

PZ (z, t)

式中： 和 分别表示输入随机向量和其对应的样

本空间； 和 分别表示输出随机向量和其对应的

样本空间； 和 分别表示静力系统和动

力系统中的原始输入采样点的概率密度函数；

和 表示静力系统和动力系统中响应量的概

率密度函数。

G

δ

n

静力系统或动力系统可以通过具体映射关系

表示。实际工程中的映射 一般是隐式的，很难求

解。由于狄拉克 函数具有筛选性质，引入狄拉克

函数， 维输入随机向量的概率密度函数变为

PΘ (θ) =
w ∞
−∞
· · ·

w ∞
−∞

PΘ (s)δ (s−θ)ds （18）

θ s式中： 和 为输入空间中的相互对称向量。

δ G结合狄拉克 函数与映射 ，有

pZ (z) =
w ∞
−∞
· · ·

w ∞
−∞

pΘ (θ)δ
[
z− g (θ)

]
dθ （19）

同理可得，动力系统输出的概率密度函数为

pZ (z, t) =
w ∞
−∞
· · ·

w ∞
−∞

pΘ (θ)δ
[
z− g (θ, t)

]
dθ （20）

式 (19)和式 (20)分别表示静力系统和动力系

统中的概率转换的积分形式，称为概率密度积分方

程 (probability density integral equation，PDIE)[3]。
 3.3　直接概率积分法的数值求解

δ

直接求解概率密度积分方程很困难，可以采用

一些如概率转换方法等间接数值计算方法。DPIM
可以高效地解决这一问题。这一方法包含 2个重

要部分：①基于广义 F（generalized F，GF）选点技术

进行概率空间剖分[24]；②狄拉克 函数平滑化。

采用 Voronoi单元剖分技术对概率空间进行剖
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ΩΘ,q分生成代表性区域 ：

ΩΘ,q =
{

x ∈ Rn :∥ x−θq ∥⩽∥ x−θ j ∥ for all j
}
（21）

q = 1,2, · · · ,N θq ΩΘ,q θ j

ΩΘ, j N

式中： ， 表示子域 的代表点； 表

示子域 的代表点； 为代表点总数。

代表区域的概率测度被分配到对应的代表点，

每个代表点的赋得概率为

Pq =
w
ΩΘ,q

PΘ (θ)dθ （22）

实现了结构的概率密度积分方程和物理方程

的解耦以及离散化求和。静力系统和动力系统的

概率密度函数演变为

pZ (z) =
N∑

q=1

{
δ
[
z− g

(
θq

)]
Pq

}
（23）

pZ (z, t) =
N∑

q=1

{
δ
[
z− g

(
θq, t

)]
Pq

}
（24）

δ

为了提高数值积分的计算精度，本文选择使用

高斯函数进行狄拉克 函数光滑化。高斯函数有

δ(z,σ) =
1√
2πσ

e−z2/2σ2

（25）

σ式中： 为平滑参数。静力系统和动力系统最佳平

滑参数表达式分别为

σ =
A

N1/5
min

q=1,2,··· ,N

{
std

[
g
(
θq

)]
,
iqr

[
g
(
θq

)]
1.34

}
（26）

σ =
A

N1/5
min

q=1,··· ,N

{
std

[
g
(
θq, t

)]
,
iqr

[
g
(
θq, t

)]
1.34

}
（27）

A A ∈ (0,1] iqr(∗)
std(∗)

式中： 为光滑化因子，一般 ； 表示四

分位距； 表示标准差。

静力系统和动力系统的概率密度函数进一步

演变为

pZ (z) =
N∑

q=1

{
1√
2πσ

e−[z−g(θq)]2
/2σ2

Pq

}
（28）

pZ (z, t) =
N∑

q=1

{
1√
2πσ

e−[z−g(θq ,t)]2
/2σ2

Pq

}
（29）

 3.4　基于直接概率积分法的可靠性分析流程

对于随机静力系统，DPIM可以直接对结构响

应在失效域上的概率密度函数进行积分来得到失

效概率，即

Pf=
w
Ωf,Z

pZ (z)dz=
w
Ωf,Z

N∑
q=1

{
1√
2πσ

e−
[

z−g(θq)2
/2σ2

]
Pq

}
dz=

N∑
q=1

{w
Ωf,Z

1√
2πσ

e−
[

z−g(θq)2
/2σ2

]
dz
}
·Pq （30）

对于动力系统，结合首次超越准则，将可靠性

(0, t]分析转换为时间 内的等价极值映射。最后结

合直接概率积分法求解动力系统极值的概率密度

函数，有

PZext
(zext, t) =

w
ΩΘ
δ [zext − Zext (θ, t)]pΘ (θ)dθ =

N∑
q=1

{
1√
2πσ

e−[zext−Zext(θq ,t)]2
/2σ2

Pq

}
（31）

Zext δ t

(0, t]

式中： 表示狄拉克 函数的一个变量。最后， 时

刻的动力可靠度可以由安全域内对时间 内动

力响应极值的概率密度函数积分，即

R (t) =
w
Ωs

PZext (zext, t)dzext （32）

 3.5　混合可靠性分析流程

将本文提出的随机变量和证据变量融合的可

靠性分析方法步骤概括如图 3所示：

n

m

步骤 1　确定原始输入信息，包括 维证据模型

的不确定性输入以及相对应的 BPA； 维随机输入

变量以及相对应的概率密度函数。

步骤 2　通过证据变量均匀化方法，将证据变

量转化为随机变量。

步骤 3　采用 GF偏差选点技术，获得代表点；

并且根据 Voronoi剖分技术产生代表区域；计算代

表区域的赋得概率。

G : Θ→ Z Z(t)

zl,g = gl

(
θq

)
zl,g (t) = gl

(
θq, t

)
步骤 4　根据映射 或者 在每个代

表点处求解静态响应 或者动态响应

。

步骤 5　对于结构静力系统，直接对结构响应

在失效域上的概率密度函数进行积分来得到失效

概率区间。对于结构动力系统则结合首次超越准

则和等价极值映射对相应的概率密度函数进行积

分，计算某一时刻的动力可靠度区间，或者相对应
 

开始

原始信息

证
据
变
量

随
机
变
量 均

匀
化

随机可靠性问题

GF 选点技术

代表区域及其赋得概率

根据映射求解各代表点处静/动态响应

静力系统 动力系统
计算静力系统概率密度函数

求解静力系统失效概率

计算某一时刻概率密度函数

计算某一时刻系统失效概率

获得 CCBF 和 CCPE

结束

改变阈值

图 3    混合可靠性分析流程

Fig. 3    Hybrid reliability analysis flowchart
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的动力失效概率区间。

步骤 6　改变阈值，重复步骤 4和步骤 5，计算

可得到不同阈值下的可信度函数数值和似真度函

数数值。通过曲线拟合得到 CCBF曲线和 CCPF曲

线。不同阈值下可靠度结果位于 CCBF曲线和 CCPF
曲线之间。

 4　算例分析

 4.1　解析函数

考虑以下数值算例的极限状态函数：

g (X1,Y1,Y2) = X1
2+Y1+Y2 （33）

Y1 Y2

X1

g (X1,Y1,Y2) < c c

式中： 和 为随机变量，具体分布参数见表 1。
为证据变量，具体不确定性参数见表 2。该极限

函数可靠域为 ， 为阈值。

 

表 1    算例 1随机变量分布参数

Table 1    Random variable distribution parameters in

Example 1

变量 分布类型 均值 标准差

Y1 正态 3 0.1
Y2 正态 2 0.3

  

表 2    算例 1证据变量

Table 2    Evidence variable in Example 1

变量 取值范围 BPA

X1

[1.0,1.1] 0.3

[1.1,1.2] 0.3

[1.2,1.3] 0.4
 

采用本文方法计算不同阈值下的该极限状态

函数可靠度，计算结果见表 3。相应的CCBF和CCPF
曲线见图 4。

 
 

表 3    算例一可靠性分析结果

Table 3    Reliability analysis results of example 1

阈值 本文方法 IS 与IS相对误差/% MCS 与MCS相对误差/%

10.0 [1.371 8×10−4,0.000 9] [1.387 2×10−4,0.000 8] [−1.12,11.1] [1.362 0×10−4,0.000 8] [0.72,11.1]

10.2 [0.000 9,0.003 0] [0.000 8,0.003 2] [11.1,−6.67] [0.000 9,0.002 9] [0.00,6.66]

10.4 [0.001 3,0.007 9] [0.001 5,0.007 8] [−15.4,1.27] [0.001 3,0.007 7] [0.00,2.53]

10.6 [0.005 6,0.016 8] [0.005 2,0.016 7] [7.14,0.60] [0.005 5,0.016 6] [1.79,1.20]

10.8 [0.011 1,0.034 8] [0.010 5,0.034 6] [5.41,0.57] [0.010 9,0.034 2] [1.80,1.72]

11.0 [0.026 1,0.066 7] [0.025 8,0.064 8] [1.15,2.85] [0.024 5,0.061 7] [6.13,7.50]

11.2 [0.050 1,0.115 6] [0.048 7,0.115 1] [2.79,0.43] [0.048 1,0.114 6] [3.99,0.87]

11.4 [0.092 5,0.182 3] [0.090 1,0.180 8] [2.59,0.82] [0.090 2,0.181 0] [2.49,0.71]

11.6 [0.150 2,0.279 2] [0.152 0,0.276 6] [−1.19,0.93] [0.147 3,0.274 1] [1.97,1.86]

11.8 [0.237 4,0.381 7] [0.236 8,0.381 1] [0.25,0.16] [0.237 2,0.380 9] [0.08,0.21]

12.0 [0.335 0,0.499 4] [0.334 1,0.499 3] [0.27,0.02] [0.330 1,0.498 0] [1.48,0.28]

12.2 [0.442 7,0.611 3] [0.441 0,0.611 7] [0.38,−0.07] [0.442 7,0.611 0] [0.00,0.05]

12.4 [0.564 8,0.722 0] [0.563 2,0.721 9] [0.28,0.01] [0.561 5,0.720 5] [0.59,0.21]

12.6 [0.676 0,0.817 5] [0.676 2,0.816 0] [−0.03,0.18] [0.675 6,0.814 2] [0.06,0.49]

12.8 [0.771 0,0.880 2] [0.771 0,0.878 8] [0.00,0.16] [0.770 8,0.878 8] [0.02,0.16]

13.0 [0.849 0,0.929 7] [0.847 0,0.928 9] [0.24,0.09] [0.848 4,0.928 1] [0.23,0.17]

13.2 [0.908 1,0.968 5] [0.907 2,0.962 7] [0.10,0.60] [0.907 2,0.961 0] [0.10,0.78]

13.4 [0.948 4,0.978 7] [0.947 9,0.978 0] [0.05,0.07] [0.947 8,0.977 8] [0.06,0.09]

13.6 [0.971 2,0.989 8] [0.971 1,0.984 0] [0.01,0.59] [0.970 1,0.980 6] [0.11,0.94]

13.8 [0.986 5,0.995 5] [0.985 5,0.992 7] [0.10,0.28] [0.986 0,0.995 0] [0.05,0.05]

14.0 [0.995 9,0.998 7] [0.994 0,0.999 1] [0.19,−0.04] [0.993 9,0.997 8] [0.20,0.09]
 

103 5×105

107

表 3中还展示了基于蒙特卡罗模拟法（Monte

Carlo simulation，MCS）的传统证据 -概率混和可靠

性方法计算结果，以及文献 [17]中的方法结合重要

抽样方法 （importance  samplings， IS）的计算结果。

可以看出：本文方法与上述 2种方法的计算精度基

本吻合。在计算效率方面，本文方法调用极限状态

函数 次，IS调用极限函数 ，MCS调用极限

状态函数 次，本文方法显著提升了计算效率。

 4.2　五层弹性框架静载可靠性分析

ki (i = 1,2, · · · ,5)

考虑如图 5所示五层弹性框架静载结构 [2]。每

个层间刚度 是正态分布。

此框架结构的极限状态函数为

G = g (Θ) =
_
Y−max

1⩽i⩽5
{Yi (Θ)} （34）

_
Y式中： 表示地板能承受的位移的最大阈值。

Yi (Θ) i表示框架结构的第 层位移，可由平衡方
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程求解：

K (Θ)Y = F （35）

Y = [Y1,Y2, · · · ,Y5]T F

K (Θ)

式中： 表示地板的位移矢量； 表

示载荷矢量； 表示层间刚度，随机刚度矩阵由

式 (36)构成：

ki = µi (1+ΘiCi) , i = 1,2, · · · ,5 （36）

Θi, i = 1,2, · · · ,5 Ci

i C = 0.2

式中： 表示基本输入随机变量； 表

示第 个随机变量的变异系数，本文选取 。

F1 ∼ F5

F1 = 0.5×106 N F2 = F3 = F4 = 2F1 F5 = F1

横向作用在楼板上的静载荷 具体数值

为： ， ， 。

将五层框架结构中前三层的基本随机变量考

虑为概率分布并服从正态分布，具体分布参数见表 4。
将第 4层和第 5层的基本变量定义为证据变量，具

体数值见表 5。
5层框架结构可靠性分析结果见表 6，CCPF

和 CCBF曲线见图 6。
本文方法和 MCS以及 IS这 2种对比方法的计

算精度基本吻合，但是在计算效率方面，本文方法

103

107 5×105

调用极限状态函数 次，MCS调用极限状态函数

次，IS调用极限状态函数 ，本文方法显著

提升了计算效率。

 4.3　受非平稳随机激励的弹性薄板可靠性分析

考虑一个矩形薄板 [2] 受非平稳随机激励时可

靠性分析。矩形薄板的边界条件具有简支 (S)、固

支 (C)以及自由 (F)，具体见图 7。

Γ该问题的物理映射 如下：

Γ : ρh
∂2w (x,y, t)
∂t2

+ c
∂w (x,y, t)
∂t

+

D∇4w (x,y, t) = −ρhY (Θf , t) （37）

∇4 =
∂4

∂x4
+2

∂4

∂x2 ∂y2
+
∂4

∂y4 ρ

H w (x,y, t)

C = 2ρhζω ζ = 5%

ω Y (Θf , t)

式中：双调和算子 ； 为板

的体积密度； 为板的厚度；横向挠度为 ；板

的黏滞阻尼系数 ，其中， 表示板的

最大模态阻尼比； 表示板的最大固有频率；

为非平稳随机过程。

施加完全非平稳随机加速度激励可采用以下

时间调制函数：

f (t) = A
(
e−αt − e−βt

)
（38）

A = 4 α β = 2α式中：参数 、 =0.099 5和 。

非平稳随机加速度激励的功率谱密度公式为

S Y (t,ω) =| f (t) |2 ω4

ω4+ω4
h
·

1+4ω2ζ2
g (t)/ω2

g (t)(
1−ω2/ω2

g (t)
)2
+4ω2ζ2

g (t)/ω2
g (t)

S 0 （39）

S 0 = 1 ωn = 2

ζg (t) = 0.64

式中：强度因子  m2/s3，截止频率  rad/s；
地面阻尼比 。

谱的非平稳性由下式表示：

 

表 4    前 3层结构层间刚度概率分布以及统计特性

Table 4    Probability distribution and statistical

characteristics of interlayer stiffness of the first three story

frame structure

层数 均值/10−5 (kN·m−1) 变异系数

Θ1 3.8 0.2

Θ2 3.6 0.2

Θ3 3.4 0.2
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图 4    算例 1的 CCPF和 CCBF曲线

Fig. 4    CCPF and CCBF curves of Example 1

 

表 5    第 4、5层框架结构层间刚度不确定参数

Table 5    Uncertain parameters of interlayer stiffness of the

fourth and fifth story frame structure

层数 均值/10−5 (kN·m−1) 基本概率分配

Θ4

[3.0，3.2] 0.4

[3.2，3.4] 0.6

Θ5

[2.8，3.0] 0.4

[3.0，3.2] 0.6
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图 5    静载作用下的五层剪力式框架结构

Fig. 5    Five story shear frame structure under static load
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ωg (t) = ω0− (ω0−ωT )
t
T

（40）

T T = 25 ω0

ω0 = 39.4 ωT

ωT = 4.86

式中： 为随机激励的总持续时间，  s； 为初

始时刻的地面频率，  rad/s； 为持续时间

结束时地面频率，  rad/s。

完全非平稳激励通过使用基于随机函数的谱产生：

Y (Θf , t) = f (t)
N∑

K=0

√
S (ωK)∆ω·

[cos(ωK t)RK + sin(ωkt) QK] （41）

Rk Qk

Θf = [Θ1,Θ2]

式中： 和 表示一对正交随机变量，将其定义为

关于基本随机变量 ：

Rk = cos(kΘ1)+ sin(kΘ1) （42）

Qk = cos(kΘ2)+ sin(kΘ2) （43）

失效准则为板的横向挠度首次超过特定阈值，

极限状态函数可表示为

Z = g (Θ, t) = ω−max {ω (x,y, t)} （44）

x ∈ [0,a] ,y ∈ [0,b] a b ω
ω (x,y, t)

式中： ， 为板长， 为板宽； 为横

向挠度 的阈值。

将薄板的几何尺寸考虑为随机不确定性变量，

具体数据见表 7。

将薄板的弹性模量、泊松比和质量密度考虑为

 

表 6    5层框架结构可靠性分析结果

Table 6    Reliability analysis results of five story frame structure

最大位移阈值/m 本文方法 IS 与IS相对误差/% MCS 与MCS相对误差/%

0.022 [2.493 7×10−7,2.760 8×10−7] [2.378 4×10−7×10−7,2.723 1×10−7] [4.62,1.37] [2.359 6×10−7,2.680 8×10−7] [5.68,2.98]

0.024 [5.224 5×10−6,3.164 6×10−5] [5.222 6×10−6,3.124 6×10−5] [0.04,1.26] [5.211 6×10−6,3.095 6×10−5] [0.25,2.23]

0.026 [6.282 9×10−4,0.001 8] [6.235 8×10−4,0.001 8] [0.85,0.00] [6.126 8×10−4,0.001 6] [0.55,11.1]

0.028 [0.008 9,0.017 6] [0.007 9,0.016 9] [11.2,3.98] [0.008 1,0.016 6] [8.99,6.02]

0.030 [0.049 7,0.085 3] [0.047 8,0.084 6] [3.82,0.82] [0.045 8,0.083 1] [8.52,2.65]

0.032 [0.164 9,0.234 2] [0.162 3,0.228 1] [1.58,2.60] [0.162 7,0.222 2] [1.60,5.40]

0.034 [0.348 8,0.433 9] [0.346 4,0.415 6] [0.69,4.22] [0.343 7,0.433 7] [1.48,0.05]

0.036 [0.551 6,0.632 7] [0.554 2,0.636 6] [−0.47,−0.62] [0.556 3,0.638 5] [0.84,0.91]

0.038 [0.723 0,0.780 2] [0.723 1,0.790 1] [−0.01,−1.27] [0.731 9,0.791 4] [1.21,1.42]

0.040 [0.835 9,0.873 9] [0.856 0,0.888 8] [−2.40,−1.71] [0.850 4,0.886 8] [−1.73,−1.48]

0.042 [0.911 6,0.934 8] [0.910 5,0.941 2] [0.12,−0.68] [0.920 3,0.940 8] [−0.95,0.64]

0.044 [0.953 9,0.966 0] [0.957 2,0.966 6] [−0.35,−0.06] [0.958 3,0.969 3] [0.46,0.34]

0.046 [0.977 9,0.985 1] [0.978 5,0.984 6] [−0.06,0.05] [0.978 1,0.983 8] [0.06,0.13]

0.048 [0.991 8,0.994 4] [0.988 9,0.993 8] [0.29,0.06] [0.988 3,0.991 2] [0.35,0.32]

0.050 [0.996 2,0.996 9] [0.995 8,0.996 5] [0.04,0.04] [0.993 5,0.995 1] [0.27,0.18]

0.052 [0.997 7,0.998 3] [0.996 8,0.997 9] [0.09,0.04] [0.996 3,0.997 1] [0.14,0.12]

0.054 [0.999 0,0.999 2] [0.997 2,0.998 0] [0.18,0.12] [0.997 8,0.998 2] [0.12,0.10]

0.056 [0.999 3,0.999 4] [0.999 0,0.999 1] [0.03,0.03] [0.998 6,0.998 9] [0.10,0.05]

0.058 [0.999 5,0.999 6] [0.999 2,0.999 5] [0.03,0.01] [0.999 1,0.999 2] [0.04,0.04]

0.060 [0.999 7,0.999 8] [0.999 4,0.999 7] [0.03,0.01] [0.999 4,0.999 5] [0.03,0.03]

0.062 [0.999 8,0.999 9] [0.999 8,0.999 9] [0.00,0.00] [0.999 6,0.999 8] [0.02,0.01]
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证据不确定性变量，具体数据见表 8。
本文方法和 2种对比方法计算结果见表 9，计

算所得的 CCBF和 CCPF曲线如图 8所示。在计算

效率方面 ，本文方法极限状态函数调用次数为

103 106 2×105次，而基于MCS的传统方法为 次，IS为 ，

本文方法显著提升了计算效率。
 
 

表 9    薄板结构可靠性分析结果

Table 9    Reliability analysis results of the thin plate

横向挠度阈值/m 本文方法 IS 与IS相对误差/% MCS 与MCS相对误差/%

0.000 60 [0.002 4,0.003 6] [0.002 4,0.003 5] [0.00,2.78] [0.002 3,0.003 5] [4.17,2.78]

0.000 64 [0.023 0,0.026 0] [0.022 4,0.025 8] [2.61,0.77] [0.022 1,0.025 3] [3.91,2.70]

0.000 68 [0.091 0,0.117 0] [0.089 6,0.116 2] [1.54,0.68] [0.089 4,0.115 1] [1.79,1.62]

0.000 72 [0.227 0,0.278 1] [0.225 2,0.277 9] [0.79,0.07] [0.224 8,0.275 2] [0.97,1.04]

0.000 76 [0.415 8,0.455 9] [0.414 4,0.455 0] [0.34,0.20] [0.413 7,0.454 4] [0.51,0.33]

0.000 80 [0.617 9,0.649 0] [0.615 9,0.647 8] [0.32,0.18] [0.616 1,0.648 2] [0.17,0.12]

0.000 84 [0.771 0,0.786 0] [0.768 8,0.780 2] [0.29,0.75] [0.769 7,0.781 5] [0.17,0.57]

0.000 88 [0.863 9,0.879 1] [0.861 5,0.876 6] [0.28,0.28] [0.859 4,0.874 3] [0.47,0.42]

0.000 92 [0.926 0,0.939 0] [0.920 8,0.936 8] [0.56,0.23] [0.921 5,0.935 4] [0.49,0.38]

0.000 96 [0.968 0,0.974 0] [0.966 6,0.970 2] [0.14,0.39] [0.965 2,0.971 5] [0.29,0.35]

0.001 00 [0.985 0,0.989 9] [0.981 0,0.988 6] [0.41,0.13] [0.981 4,0.988 9] [0.37,0.10]

0.001 04 [0.992 0,0.994 8] [0.991 5,0.993 2] [0.05,0.16] [0.991 0,0.991 9] [0.10,0.29]

0.001 08 [0.993 5,0.996 4] [0.992 6,0.995 8] [0.09,0.06] [0.992 1,0.995 0] [0.14,0.14]

0.001 12 [0.994 6,0.998 0] [0.993 8,0.997 6] [0.08,0.04] [0.994 2,0.997 3] [0.04,0.07]

0.001 16 [0.997 9,0.999 9] [0.997 8,0.998 8] [0.01,0.11] [0.997 7,0.998 4] [0.02,0.15]

0.001 20 [0.999 2,0.999 9] [0.999 1,0.999 9] [0.01,0.00] [0.999 0,0.999 6] [0.02,0.03]
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图 8    薄板结构的 CCPF和 CCBF曲线

Fig. 8    CCPF and CCBF curves of the thin plate
 

 5　结　论

针对证据变量和随机变量同时存在的混合不

确定性问题，同时考虑复杂极限状态函数，提出了

一种新的证据-概率混合变量的结构可靠性分析方

法。首先采用证据理论的均匀化方法，将证据变量

转换成随机变量，进而采用直接概率积分法进行结

构可靠度分析。高效地解决了极限状态函数复杂

的混合变量可靠性分析问题。文中利用 3个算例

对所提方法进行了性能分析，可知：本文方法在满

足计算精度的同时，避免了直接计算可靠度的复杂

性，将嵌套计算进行解耦，很大程度上提高了计算

效率。本文方法为工程结构可靠性分析提供了一

种新的证据-概率混合可靠性分析方法。
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A mixed reliability analysis method based on direct probability integral
ZHU Qitao，LI Hongshuang*

(College of Aerospace Engineering，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing，210016，China)

Abstract： Based on the idea of direct probability integral, a mixed reliability analysis method is proposed for the
mixed  uncertainty  analysis  of  evidence  variables  and  random  variables  with  a  complex  limit  state  function.  The
proposed method starts with the probability interpretation of evidence theory, adopts the method of unifying evidence
variables  for  converting  evidence  variables  into  random  variables,  and  achieve  the  goal  of  unifying  two  types  of
uncertainty.  Then,  the  structural  reliability  analysis  is  carried  out  through  the  direct  probability  integral  method.
Finally, the performance of the proposed method is validated through three numerical examples. The results show that
compared  with  existing  methods,  the  proposed  method  greatly  improves  computational  efficiency  with  similar
computational accuracy.

Keywords： evidence theory；direct probability integral method；structure reliability analysis；mixed uncertainty；
randow variables
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