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摘要 本文研究 Borel状态空间的离散时间 Markov平均博弈.对报酬函数可以无界的一般情形,本文

用平均最优双不等式取代相应的 Shapley 方程, 提出比现有的几何遍历性条件更弱的新条件. 在此新

的条件下, 本文建立上述平均最优双不等式的可解性, 并由此证明平均博弈的值和 Nash 均衡策略的

存在性. 进而, 在较强的几何遍历性条件下, 用本文的最优双不等式, 证明 Shapley 方程的可解性. 最

后, 用电力系统与金融保险中的例子验证本文的条件, 阐明本文的结果.
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1 引言

众所周知, 双人非合作零和平均随机博弈已被广泛研究. 为证明平均零和随机博弈 Nash 均衡策

略的存在性, 平均 Shapley 方程起着关键作用. 例如, 文献 [12, 14, 15, 21, 28]、[5–8]、[13, 16, 22, 24, 27]

和 [3, 9, 29] 分别对离散时间随机折扣与平均博弈、连续时间折扣与平均博弈、半 Markov 折扣博弈

以及随机微分博弈的相应 Shapley 方程展开了大量研究. 本文致力于离散时间随机平均博弈的研究,

以下仅对离散时间随机平均博弈的相关工作加以简述. 在 20 世纪 80 年代, Mertens 和 Neyman [17]

对有限状态和有限行动的离散时间折扣与平均博弈, 证明了相应博弈的值和 Nash 均衡策略的存在

性. 然而, Puterman [25] 用例子表明, 当状态空间为可数无限时, 离散时间平均博弈的 Nash 均衡策略

可能不存在. 为此, 许多学者致力于离散时间平均博弈 Nash 均衡策略存在性条件的研究. 例如, 文献

[1,2,4,6,17,20,26] 对随机博弈模型中的状态空间、行动空间、报酬函数或转移概率等需要的条件进行

了广泛探讨, 其中, 文献 [1, 4, 20] 关于可数状态离散时间平均博弈的研究需要 w- 几何遍历性条件, 且

文献 [20] 中的主要结果还需要比 w- 几何遍历性更强的条件. 另外, Borkar 和 Ghosh [2] 在 Liapunov
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稳定性条件下, 对于可数状态离散时间的多人非零和平均博弈, 不仅证明了 Nash 均衡策略的存在性,

而且还证明了双人零和博弈的值和 Nash 均衡策略的存在性, 但其所用的 Liapunov 稳定性条件本质

上等价于 w- 几何遍历性. Sennott [26] 对状态空间可数的离散时间平均博弈, 在有限行动和非负报酬

的情形下, 证明了平均 Shapley 方程的解与平均 Nash 均衡策略的存在性. 特别地, 为证明 Shapley 方

程解的存在性, 文献 [12, 14, 15, 21] 需要相应的齐次 Markov 过程满足一致几何遍历性和一致 λ- 不可

约性. 此外, 基于折扣博弈值的相对差, 文献 [28]提出了新的比一致几何遍历性更弱的条件下, 确立了

平均 Shapley 方程的可解性, 证明了平均博弈的值和 Nash 均衡策略的存在性, 但其讨论仍需要状态

空间可数的条件. 然而, 有大量博弈模型中的状态空间是不可数的, 例如以电量为状态的电力系统中

电能供给的博弈模型, 以资产为状态的保险与再保险博弈模型, 其状态空间均是不可数的. 源于若干

现实问题的驱动, 本文致力于一般状态随机平均博弈的研究. 本文不仅将文献 [28] 的结果拓展到一般

状态空间的情形, 而且用平均最优双不等式取代文献 [12, 14, 15, 21] 中的 Shapley 方程, 还基于折扣博

弈值的相对差,提出了比文献 [12,14,15,21]中几何遍历性和一致 λ-不可约性更弱的新条件.在此新的

条件下, 本文建立上述平均最优双不等式的可解性, 并由此证明平均博弈的值和 Nash 均衡策略的存

在性. 进而, 在标准的几何遍历性条件下, 不同于文献 [12] 的证明方法, 利用本文的最优双不等式, 更

简洁地证明了 Shapley 方程的可解性. 最后, 应用电力系统与金融保险中的例子验证本文的条件, 并

阐明本文条件与以往相应条件的不同之处.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍离散时间随机博弈模型和基本概念. 第 3节提出新的最优

性条件,并证明平均博弈的值和 Nash均衡策略的存在性. 第 4节在几何遍历性条件下,通过本文的平

均最优双不等式, 建立平均 Shapley 方程. 第 5 节用两个应用例子阐明本文条件的优越性.

2 离散时间双人零和随机博弈模型

离散时间双人零和随机博弈模型如下:

{X,A,B,A(x), B(x), Q, r},

其中

• X 表示状态空间, 假定是一个 Borel 空间;

• A 和 B 分别为玩家 1 和 2 的 Borel 行动空间;

• A(x) ⊆ A 和 B(x) ⊆ B 分别表示玩家 1 和 2 在状态 x 处的允许行动集, 假设均为紧的;

• Q 为给定 K 于 X 上的随机核, 其中 K := {(x, a, b) | x ∈ X, a ∈ A(x), b ∈ B(x)} 为 Borel 空间;

• r(x, a, b) 为实值可测函数, 表示玩家 1 的单阶段报酬, 即为玩家 2 支付给玩家 1 的费用;

• 对给定的 x ∈ X, r(x, a, b) 关于 (a, b) 在 A(x)×B(x) 上连续.

该离散时间零和博弈的演化过程,可简述如下: 假设系统在初始时间 0时处于状态 x0 ∈ X,玩家 1

和 2 根据系统目前状态 x0, 分别独立地选择行动 a0 ∈ A(x0) 和 b0 ∈ B(x0). 作为该行动的选择的结

果, 会发生以下事件: (1) 玩家 1 获得报酬 r(x0, a0, b0) (即玩家 2 支付给玩家 1 的费用); (2) 系统以概

率 Q(x1 | x0, a0, b0) 转移到新的状态 x1. 根据新的当前状态 x1 及状态与行动历史 x0, a0 和 b0, 玩家

们各自采取新的行动 a1 ∈ A(x1)和 b1 ∈ B(x1). 玩家 1 获得新的报酬 r(x1, a1, b1). 如此过程的不断演

变, 直至时刻 n, 得到可允许的历史

hn = (x0, a0, b0, . . . , xn−1, an−1, bn−1, xn),
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其中 (xm, am, bm) ∈ K, m = 0, 1, . . . , n − 1, xn ∈ X, hn 称为第 n 阶段的博弈历史. 在此博弈过程中,

玩家 1 希望最大化其报酬. 自然地, 玩家 2 需要最小化其成本.

为准确定义相应的优化准则, 需要给出策略的定义. 为此, 令 H0 := X,

Hn := Kn ×X = K×Hn−1, ∀n = 1, . . .

定义 2.1 称序列 π1 = {π1
n} 为玩家 1 的策略, 如果其中 π1

n 为给定 Hn 下于 A 上的随机核, 且

满足

π1
n(A(xn) | hn) = 1(hn ∈ Hn, n = 0, 1, . . .).

用 Π1 表示玩家 1 所有策略构成的集合.

令 Φ1 表示给定 X 下在 A 上且满足 φ(A(x) | x) = 1, ∀x ∈ X 的随机核 φ 组成的集合.

策略 π1 = {π1
n} ∈ Π1 称为平稳的, 如果存在 φ ∈ Φ1, 使得

π1
n(· | hn) = φ(· | xn), ∀hn ∈ Hn, n = 0, 1, . . .

记 ΠS1 为玩家 1 的所有平稳策略族.

相应地, 用 B(x) 和 B 分别代替 A(x) 和 A, 可以定义玩家 2 的策略 π2 = {π2
n}、平稳策略 ψ、策

略族 Π2 和平稳策略族 ΠS2 . 显然有 ΠSi ⊂ Πi, i = 1, 2.

用 B(E) 表示给定集合 E 的对应 Borel σ- 代数. 对于任意随机策略对 (π1, π2) ∈ Π1 × Π2 和 X

上的任意概率测度 ν, 根据 Ionescu-Tulcea 定理 (参见文献 [10, 附录 C 中的命题 C.10 和注记 C.11]),

存在唯一的概率测度空间 (Ω,F , Pπ1,π2

ν ) 及其上的随机过程 {xn, an, bn}, 使得对于任意 G ∈ B(X),

C ∈ B(A), D ∈ B(B), n > 0, 都有

Pπ
1,π2

ν (x0 ∈ G) = ν(G),

Pπ
1,π2

ν (xn+1 ∈ G | x0, a0, b0, . . . , xn, an, bn) = Q(G | xn, an, bn),

Pπ
1,π2

ν (an ∈ C, bn ∈ D | x0, a0, b0, . . . , xn) = π1
n(C | x0, a0, b0, . . . , xn)π2

n(D | x0, a0, b0, . . . , xn).

(2.1)

相应于 Pπ
1,π2

ν 的期望算子记为 Eπ
1,π2

ν . 特别地, 当 ν(·) 为集中于 x ∈ X 的 Dirac 测度时, Pπ
1,π2

ν 和

Eπ
1,π2

ν 可分别记为 Pπ
1,π2

x 和 Eπ
1,π2

x .

此外, 用 P(E) 表示 Borel 集合 E 上的所有概率测度族, 对于任意 G ∈ B(X) 以及概率测度

φ ∈ P(A(x)) 和 ψ ∈ P(B(x)), 对于报酬函数 r 和随机核 Q, 定义

r(x, φ, ψ) :=

∫
A(x)

∫
B(x)

r(x, a, b)ψ(db)φ(da),

Q(G | x, φ, ψ) :=
∫
A(x)

∫
B(x)

Q(G | x, a, b)ψ(db)φ(da),

且对于任意 (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , x ∈ X, n = 1, . . ., 可以定义

Qn(G | x, π1, π2) := Pπ
1,π2

x (xn ∈ G), r(x, π1, π2) := r(x, π1(· | x), π2(· | x)).

特别地,

Q(G | x, π1, π2) := Q1(G | x, π1(· | x), π2(· | x)).

当 n = 0 时, 令 Q0(G | x, π1, π2) = 1G(x), 其中 1G(x) 表示 G 上的示性函数.
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下面给出平均准则的定义.

给定初始状态 x ∈ X 以及策略对 (π1, π2) ∈ Π1 ×Π2, 其 n 步期望准则定义为

Jn(x, π
1, π2) := Eπ

1,π2

x

[ n−1∑
t=0

r(xt, at, bt)

]
, ∀n > 1,

(长期期望) 平均准则定义为 J(x, π1, π2) := lim infn→∞
Jn(x,π

1,π2)
n .

进而, 分别定义平均准则的下值和上值 (函数):

J(x) := sup
π1∈Π1

inf
π2∈Π2

J(x, π1, π2), J(x) := inf
π2∈Π2

sup
π1∈Π1

J(x, π1, π2),

显然 J(x) 6 J(x). 若对于任意 x ∈ X, 都有 J(x) = J(x), 则称这个共同的值为平均准则下博弈的值,

记为 J(x). 在此基础上, 定义玩家的 Nash 均衡策略.

定义 2.2 设平均准则下博弈的值 J(x) 存在, 若策略 π1
∗ ∈ Π1 满足

inf
π2∈Π2

J(x, π1
∗, π

2) = J(x), ∀x ∈ X,

则称 π1
∗ 为玩家 1 在平均准则下的最优策略. 类似地, 若策略 π2

∗ ∈ Π2 满足

sup
π1∈Π1

J(x, π1, π2
∗) = J(x), ∀x ∈ X,

则称 π2
∗ 为玩家 2在平均准则下的最优策略.若 πi∗ ∈ Πi 为玩家 i (i = 1, 2)平均准则下的最优策略,则

称 (π1
∗, π

2
∗) 为平均准则下的 Nash 均衡策略 (以下简称为平均 Nash 均衡策略) .

本文的目标是给出平均 Nash 均衡策略新的存在性条件.

3 平均最优双不等式和 Nash 均衡策略的存在性

本节建立平均最优双不等式, 提出新的 Nash 均衡策略的存在性条件. 为此, 引入以下记号: 对于

任意 Borel-可测函数 (权函数) w : X 7→ [1,+∞),称 X 上的实值可测函数 v 是 w-有界的,若其 w-范

数 ∥v∥w := supx∈X
|v(x)|
w(x) 是有限的. 记 Bw(X) 为 X 上所有实值 w- 有界可测函数 u 组成的赋范线性

空间. 此外, 记 B(X) 为 X 上所有实值有界可测函数构成的 Banach 空间.

在给出本文的最优性条件之前, 需要折扣博弈的若干结论. 为此, 对于任意状态 x ∈ X、策略对

(π1, π2) ∈ Π1 ×Π2 和折扣因子 α ∈ (0, 1), 在一定的条件下, 定义 α- 折扣准则为

Vα(x, π
1, π2) := Eπ

1,π2

x

[ ∞∑
t=0

αtr(xt, at, bt)

]
.

类似平均准则, 可定义折扣准则的下值和上值分别为

Vα(x) := sup
π1∈Π1

inf
π2∈Π2

Vα(x, π
1, π2), Vα(x) := inf

π2∈Π2

sup
π1∈Π1

Vα(x, π
1, π2).

显然,

Vα(x) 6 Vα(x), ∀x ∈ X.

若 Vα(x) = Vα(x), 则称此共同值为 α- 折扣博弈的值, 记为 Vα(x).

为了建立 α- 折扣 Shapley 方程, 证明 α- 折扣博弈值的存在性, 本文引入以下条件.
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假设 3.1 对任给定 x ∈ X, u ∈ B(X),
∫
X
u(y)Q(dy | x, a, b) 关于 (a, b) 在 A(x)×B(x) 上连续.

假设 3.2 存在正常数 L、γ < 1 和 η, 以及定义于 X 上的可测函数 w1 > 1, 使得

(a) |r(x, a, b)| 6 Lw1(x), ∀ (x, a, b) ∈ K;

(b)
∫
X
w1(y)Q(dy | x, a, b) 6 γw1(x) + η, ∀ (x, a, b) ∈ K.

引理 3.1 在假设 3.1和 3.2条件下, 对于任意 x ∈ X, α-折扣博弈的值 Vα(x)存在, 且存在平稳

策略对 (π1
α, π

2
α) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 使得对所有的 x ∈ X, 有

Vα(x, π
1
α, π

2
α) = Vα(x) = r(x, π1

α, π
2
α) + α

∫
X

Vα(y)Q(dy | x, π1
α, π

2
α)

= min
ψ∈P(B(x))

[
r(x, π1

α, ψ) + α

∫
X

Vα(y)Q(dy | x, π1
α, ψ)

]
= max
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, π2

α) + α

∫
X

Vα(y)Q(dy | x, φ, π2
α)

]
. (3.1)

证明 在本文的条件下, 用文献 [28, 引理 3.2] 和 [10] 中的证明方法, 易知上述结论成立.

基于 α- 折扣博弈的结果, 下面给出关于平均准则博弈的值和 Nash 均衡策略存在的新条件.

假设 3.3 存在某个状态 x0 ∈ X, 令 hα(x) := Vα(x)− Vα(x0). 假设存在 Bw1(X) 中两个函数 v1

和 v2, 使得

v1(x) 6 hα(x) 6 v2(x), ∀x ∈ X, α > γ.

注 3.1 (a) 假设 3.3 不需要文献 [12, 14, 15, 21] 中要求状态过程 {xn} 满足一致几何遍历性和一
致 λ- 不可约性. 在此条件下, 也可以证明平均博弈的值和 Nash 均衡策略存在 (见定理 3.1).

(b)假设 3.3既是文献 [28]中假设 C向一般状态空间的拓展,又是离散时间 Markov决策过程 [10]

相应假设的延伸.

(c) 假设 3.3 中的函数 v1 和 v2 均可能无界, 因此函数 hα(x) 也可能既无上界也无下界. 此外, 该

假设也不要求函数族 {hα(·), α > 0} 满足等度连续性.

(d)下文给出的命题 4.1将证明几何遍历性是假设 3.3的充分条件,从而说明假设 3.3是常用几何

遍历性 [12, 14,15,21] 的拓展.

为叙述本节的主要定理, 需要下面引理.

引理 3.2 在假设 3.1 和 3.2 下, 有如下结论成立:

(1) 对于任意给定 (π1, π2) ∈ Π1 ×Π2, 若存在常数 ρ∗ 和 h ∈ Bw1(X), 使得对于任意 x ∈ X, 都有

ρ∗ + h(x) > (6)r(x, π1
t , π

2
t ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, π1
t , π

2
t ), ∀ t = 0, 1, . . . ,

则 ρ∗ > (6)J(x, π1, π2), ∀x ∈ X;

(2) 对于任意给定 (π1, π2) ∈ ΠS1 × ΠS2 , 若存在常数 ρ∗ 和 h ∈ Bw1(X), 使得对于任意 x ∈ X, 都

满足

ρ∗ + h(x) = r(x, π1
t , π

2
t ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, π1
t , π

2
t ), ∀ t = 0, 1, . . . , (3.2)

则 ρ∗ = J(x, π1, π2), ∀x ∈ X.

证明 由文献 [10, 引理 5.2.5] 可知结论成立.

应用以上引理, 下面给出本节的主要结论.
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定理 3.1 在假设 3.1–3.3 条件下, 如下结论成立:

(1) 存在常数 ρ∗ 和函数 h1, h2 ∈ Bw1(X), 使得以下平均最优双不等式成立:

ρ∗ + h1(x) > inf
ψ∈P(B(x))

sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]
, ∀x ∈ X, (3.3)

ρ∗ + h2(x) 6 sup
φ∈P(A(x))

inf
ψ∈P(B(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h2(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]
, ∀x ∈ X; (3.4)

(2) 存在平稳策略对 (π1
∗, π

2
∗) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 使得

ρ∗ + h1(x) > r(x, π1
∗, π

2
∗) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, π1
∗, π

2
∗), ∀x ∈ X, (3.5)

ρ∗ + h2(x) 6 r(x, π1
∗, π

2
∗) +

∫
X

h2(y)Q(dy | x, π1
∗, π

2
∗), ∀x ∈ X; (3.6)

(3) 对于任意 x ∈ X, 都有 ρ∗ = J(x) = J(x) = J(x), 这意味着 ρ∗ 为博弈在平均准则下的值.

(4) (2) 中的 (π1
∗, π

2
∗) 为平均 Nash 均衡策略.

证明 (1) 在假设 3.1 和 3.2 条件下, 对于任意 x0 = x ∈ X 及策略对 (π1, π2) ∈ Π1 ×Π2, 都有

|Vα(x, π1, π2)| 6 L
∞∑
t=0

αtEπ
1,π2

x [w1(xt)]

6 L
∞∑
t=0

αt
[
γtω1(x) +

1− γt

1− γ
η

]
(3.7)

6 Lw1(x)

1− αγ
+

Lη

(1− γ)(1− α)
, (3.8)

其中不等式 (3.7)可由归纳法证明. 进而,选取折扣因子序列 {α(m)},满足 α(m) ↑ 1. 由 (3.8)及引理 3.1

可知 {(1− α(m))Vα(m)(x0)} 有界. 故存在子列 {α(n)} 和常数 ρ∗, 其中 α(n) ↑ 1, 使得

lim
n→∞

(1− α(n))Vα(n)(x0) = ρ∗.

对任给的 x ∈ X, 令

h1(x) := lim inf
n→∞

hα(n)(x) = lim
n→∞

Hn(x),

其中 Hn(x) := infk>n{hα(k)(x)}. 由引理 3.1 及 (3.1) 可以推导出

(1− α)Vα(x0) + hα(x) = max
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, π2

α) + α

∫
X

hα(y)Q(dy | x, φ, π2
α)

]
> r(x, φ, π2

α) + α

∫
X

hα(y)Q(dy | x, φ, π2
α), ∀φ ∈ P(A(x)). (3.9)

因为 P(B(x)) 是紧的, 故在 {π2
α(n)(x)} 中存在子列 {π2

α(nx
k)
(x)}, 使得 π2

α(nx
k)
(x) → ψ′(x) (k → ∞), 且

ψ′(x) ∈ P(B(x)). 由于序列 {Hnx
k
(x)} 收敛, 所以有

lim
k→∞

Hnx
k
(x) = h1(x).

再根据假设 3.3, 对所有的 nxk > 1, 都有

∥hα(nx
k)
∥w1 6 ∥v1∥w1 + ∥v2∥w1 .
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因此, 将 (3.9) 的 π2
α 替换为 π2

α(nx
k)
, 应用 r(x, ·, ·) 的连续性以及文献 [11] 推广的 Fatou 引理 8.3.7,

可得

ρ∗ + h1(x) > lim inf
k→∞

[
r(x, φ, π2

α(nx
k)
(x)) + α(nxk)

∫
X

hα(nx
k)
(y)Q(dy | x, φ, π2

α(nx
k)
(x))

]
> r(x, φ, ψ′(x)) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, ψ′(x)), ∀φ ∈ P(A(x)), x ∈ X.

由 φ 的任意性, 可得

ρ∗ + h1(x) > sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ′(x)) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, ψ′(x))

]
, ∀x ∈ X.

这便证明了 (3.3). 为证明 (3.4), 仅需要令 h2(x) := lim supn→∞ hα(n)(x), 并同理证明即可.

(2) 根据 (3.3) 和文献 [19] 的可测选择定理, 存在平稳策略对 π2
∗ ∈ ΠS2 , 使得

ρ∗ + h1(x) > inf
ψ∈P(B(x))

sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]

= sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, π2

∗) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, π2
∗)

]
> r(x, φ, π2

∗) +

∫
X

h1(y)Q(dy | x, φ, π2
∗), ∀x ∈ X, φ ∈ P(A(x)). (3.10)

同理可知, 存在平稳策略对 π1
∗ ∈ ΠS1 , 使得

ρ∗ + h2(x) 6 r(x, π1
∗, ψ) +

∫
X

h2(y)Q(dy | x, π1
∗, ψ), ∀x ∈ X, ψ ∈ P(B(x)).

由此可得 (3.5) 和 (3.6).

(3) 根据 (3.10) 和引理 3.2, 有

ρ∗ > J(x, π1, π2
∗), ∀π1 ∈ Π1, (3.11)

由 π1 的任意性, 可得

ρ∗ > sup
π1∈Π1

J(x, π1, π2
∗),

于是有

ρ∗ > inf
π2∈Π2

sup
π1∈Π1

J(x, π1, π2
∗) = J(x).

同理可证 ρ∗ 6 J(x), 显然有 J(x) 6 J(x), 这便证明了 ρ∗ = J(x) = J(x) = J(x).

(4) 根据 (3.11) 和定理 3.1(3), 可得 π2
∗ 为玩家 2 在平均准则下的最优平稳策略, 同理可证 π1

∗ 为

玩家 1 在平均准则下的最优平稳策略, 即 (π1
∗, π

2
∗) 为平均准则下的平稳 Nash 均衡策略.

注 3.2 定理 3.1 确立了平均博弈的值和 Nash 均衡策略的存在性, 但其假设条件比一致几何遍

历性更弱, 且不需要文献 [12,14,15,21] 中要求的 λ- 不可约性. 此外, 定理 3.1 也将文献 [28] 中可数状

态空间的主要结果拓展到更一般的 Borel 状态空间情形.
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4 平均 Shapley 方程

本节引入几何遍历性条件, 并应用前面建立的平均最优双不等式, 建立平均 Shapley 方程. 在前

面的假设条件下, 本文已经得到平均博弈的值和 Nash 均衡策略存在性, 但仅建立平均最优双不等式

((3.3) 和 (3.4)), 而没得到平均 Shapley 方程 (4.6). 要建立平均 Shapley 方程, 则需要增加条件, 见如

下假设 4.1 和 4.2 (参见文献 [12, 注 5.5 及假设 5.7]).

假设 4.1 (w1- 几何遍历性条件) 存在正常数 θ < 1 和 M , 使得对每一对平稳策略 (π1, π2)

∈ ΠS1 ×ΠS2 , 存在概率分布 µπ1,π2 ∈ P(X), 使得对所有的 x ∈ X, n = 0, 1, . . . , 以及 u ∈ Bw1(X), 有∣∣∣∣ ∫
X

u(y)Qn(dy | x, π1, π2)−
∫
X

u(y)µπ1,π2(dy)

∣∣∣∣ 6 w1(x)∥u∥w1Mθn. (4.1)

命题 4.1 在假设 3.1 和 3.2 的条件下, 假设 4.1 蕴涵假设 3.3.

证明 由 |r(x, a, b)| 6 Lw1(x) 可知 r(·, π1
α, π

2
α) ∈ Bw1(X). 根据引理 3.1 和 (4.1), 对于任意

x, x0 ∈ X, 都有

|Vα(x)− Vα(x0)| =
∣∣∣∣Eπ1

α,π
2
α

x

[ ∞∑
t=0

αtr(xt, at, bt)

]
− E

π1
α,π

2
α

x0

[ ∞∑
t=0

αtr(xt, at, bt)

]∣∣∣∣
=

∞∑
t=0

αt
∣∣∣∣ ∫
X

r(y, π1
α, π

2
α)Q

t(dy | x, π1
α, π

2
α)−

∫
X

r(y, π1
α, π

2
α)Q

t(dy | x0, π1
α, π

2
α)

∣∣∣∣
6

∞∑
t=0

αt
[∣∣∣∣ ∫

X

r(y, π1
α, π

2
α)Q

t(dy | x, π1
α, π

2
α)−

∫
X

r(y, π1
α, π

2
α)µπ1

α,π
2
α
(dy)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫
X

r(y, π1
α, π

2
α)Q

t(dy | x0, π1
α, π

2
α)−

∫
X

r(y, π1
α, π

2
α)µπ1

α,π
2
α
(dy)

∣∣∣∣]
6 [w1(x) + w1(x0)]∥r∥w1M

∞∑
t=0

αtθt

6 ∥r∥w1M

1− θ
[1 + w1(x0)]w1(x) =: v2(x), ∀α ∈ (0, 1),

然后令 v1(x) := −v2(x), 可知假设 3.3 成立.

下面给出假设 4.1 成立的充分条件.

命题 4.2 假设对任给的平稳策略对 (π1, π2) ∈ ΠS1 × ΠS2 , 随机核 Q(· | ·, π1, π2) 存在唯一的不

变概率分布 µπ1,π2 . 此外, 存在权函数 w1 > 1、概率测度 ν ∈ P(X)、正数 ε 和 γ < 1, 使对所有的

(π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 有相应的可测函数 0 6 lπ1,π2(·) 6 1, 使得以下条件成立:

(a) Q(B | x, π1, π2) > lπ1,π2(x)ν(B), ∀x ∈ X, B ∈ B(X);

(b) ν(lπ1,π2) :=
∫
X
lπ1,π2(x)ν(dx) > ε;

(c) ν(w1) :=
∫
X
w1(x)ν(dx) <∞;

(d)
∫
X
w1(y)Q(dy | x, π1, π2) 6 γw1(x) + lπ1,π2(x)ν(w1), ∀x ∈ X.

则存在常数 M 和 0 < θ < 1, 使得 (4.1) 成立.

证明 证明可参见文献 [11, 命题 10.2.5].

假设 4.2 在 X 上存在 σ- 有限的测度 ν 和恒正的密度函数 g(x, a, b, ·), 使得

Q(D | x, a, b) =
∫
D

g(x, a, b, y)ν(dy),
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对所有的 D ∈ B(X) 和 (x, a, b) ∈ K 都成立.

注 4.1 (1) 假设 4.1 和 4.2 将用于确立平均 Shapley 方程 (见定理 4.1 的证明). 不过, 本文证明

平均博弈的值和 Nash 均衡策略存在性时不需要用到这两个假设.

(2) 假设 4.2 蕴涵转移概率

Q(· | ·, π1, π2)(π1, π2 ∈ Π1 ×Π2)

是 ν- 不可约的.

引理 4.1 在假设 3.2 和 4.1 条件下, 对所有 (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 如下结论成立:

(1) 令 j(π1, π2) :=
∫
X
r(y, π1, π2)µπ1,π2(dy), 则

j(π1, π2) = lim
n→∞

Jn(x, π
1, π2)

n
= J(x, π1, π2), ∀x ∈ X. (4.2)

记 hπ1,π2(x) := limn→∞[Jn(x, π
1, π2)− nj(π1, π2)], 则 hπ1,π2 ∈ Bw1

(X) 且其 w1- 范数满足

∥hπ1,π2∥w1 6 LM

1− θ
, ∀ (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , (4.3)

其中 L 来自假设 3.2(a), M 和 θ 源于假设 4.1.

(2) 二元组 (j(π1, π2), hπ1,π2) ∈ R× Bw1(X) 满足 Poisson 方程, 即

j(π1, π2) + hπ1,π2(x) = r(x, π1, π2) +

∫
X

hπ1,π2(y)Q(dy | x, π1, π2), ∀x ∈ X (4.4)

且
∫
X
hπ1,π2(y)µπ1,π2(dy) = 0.

证明 (1) 对所有的 n = 1, . . . 和 x ∈ X 及任给 (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 由假设 4.1 可得

|Jn(x, π1, π2)− nj(π1, π2)| =
∣∣∣∣ n−1∑
t=0

[Eπ
1,π2

x r(xt, π
1, π2)− j(π1, π2)]

∣∣∣∣
6
n−1∑
t=0

∣∣∣∣ ∫
X

r(y, π1, π2)Qt(dy | x, π1, π2)− j(π1, π2)

∣∣∣∣
6
n−1∑
t=0

w1(x)∥r∥w1Mθt

6 w1(x)∥r∥w1M

1− θ

6 w1(x)LM

1− θ
. (4.5)

由 (4.5) 即可证明 (4.2) 和 (4.3).

(2) 由文献 [11] 中的定理 7.5.10(e) 或者定理 10.2.3(d) 即知引理 4.1(2) 也成立.

引理 4.2 在假设 4.2 下, 对所有的 (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 有如下结论:

(1) ν 和不变概率测度 µπ1,π2 相互等价;

(2) 对所有的 D ∈ B(X), 若 µπ1,π2(D) = 0, 则 Q(D | x, a, b) = 0, ∀ (x, a, b) ∈ K.

证明 (1) 根据假设 4.2, 若 ν(D) = 0, 则

Q(D | x, a, b) =
∫
D

g(x, a, b, y)ν(dy) = 0, ∀ (x, a, b) ∈ K.
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由于 µπ1,π2 是不变概率测度, 所以有

µπ1,π2(D) =

∫
X

Q(D | x, π1, π2)µπ1,π2(dy) = 0,

即 µπ1,π2 ≪ ν.

另外,根据注 4.1(2),可以发现转移概率 Q(· | x, π1, π2)是 ν-不可约的. 再根据文献 [23,定理 7.2],

有 ν ≪ µπ1,π2 . 这便证明了 ν 和 µπ1,π2 相互等价.

(2) 根据 (1), 若 µπ1,π2(D) = 0, 则 ν(D) = 0. 结合假设 4.2 可得 Q(D | x, a, b) = 0.

下面利用已建立的最优双不等式来推导平均 Shapley 方程, 与文献 [12] 中的方法不同.

定理 4.1 在假设 3.1、3.2、4.1 和 4.2 的条件下, 以下结论成立.

(1) 存在常数 ρ∗ 和可测函数 h(x), 使得以下 Shapley 方程成立:

ρ∗ + h(x) = inf
ψ∈P(B(x))

sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]

(4.6)

= sup
φ∈P(A(x))

inf
ψ∈P(B(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]
, ∀x ∈ X; (4.7)

(2) 存在平稳策略对 (π1
∗, π

2
∗) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 使得

ρ∗ + h(x) = r(x, π1
∗, π

2
∗) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, π1
∗, π

2
∗), ∀x ∈ X; (4.8)

(3) (2) 中的 (π1
∗, π

2
∗) 为平均 Nash 均衡策略.

证明 (1) 由定理 3.1 及命题 4.1 可知, 存在常数 ρ∗ 和 Nash 均衡策略 (π1
∗, π

2
∗) ∈ ΠS1 × ΠS2 , 使得

(引理 4.1) j(π1
∗, π

2
∗) = ρ∗, 且 (j(π1

∗, π
2
∗), hπ1

∗,π
2
∗
) 满足 Poisson 方程, 即

j(π1
∗, π

2
∗) + hπ1

∗,π
2
∗
(x) = r(x, π1

∗, π
2
∗) +

∫
X

hπ1
∗,π

2
∗
(y)Q(dy | x, π1

∗, π
2
∗), ∀x ∈ X. (4.9)

将 (3.5) 与 (4.9) 相减, 可得

h1(x)− hπ1
∗,π

2
∗
(x) >

∫
X

[h1(y)− hπ1
∗,π

2
∗
(y)]Q(dy | x, π1

∗, π
2
∗)

>
∫
X

[h1(y)− hπ1
∗,π

2
∗
(y)]Qn(dy | x, π1

∗, π
2
∗), ∀x ∈ X, n = 1, 2, . . .

然后令 n→ ∞, 结合 (4.1), 有

h1(x)− hπ1
∗,π

2
∗
(x) >

∫
X

[h1(y)− hπ1
∗,π

2
∗
(y)]µπ1

∗,π
2
∗
(dy), ∀x ∈ X.

此时, 取 k1 = infx∈X [h1(x)− hπ1
∗,π

2
∗
(x)], 则有

h1(x)− hπ1
∗,π

2
∗
(x) >

∫
X

[h1(y)− hπ1
∗,π

2
∗
(y)]µπ1

∗,π
2
∗
(dy) > k1, ∀x ∈ X.

这意味着存在 Borel 集 D1 ⊂ X 且满足 µπ1
∗,π

2
∗
(D1) = 1, 使得

h1(x) = hπ1
∗,π

2
∗
(x) + k1, ∀x ∈ D1. (4.10)
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同理, 将 (3.6) 与 (4.9) 相减, 可得存在 Borel 集 D2 ⊂ X 且满足 µπ1
∗,π

2
∗
(D2) = 1, 使得

h2(x) = hπ1
∗,π

2
∗
(x) + k2, ∀x ∈ D2,

其中

k2 = sup
x∈X

[h2(x)− hπ1
∗,π

2
∗
(x)].

此时, 令 D = D1 ∩D2, 则有 µπ1
∗,π

2
∗
(D) = 1, 从而对于任意 x ∈ D, 由 (3.3) 及引理 4.2 可得

ρ∗ + hπ1
∗,π

2
∗
(x) > inf

ψ∈P(B(x))
sup

φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

hπ1
∗,π

2
∗
(y)Q(dy | x, φ, ψ)

]
, ∀x ∈ D.

同理, 由 (3.4) 及引理 4.2 可得

ρ∗ + hπ1
∗,π

2
∗
(x) 6 sup

φ∈P(A(x))

inf
ψ∈P(B(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

hπ1
∗,π

2
∗
(y)Q(dy | x, φ, ψ)

]
, ∀x ∈ D.

这便证明了

ρ∗ + hπ1
∗,π

2
∗
(x) = inf

ψ∈P(B(x))
sup

φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

hπ1
∗,π

2
∗
(y)Q(dy | x, φ, ψ)

]
= sup
φ∈P(A(x))

inf
ψ∈P(B(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

hπ1
∗,π

2
∗
(y)Q(dy | x, φ, ψ)

]
, ∀x ∈ D. (4.11)

接下来, 定义函数 h 如下:

h(x) :=

hπ1
∗,π

2
∗
(x), x ∈ D,

infψ∈P(B(x)) supφ∈P(A(x)) r(x, φ, ψ)− ρ∗, x ∈ Dc.

由于 µπ1
∗,π

2
∗
(Dc) = 0, 根据引理 4.2(2), 有∫

X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ) = 0, ∀x ∈ Dc,

因此有

ρ∗ + h(x) = inf
ψ∈P(B(x))

sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]
, ∀x ∈ Dc.

结合 (4.11), 便证明了 (4.6) 和 (4.7), 即对于任意 x ∈ X, 都有

ρ∗ + h(x) = inf
ψ∈P(B(x))

sup
φ∈P(A(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]

= sup
φ∈P(A(x))

inf
ψ∈P(B(x))

[
r(x, φ, ψ) +

∫
X

h(y)Q(dy | x, φ, ψ)
]
, ∀x ∈ X.

(2) 和 (3) 的证明同定理 3.1(2) 和 3.1(4) 的证明.
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5 例子

本节介绍可再生能源发电供给模型以及保险分红这两个不同类型的模型,并验证这两个模型都满

足本文的相关条件 (即满足假设 3.1–3.3), 且其状态空间均为不可数的.

例 5.1 (可再生能源发电供给模型) 设有一个配备电量存储装置的发电社区,其拥有可再生能源

(如太阳能、风力和水力等), 并可通过可再生能源生产电能, 也会自身消耗电量, 还可能将生产的电量

给社区的下级用户 (如用电的家庭和单位等). 发电社区及其下级用户都希望达到交易的平衡, 并委托

第三方机构设计合适的电量供给方案, 并让第三方机构知晓存储设备的实时电量. 记发电社区为局中

人 1, 而其下级用户为局中人 2, 因发电社区得到的报酬为下级用户的支出, 第三方机构自然考虑用零

和博弈的方式设计方案. 不妨设时间间隔为一天, 若局中人 1 当日欲出售给下级用户 (通过第三方机

构) 的电量为 a, 局中人 2 当天向发电社区可能购买的电量为 b, 则实际的交易量即为 min{a, b}, 局中
人 1 获得报酬 r(x, a, b), 也是局中人 2 的支付费用. 此外, 由于可再生能源产生的电量和用户消费电

量的不确定性, 社区第 t 天生产的电量用随机变量 ξt 表示, 自身消耗的电量用随机变量 ηt 表示. 另

外, 对所有的 t = 0, 1, . . . ,

• xt 表示在第 t 天开始时设备存储的电量, M∗ 表示设备最大存储电量, 则 xt ∈ [0,M∗] =: X;

• at 表示局中人 1 在第 t 天可能出售给下级用户的电量, 其中 at ∈ [0, xt] =: A(xt);

• bt 表示局中人 2 在第 t 天当日向发电社区购买的可能电量, 其中 bt ∈ [0, xt] =: B(xt).

记 zt := ξt − ηt, 假设 {zt} 是独立同分布的且与初始状态 x0 独立, z0 有连续的密度函数 g, 并记其分

布函数为 G, 满足 G(−M∗) > 0 且
∫M∗

−∞ zg(dz) +M∗(1−G(0)) < 0.

由此可以得到如下递推关系:

xt+1 = min{(xt −min{at, bt}+ zt)
+,M∗}, ∀ t = 0, 1, . . . ,

其中 y+ := max{y, 0}. 为描述交易间的费用,用 s表示单位电价,若存储设备无电,则需要对下级用户

进行缺电补偿, 假设单位电量补偿价格为 c0, 总的补偿限额为 C1. 由此可得报酬函数

r(x, a, b) = s ·min{a, b} −min{c0 · (−x+min{a, b} − Ez0)
+, C1}.

命题 5.1 例 5.1 中的可再生能源发电供给模型存在平均 Nash 均衡策略.

证明 下面验证假设 3.1–3.3 条件成立. 首先, 验证假设 3.1. 对每一个状态 x ∈ X 和任意的

u ∈ B(X), 根据状态转移方程, 可得∫
X

u(y)Q(dy | x, a, b) =
∫ +∞

−∞
u(min{(x−min{a, b}+ z)+,M∗})g(z)dz

= u(0)G(min{a, b} − x) + u(M∗)[1−G(M∗ +min{a, b} − x)]

+

∫ M∗+min{a,b}−x

min{a,b}−x
u(x−min{a, b}+ z)g(z)dz

= u(0)G(min{a, b} − x) + u(M∗)[1−G(M∗ +min{a, b} − x)]

+

∫ M∗

0

u(t)g(t− x+min{a, b})dt. (5.1)

由 g 的连续性可知
∫
X
u(y)Q(dy | x, a, b) 关于 (a, b) 在 A(x) × B(x) 上连续. 下面验证假设 3.2. 不难

发现报酬函数有界, 仅需要取 w1(x) 为任意正常数即可.

1974



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 12 期

下面验证假设 3.3. 根据命题 4.1 和 4.2, 仅需验证命题 4.2 的条件.

由于
∫M∗

−∞ zg(dz) +M∗(1−G(0)) < 0, 所以存在 x0 > 0 及 δ < 0, 使得∫ M∗

−x0

zg(dz) +M∗(1−G(0)) < δ.

则对所有的 (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 当 x > x0 时, 有∫
yQ(dy | x, π1, π2) =

∫ +∞

−∞

∫ x

0

∫ x

0

min{(x−min{a, b}+ z)+,M∗}π1(da | x)π2(db | x)g(z)dz

6
∫ +∞

−∞
min{(x−min{0, 0}+ z)+,M∗}g(z)dz

=

∫ M∗−x

−x
(x+ z)g(z)dz +M∗(1−G(M∗ − x))

6 x+

∫ M∗

−x0

zg(z)dz +M∗(1−G(0))

< x+ δ.

因此, 由文献 [18, 定理 8.4.3], 仅需令 V (x) = x, C = [0, x0], 则有∫
V (y)Q(dy | x, π1, π2)− V (x) < δ < 0,

因此在 (π1, π2) 下, {xt} 为正常返的. 从而存在唯一的不变概率分布 µπ1,π2 .

接下来, 再逐一验证命题 4.2 的剩余条件.

(a) 令 ν(D) = 1D(0), ∀D ∈ B(X) 以及

lπ1,π2(x) :=

∫ x

0

∫ x

0

G(min{a, b} − x)π1(da | x)π2(db | x).

则根据 (5.1), 令 u(x) = 1B(x), 对于任意 Borel 集 B ∈ B(X), 都有

Q(B | x, π1, π2) >
∫ x

0

∫ x

0

1B(0)G(min{a, b} − x)π1(da | x)π2(db | x) = ν(B)lπ1,π2(x), ∀x ∈ X.

(b) 令 ϵ := G(−M∗) > 0, 则有

ν(lπ1,π2) > G(−M∗) = ε, ∀ (π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 .

(c) 因为 w1 为常数, 根据命题 4.2(b) 的记号, 可得 ν(w1) = w1(0) < +∞;

(d) 令 γ := 1−G(−M∗) < 1, 因为 w1 为常数, 故有∫
X

w1(y)Q(dy | x, π1, π2) = w1(0)G(−M∗) + γw1(x) 6 ν(w1)lπ1,π2(x) + γw1(x).

由此证明了例子满足命题 4.2 的所有条件. 从而, 根据命题 4.1 及定理 3.1, 可知该博弈的值和平均

Nash 均衡策略均存在.

下面, 给出保险分红的例子, 其状态转移方程及报酬函数的类型不同于上述例子, 同样能证明其

能满足本文的假设条件.
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例 5.2 (保险分红模型) 在金融市场中, 保险公司及其股东代表两方对公司资产进行管理决策.

股东代表决定当月的分红数额 (用 a 表示), 保险公司决定当月的投资金额 (用 b 表示). 股东代表获

得月收益 (记为 r(x, a, b), 即为保险公司的月支出). 保险公司还产生额外保费收入与索赔支出. 用 ηt

表示当月投资理财的单位收益, 假设恒为正, 用 ξt 表示当月保费收入与索赔发生支出的差. 对所有

t = 0, 1, . . . ,

• xt 表示第 t 个月开始时公司总资产, θ1 表示公司最大资产, 则 xt ∈ [0, θ1] =: X;

• at 表示股东代表在每月初决定用于分红的数额, at ∈ [0, xt] =: A(xt);

• bt 表示保险公司在每月初决定用于投资的数额, bt ∈ [0, xt] =: B(xt).

设 {ηt} 和 {ξt} 都是独立同分布的随机变量, 它们相互独立, 分别有相应的连续密度函数 g1 和 g2. 定

义随机变量 zb := bη0 + ξ0, 易得其密度函数

hb(y) =

∫ +∞

0

g1(s)g2(y − bs)ds,

并记其分布函数为 Gb. 假设其满足 Gθ1(−θ1) > 0 且∫ θ1

−∞
zhθ1(dz) + θ1(1−Gθ1(0)) < 0.

由上述模型的表述可得如下关系:

xt+1 = min{(xt + btηt − at + ξt)
+, θ1}, ∀ t = 0, 1, . . . , (5.2)

以及如下报酬函数:

r(x, a, b) = s · a−m ·min{(x+ bEη0 − a+ Eξ0)
+, θ1} −min{c0 · (−x− bEη0 + a− Eξ0)

+, C2},

其中 s 表示单位货币购买力, m 表示股东满意度, c0 为资产为负时股东需要承担的单位借贷成本, 但

总的借贷成本假设不超过 C2.

命题 5.2 例 5.2 中的保险分红模型存在平均 Nash 均衡策略.

证明 下面验证假设 3.1–3.3. 首先验证假设 3.1.

对于任意 u ∈ B(X), 根据状态转移方程 (5.2), 可得∫
X

u(y)Q(dy | x, a, b) = u(0)Gb(a− x) + u(θ1)[1−Gb(θ1 + a− x)] +

∫ θ1+a−x

a−x
u(x− a+ y)hb(y)dy

= u(0)Gb(a− x) + u(θ1)[1−Gb(θ1 + a− x)] +

∫ θ1

0

u(t)hb(t+ a− x)dt. (5.3)

由此可得上述函数关于 (a, b) 在 A(x)×B(x) 上连续.

接着验证假设 3.2 的条件. 显然报酬函数有界, 那么取 w1 为任意正常数即可.

为验证假设 3.3, 根据命题 4.1 和 4.2, 仅需验证命题 4.2 的条件. 首先, 对所有的平稳策略对

(π1, π2) ∈ ΠS1 ×ΠS2 , 根据条件假设, 有 E[θ1η0 + ξ0] < 0; 根据文献 [18, 定理 8.4.3], 类似例 5.1 的证明,

可得 Markov 链 {xπ
1,π2

t } 是正常返的, 从而存在唯一的不变概率分布 µπ1,π2 .

接下来, 再逐一验证命题 4.2 的剩余条件.

(a) 令 ν(D) = 1D(0), ∀D ∈ B(X) 以及

lπ1,π2(x) :=

∫ x

0

∫ x

0

Gb(a− x)π1(da | x)π2(db | x),
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同样根据 (5.3), 对于任意 Borel 集 B ∈ B(X), 都有

Q(B|x, π1, π2) > ν(B)lπ1,π2(x), ∀x ∈ X;

(b)–(d) 取 ε := Gθ1(−θ1) > 0, γ := 1 − Gθ1(−θ1) < 1, 则类似于命题 5.1(b)–5.1(d) 的证明可证明

结论成立.

此时, 根据命题 4.1 及定理 3.1, 可以证明博弈的值和平均 Nash 均衡策略存在.

注 5.1 这两个例子的状态空间都是不可数的, 且不要求文献 [12, 14,15,21] 中的 λ- 不可约性.

致谢 感谢审稿人以及所有给予过帮助的人.
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Abstract In this paper, we study the expected average criterion in discrete-time Markov games with Borel
spaces. For the general case of unbounded reward functions, we first replace the corresponding Shapley equation
for the average criterion with average-optimality two-inequalities. Then, by using the relative difference of the
values of the discounted games, we give a new set of optimality conditions, which are weaker than the geometric
ergodicity condition in the existing literature. Under these new conditions, we not only establish the solvability of
the average-optimality two-inequalities but also show the existence of both the value and a Nash equilibrium of the
game. Moreover, under the stronger geometric ergodicity condition, by the average-optimality two-inequalities,
we also establish the solvability of the Shapley equation. Finally, we present two examples of renewable resources
and financial insurance to verify the conditions and illustrate the results in this paper.
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