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摘要 : 研究 3个不同的乘积两两可交换的非零幂等矩阵 P1 , P2 和 P3 的线性组合表出零矩阵或单位矩阵的所有可能的

情况.使用了与已有文献不同的方法 ,从所对应的{0 ,1}上线性方程组的全非零解的存在性和结构出发 ,对问题作了完整

的解答 ;特别是当幂等矩阵 P1 , P2 和 P3 线性无关时 ,在置换相似下 ,只有以 (1 ,1 ,1) , ( - 1 ,1 ,1) 和 1
2

(1 ,1 ,1)为组合系

数的 3种方式来表出单位矩阵 .
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　　设 Cn×n 为复数域 C上 n ×n矩阵的集合 , In 表示

n ×n的单位矩阵 ,矩阵 A 的转置与秩分别记为 A T 与

rank A , B = { 0 ,1} .当满足 P2 = P ∈Cn×n时 ,称 P为

幂等矩阵.

文献[1 - 3 ]讨论了幂等矩阵 P2
i = Pi ( ≠0) ∈

Cn×n , i = 1 ,2 ,3的线性组合的幂等性问题 :

P = c1 P1 + c2 P2 + c3 P3 , Pi ≠ Pj , i ≠ j ;

　Pi P j = Pj P i , i , j = 1 ,2 ,3 (1)

式 (1) 中的系数 c1 , c2 , c3 (也记 C = ( c1 , c2 , c3 ) ) 都是非

零的.文献[1 ]定理 3 . 2给出 P是幂等矩阵的一些充分

条件.文献[2 ]在限定条件“P2 P3 = 0”下 ,得到 P为幂

等矩阵的充要条件.最近文献[3 ]定理 1给出了满足式

(1) 的所有情况的刻画.

在式 (1) 中的幂等矩阵 P1 , P2 , P3 ∈ Cn×n 满足

P2 P3 = 0的条件下 ,文献 [2 ]定理 1 (a) 给出了式 (1)

中 P为幂等矩阵的充要条件 (即文献[2 ]定理 1 (a) 中

的 ( a1 ) ～ ( a10 ) 之一成立 ,其中文献 [2 ]定理 1 (a) 中

( a10 ) 的叙述为 : P2 + P3 = P1 且 C = ( c , - c , - c) , c

≠0或 C = ( c , - c ,1 - c) , c ≠0 , c ≠1或 C = ( c ,1 -

c , - c) , c ≠0 , c ≠1或 C = ( c ,1 - c ,1 - c) , c ≠0 , c

≠1) ;文献 [3 ] 定理 1 得到了满足式 (1) 的幂等矩阵

P1 , P2 , P3 ∈Cn×n线性组合 P为幂等矩阵的充要条件

(即文献[3 ]定理 1的 (a) ～ (m) 之一成立 ,其中文献

[3 ]定理 1的 (k) 叙述为 : Pj + Pk = Pi , Pj P k = 0且 ci

+ cj = 0 , ci + ck = 0或 ci + cj = 0 , ci + ck = 1或 ci +

cj = 1 , ci + ck = 1) .文献[2 - 3 ]实际上证明了 3个幂

等矩阵的线性组合可以表出特殊的幂等矩阵 零矩

阵. 1994年 Bart 等研究了 Banach 代数中幂等元的和

为零问题[4 ] .这样文献 [ 2 - 3 ] 的讨论可看成是文献

[4 ]的继续.对给定的满足式 (1) 的幂等矩阵有多少种

线性组合表出零矩阵的方法 ,文献[2 - 3 ]没有涉及到

这个问题.我们将对满足式 (1) 条件下的幂等矩阵的

线性组合为零矩阵的所有可能给出一个完整的结论.

文献[1 ]将其主要结果应用到 n = 3的情况时得

到 :

命题 　( [1 ]定理 1 (a) ) 设 P1 , P2 , P3 ∈C3×3 是满

足式 (1) 的幂等矩阵.如果 Pi P j = 0 , i ≠ j且 P = P1

+ P2 + P3 是幂等矩阵 ,则 P = I3 .

文献[5 - 6 ]讨论了两个幂等矩阵的和与差的可

逆性问题 ,文献[6 - 8 ]把这个问题深入到两个幂等矩

阵的线性组合的情况.从周知简单事实 :“幂等矩阵 P

∈Cn×n 是可逆阵 Ζ P = In”出发 ,可知命题实际上给

出了 3 ×3的 3个幂等矩阵的线性组合是可逆的幂等

矩阵一个充分条件.文献[2 - 3 ]没有涉及满足 (1) 的 3

个幂等矩阵的线性组合表出单位矩阵的问题.我们将

讨论式 (1) 条件下的幂等矩阵的线性组合为可逆的幂

等矩阵 (即为单位矩阵) 的充分必要条件.

我们可得到新结论的主要原因之一在于使用了与

文献[1 - 3 ]不同的方法.

1　预备知识

设λ1 ( F) ,λ2 ( F) , ⋯,λn ( F) 为 F ∈Cn×n 为所有的

特征值.对满足式 (1) 的 3个幂等矩阵在下面式 (2) 的

意义下 ,记λi = (λi ( P1 ) ,λi ( P2 ) ,λi ( P3 ) ) , i = 1 ,2 , ⋯,



n.

引理 1　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,则有可逆矩阵 S 使

Pj = Sdiag (λ1 ( Pj ) ,λ2 ( Pj ) , ⋯,λn ( Pj ) ) S - 1 ,

　j = 1 ,2 ,3 (2)

证明 　由文献[9 ]定理4 . 1 . 1知 , F ∈Cn×n为幂等

的当且仅当 F可对角化且每个λi ( F) = 0或 1 .由 P1 ,

P2 , P3 是两两可交换的 ,应用文献[10 ]定理 1 . 3 . 19或

文献[1 ]引理 2 . 1 ,知式 (2) 成立.

引理 2　(见文献 [2 ] 式 (4 . 6) 或见文献 [3 ] 式

(2 . 1) ) 设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n是满足式 (1) 的幂等矩阵 ,

则 P2 = P当且仅当Δ( c1 , c2 , c3 ) = 0 ,其中

Δ( c1 , c2 , c3 ) = ∑
3

i = 1 ci ( ci - 1) Pi + 2c1 c2 P1 P2 +

　2c1 c3 P1 P3 + 2c2 c3 P2 P3 (3)

引理 3　(见文献[11 ] , P30) 设 F ∈Cm×n , f ∈Cn ,

则线性方程组 Fx = f 有解当且仅当秩满足 rank F =

rank ( F , f ) ,且在 ( F , f ) 的行的初等变换下 Fx = f 的

解是不变的.

由式 (1) , (2) 和文献 [9 ] 定理 4 . 1 . 1 知幂等矩阵

P1 , P2 , P3与 A = [λT
1 ,λT

2 , ⋯,λT
n ] T ∈B n×3是互为确定

的 ,其中λi = (λi ( P1 ) ,λi ( P2 ) ,λi ( P3 ) ) ∈B3 ;此时称

A x = b, A = [λT
1 ,λT

2 , ⋯,λT
n ] T ∈B n×3 , b ∈B3

(4)

为式 (1) 所确定的 B 上的线性方程组 ;如果有非零复

数 c1 , c2 , c3满足式 (4) ,称 C = ( c1 , c2 , c3 ) 为式 (4) 的一

个全非零解.设

S P = { C = ( c1 , c2 , c3 ) | 非零复数 c1 , c2 , c3 使

　式 (1) 中 P2 = P} ,

S A = { C = ( c1 , c2 , c3 ) | 存在 b ∈B3 使 c1 , c2 , c3

　为式 (4) 的全非零解} .

引理 4　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,则 S P = S A .

证明 　由式 (1) 和 (2) 知 P是可对角化的且

P = Sdiag ( c1λ1 ( P1 ) + c2λ1 ( P2 ) + c3λ1 ( P3 ) , ⋯,

　c1λn ( P1 ) + c2λn ( P2 ) + c3λn ( P3 ) ) S - 1 (5)

从式 (5) 和文献[9 ]定理 4 . 1 . 1知 P2 = P当且仅

当有非零数 c1 , c2 , c3 使

c1λi ( P1 ) + c2λi ( P1 ) + c3λi ( P1 ) = bi ∈B =

　{ 0 ,1} , i = 1 ,2 , ⋯, n (6)

这样由式 (5) 和 (6) 可得 S P = S A .

引理 4表明式 (1) 中矩阵 P的幂等性可归结为 B

上线性方程组式 (4) 所有可能的全非零解的研究. 我

们的研究方法与文献[1 - 3 ]不同的就在于此.下面的

引理 5 ,6和 7是简单的 ,但却是得到本文主要结果的

重要依据.

引理 5　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n是满足式 (1) 和 (2)

的幂等矩阵 ,则由式 (4) 中 A的第 j列元素所确定的对

角矩阵

�P j = S - 1 Pj S = diag (λ1 ( Pj ) ,λ2 ( Pj ) , ⋯,

　λn ( Pj ) ) , j = 1 ,2 ,3 (7)

与 Pj 是互为确定的.

引理 6　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,则 rank A = 2或 3 .

证明 　如果 P1 = aP2 , a( ≠0) ∈C ,那么 P1 =

aP2 = P2
1 = a2 P2

2 ≠0 , a2 - a = a( a - 1) = 0 ,因此 a

= 1这矛盾于式 (1) 所设.由此知向量组{ P1 , P2 , P3 }

的秩大于 1 ,注意到式 (4) 中的 A是 n ×3的 ,这样从引

理 5知 rank A = 2或 3 .

因为由 P1 , P2 , P3 生成的矩阵空间的维数是由向

量组{ P1 , P2 , P3 } 的秩来确定的 ,注意到 rank ( P1 , P2 ,

P3 ) = rank ( A) = 2或 3 .这样由引理 5和 6得 :

引理 7　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n是满足式 (1) 和 (2)

的幂等矩阵 ,则

rank ( A) = 2 Ζ { P1 , P2 , P3 } 线性相关 ;

rank ( A) = 3 Ζ { P1 , P2 , P3 } 线性无关.

由引理 7知当式 (1) 中 P1 , P2 , P3 线性相关 (或无

关) 时 ,式 (4) 中 A的行空间的基λ1 ,λ2 (或λ1 ,λ2 ,λ3 ) 是

B3 = { (0 ,0 ,0) , (0 ,0 ,1) , (0 ,1 ,0) , (0 ,1 ,1) , (1 ,0 ,0) ,

(1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,0) , (1 ,1 ,1) } 中线性无关的向量 ,称

(或) 为 A 的基矩阵.

由引理 3 知对 ( A , b) 作行的初等变换不改变式

(4) 的解 ,因此可约定 A 的基矩阵中的行向量是按字

典序排出的.

引理 8　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式式 (1) 的

幂等矩阵 ,如果式 (4) 的矩阵 A 的秩 rank ( A) = 2 ,则

A 的基矩阵只有 3种可能情况 :

A 01 =
0 1 1

1 0 1
, A 02 =

0 1 1

1 1 0
,

A 03 =
1 0 1

1 1 0
(8)

证明 　设λ1 ,λ2为 A的行空间的按字典序排出的

基 ,即

[λT
1 ,λT

2 ] T ( =
λ1

λ2

=

　
λ1 ( P1 ) λ1 ( P2 ) λ1 ( P3 )

λ2 ( P1 ) λ2 ( P2 ) λ2 ( P3 )
)

为基矩阵 ,从 rank ( A) = 2可设

λi ( = (λi ( P1 ) ,λ2 i ( P2 ) ,λi ( P3 ) ) ) = a1λ1 + a2λ2 ∈

　B3 , i = 1 ,2 , ⋯, n , a1 , a2 ∈C (9)
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如果 [λT
1 ,λT

2 ] T 有一列为全零 ,不妨设λ1 ( P3 ) =

λ2 ( P3 ) = 0 ,从式 (9) 可得每个λi ( P3 ) = 0 ,从式 (2) 得

与式 (1) 矛盾事实 P3 = 0 .如果 [λT
1 ,λT

2 ] T 中至少有两

列是相同的 , 不妨设λ1 ( P1 ) = λ1 ( P2 ) ,λ2 ( P1 ) =

λ2 ( P2 ) ,由式 (9) 知每个λi ( P1 ) =λi ( P2 ) ,从式 (2) 得

与式 (1) 矛盾事实 P1 = P2 .这就证明了此时基矩阵只

有式 (8) 所表示的 3种情况.

引理 9　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 , M为由 (4) 中 A 的第 t1 , t2 , ⋯, tq 行向量λt1 ,

λt2 , ⋯,λtq
构成的 A 的基矩阵.令由 M的第 j 列元素确

定的对角矩阵为 Q j ,如果λi ∈ 0 ,λt1 , ⋯,λtq
, i = 1 ,

2 , ⋯, n.那么 Q1 , Q2 , Q3 满足的乘法及线性运算也适

用于 P1 , P2 , P3 .

证明 　[ M T ,λT
i ] T相对于M 只是增加了一个重复

的行向量或零向量 ,因此[ M T ,λT
i ] T各列元素确定的对

角矩阵必满足 M各列元素确定的对角矩阵 Q1 , Q2 , Q3

的乘法及线性运算性质 ,由此知式 (7) 中 �P1 , �P2 , �P3 必

满足 Q1 , Q2 , Q3 的乘法及线性运算性质 ,再从式 (2) 和

(7) 知结论成立.

2　3个幂等矩阵线性组合为零的刻画

由式 (1) 和引理 4知 ,此时相当求出式 (4) 的 b = 0

的齐次线性方程组式 (8) 所有全非零解.

A x = 0 , A = [λT
1 ,λT

2 , ⋯,λT
n ] T ∈B n×3 (10)

定理 1　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,则 P = 0当且仅当下述之一成立 ;

(i) P1 P2 = 0且 C = ( - c , - c , c) , Πc( ≠0) ∈C

使式 (10) 成立 ;

(ii) P2 P3 = 0且 C = ( c , - c , - c) , Πc( ≠0) ∈

C使式 (10) 成立 ;

(iii) P1 P3 = 0且 C = ( - c , c , - c) , Πc( ≠0) ∈

C使式 (10) 成立.

证明 　当 P = 0时 ,从引理4知此时式 (8) 有非零

解 ,由式 (1) , (2) 和引理5知 rank ( A) = 2 ,进而从引理

8知

A 0 i x = 0 , ( A 0 i 由式 (8) 所确定 , i = 1 ,2 ,3) (11)

与式 (10) 同解.

按引理 9 的约定由 A 01 确定的对角矩阵 Q1 =

diag (0 ,1) , Q2 = diag (1 ,0) , Q3 = I2 满足

Q1 Q2 = 0 , Q1 + Q2 - Q3 = 0 (12)

且 A 01 x = 0的一般解为 C = ( - c , - c , c) , Πc( ≠0)

∈C.相对 A 01 ,由式 (9) 知 A任一行向量λi = (λi ( P1 ) ,

λi ( P2 ) ,λi ( P3 ) ) = ( a2 , a1 , a1 + a2 ) ∈B3 ;从所有可能

取值 ( a1 , a2 ) = (0 ,0) , (0 ,1) , (1 ,0) , (1 ,1) 分别得λi

= 0 ,λ2 ,λ1和矛盾事实λi ( P3 ) = a1 + a2 = 2 ;由式 (12)

和引理 9可得 (i) .

当 A的基矩阵为式 (8) 中的 A 02 或 A 03 且 P = 0 ,

类似的知 (ii) 或 (iii) 成立.

当 (i) 成立时 ,由引理 4知 - cP1 - cP2 + cP3 = 0 ,

即 P1 + P2 - P3 = 0是幂等的.

同理可证当 (ii) 或 (iii) 成立有 : P1 - P2 - P = P

= 0或 - P1 + P2 - P3 = P = 0 .

定理 1给出了满足式 (1) 幂等矩阵 P1 , P2 , P3 的

线性组合为零的充要条件 ,所得结论表明 P = 0时表

出系数有且仅有 3种 : ( - c , - c , c) 或 ( - c , c , - c) 或

( c , - c , - c) ( c ≠0) .因此当不计非零数 c时 ,线性表

出零矩阵有且仅有的 3种情况.这样由定理 1可得 :

定理 2　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,则 P = 0当且仅当 P1 P2 = 0且 P1 + P2 = P3

或 P2 P3 = 0且 P2 + P3 = P1 或 P1 P3 = 0且 P1 + P3

= P2 .

文献[2 ]是在假设 P2 P3 = 0下得到其定理 1 ( a10 )

的.文献[3 ]定理1 ( k) 将“Pj + Pk = Pi”与“Pj P k = 0”

作为两个独立条件列出的.实际上

定理 3　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,如果 i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 ,则 P = 0当且仅

当 Pi + Pj = Pk .

证明 　当 P = 0时 ,由定理 2的必要性知 Pi + Pj

= Pk .

当 Pi + Pj = Pk时 ,从式 (1) 所设 P2
k = Pi + 2 Pi P j

+ Pj = Pk ,必有 Pi P j = 0 ,这样由定理2的充分性知 P

= 0 .

3　3个幂等矩阵线性组合为单位阵的
刻画

由式 (1) 和引理 4知 ,此时等价于求出与式 (4) 同

解的下述式 (13) 所有可能的全非零解.

A x = 1 = [1 1⋯1 ] T = b,

A = [λT
1 ,λT

2 , ⋯,λT
n ] T ∈bn×3 (13)

定理 4　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的线

性相关的幂等矩阵 ,则 P = In 当且仅当下述之一发

生 :

(i) P3 = P1 + P2 = In 且 C = (1 - c ,1 - c , c) , c

≠0 , c ≠1满足式 (13) ;

(ii) P2 = P1 + P3 = In且 C = (1 - c , c ,1 - c) , c

≠0 , c ≠1满足式 (13) ;

(iii) P1 = P2 + P3 = In且 C = ( c ,1 - c ,1 - c) ,

c ≠0 , c ≠1满足式 (13) .
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证明 　当 P = In (也是幂等的) 时 ,由引理 4知有

全非零解 c1 , c2 , c3 满足式 (13) 且λi ≠0 , i = 1 ,2 , ⋯,

n.从定理 1证明知相应于式 (8) 中的基矩阵为 A 01 =

[λT
1 ,λT

2 ] T =
0 1 1

1 0 1
,有λi ∈{λ1 ,λ2 } , i = 1 ,2 , ⋯,

n ,即 A的第 3列确定的对角阵 �P3 = In时 ,从式 (1) 与

(2) 得 P3 = I ;同时从 A 01的各个列确定的对角矩阵满

足 Q1 Q2 = 0 , Q3 = Q1 + Q2 = I2 ,由引理 9知 P3 = P1

+ P2 = In ;因为此时式 (13) 与 A 01 x = 1是同解的 ,这

样由[ A 01 ,1 ]所得的 c2 = c1 = 1 - c ,知式 (13) 的全非

零解 C = (1 - c ,1 - c , c) , c ≠0 , c ≠1 ;即 (i) 成立.

类似由基矩阵 A 02 =
0 1 1

1 1 0
时 , A 02 的各个列

所确定对角矩阵满足的运算性质和引理 9得 P2 = P1

+ P3 = In ,且从 A 02 x = 1得 c3 = c1 = 1 - c ,得式 (13)

的全非零解 C = (1 - c , c ,1 - c) , c ≠0 , c ≠1 ,即 (ii) 成

立.

当 A的基矩阵为式 (8) 中的 A 03时 ,类似于上面的

讨论 ,可得到 (iii) 。

当 (i) 成立时 ,由式 (1) 和引理 4知

P = (1 - c) P1 + (1 - c) P2 + cP3 = P1 + P2 -

　c( P1 + P2 - P3 ) = P1 + P2 = P3 = In .

同理知当 (ii) 或 (iii) 成立时 ,总有式 (1) 中的 P =

In 成立.

引理 10　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n是满足式 (1) 的线

性无关的幂等矩阵 ,若线性方程组式 (13) 有全非零

解 ,则式 (13) 的系数矩阵 A 的基矩阵只有如下可能 :

A 1 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

, A 2 =

0 0 1

0 1 0

1 1 1

,

A 3 =

0 0 1

1 0 0

1 1 1

, A 4 =

0 1 0

1 0 0

1 1 1

,

A 5 =

0 1 1

1 0 1

1 1 0

(14)

证明 　由引理 7可设 A的基矩阵为M = [λT
1 ,λT

2 ,

λT
3 ] T ,这样可将式 (13) 转化为同解式 (15) 的讨论 :

MC T = 1 , M = [λT
1 ,λT

2 ,λT
3 ] T ∈B3×3 (15)

因为基矩阵中的行向量是按字典排出的 ,所以式

(15) 有

λ1 ∈{ (0 ,0 ,1) , (0 ,1 ,0) , (0 ,1 ,1) , (1 ,0 ,0) ,

　(1 ,0 ,1) } .

(i) 当λ1 = (0 ,0 ,1) 时 ,λ2 可从{ (0 ,1 ,0) , (0 ,1 ,

1) , (1 ,0 ,0) , (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,0) }中选择.如果λ2 = (0 ,

1 ,1) ,由式 (15)

[ M ,1 ] =

0 0 1 1

0 1 1 1

λ3 ( P1 ) λ3 ( P2 ) λ3 ( P3 ) 1

→

　

0 0 1 1

0 1 0 0

λ3 ( P1 ) λ3 ( P2 ) λ3 ( P3 ) 1

得 c2 = 0 ;如果λ2 = (1 ,0 ,1) ,从式 (15) 有

[ M ,1 ] =

0 0 1 1

1 0 1 1

λ3 ( P1 ) λ3 ( P2 ) λ3 ( P3 ) 1

→

　

0 0 1 1

1 0 0 0

λ3 ( P1 ) λ3 ( P2 ) λ3 ( P3 ) 1

得 c1 = 0 ;这些矛盾事实 ,说明只可选择λ2 = (0 ,1 ,0)

或 (1 ,0 ,0) 或 (1 ,1 ,0) .

(a) 当λ2 = (0 ,1 ,0) 时 ,λ3 可从{ (0 ,1 ,1) , (1 ,0 ,

0) , (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,0) , (1 ,1 ,1) } 中选择.因为λ1 ,λ2 ,λ3

线性无关 ,所以λ3 ≠(0 ,1 ,1) ;如果λ3 = (1 ,0 ,1) ,则从

式 (15)

[ M ,1 ] =

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 1

→

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

,

得 c1 = 0 ;如果λ3 = (1 ,1 ,0) ,则从式 (15)

[ M ,1 ] =

0 0 1 1

0 1 0 1

1 1 0 1

→

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

,

得 c1 = 0 ;这些矛盾事实 ,说明只可选择λ3 = (1 ,0 ,0 , )

或λ3 = (1 ,1 ,1) ,即只有选择

λ3 ∈{ (1 ,0 ,0) , (1 ,1 ,1) } ,当λ1 = (0 ,0 ,1)

　且λ2 = (0 ,1 ,0) 时 (16)

(b) 当λ2 = (1 ,0 ,0) 时 ,λ3 可从{ (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,

0) , (1 ,1 ,1) } 中选择.因为λ1 ,λ2 ,λ3 线性无关 ,所以λ3

≠ (1 ,0 ,1) ;如果λ3 = (1 ,1 ,0) ,则从式 (15)

[ M ,1 ] =

0 0 1 1

1 0 0 1

1 1 0 1

→

0 0 1 1

1 0 0 1

0 1 0 0

,

得 c2 = 0 ;这与式 (15) 所设矛盾.因此只有选择

λ1 = (0 ,0 ,1) ,λ2 = (1 ,0 ,0) ,λ3 = (1 ,1 ,1) (17)

(c) 当λ2 = (1 ,1 ,0) 时 ,仅有的选择λ3 = (1 ,1 ,

1) ,如果λ3 = (1 ,1 ,1) ,则λ3 =λ1 +λ2 这与秩 M = 3

矛盾.

(ii) 当λ1 = (0 ,1 ,0) 时 ,λ2 可从{ (0 ,1 ,1) , (1 ,0 ,

0) , (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,0) }中选择 ,如果λ2 = (0 ,1 ,1) 或λ2

= (1 ,1 ,0) ,类似 (i) 的讨论由式 (15) 可得矛盾事实 c3
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= 0或 c1 = 0 ;因此可能的选择只有λ2 = (1 ,0 ,0) 或λ2

= (1 ,0 ,1) .

(a) 当λ2 = (1 ,0 ,0) 时 ,λ3 可从{ (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,

0) , (1 ,1 ,1) } 中选择.如果λ3 = (1 ,0 ,1) ,则从式 (15)

类似 (i) 的讨论可得矛盾事实 c3 = 0 ;如果选择了λ3 =

(1 , 1 ,0) ,则λ3 =λ1 +λ2 这与秩 M = 3矛盾.这说明此

时只有一种可能的选择

λ1 = (0 ,1 ,0) ,λ2 = (1 ,0 ,0) ,λ3 = (1 ,1 ,1) (18)

(b) 当λ2 = (1 ,0 ,1) 时 ,仅有的选择λ3 = (1 ,1 ,0)

或 (1 ,1 ,1) ,类似 (i) 的讨论可知这些都与秩 M = 3矛

盾的.

(iii) 当λ1 = (0 ,1 ,1) 时 ,λ2 可从{ (1 ,0 ,0) , (1 ,0 ,

1) , (1 ,1 ,0) } 中选择 ;如果λ2 = (1 ,1 ,0) ,那么λ3 =

(1 ,1 ,1) ,类似 (i) 的讨论由式 (15) 可得矛盾事实 c1 =

0 ;因此可能的选择只有λ2 = (1 ,0 ,0) 或 (1 ,0 ,1) .

(a) 当λ2 = (1 ,0 ,0) 时 ,λ3 可从{ (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,

0) , (1 ,1 ,1) } 中选择.因为λ1 ,λ2 ,λ3 线性无关 ,所以λ3

≠(1 ,1 ,1) ;如果λ3 = (1 ,0 ,1) 或 (1 ,1 ,0) ,则从式 (15)

类似 (i) 的讨论可得矛盾事实 c3 = 0或 c2 = 0 .

(b) 若λ2 = (1 ,0 ,1) ,则λ3 可从{ (1 ,1 ,0) , (1 ,1 ,

1) } 中选择 ;如果λ3 = (1 ,1 ,1) ,则从式 (15) 类似 (i) 的

讨论可得矛盾事实 c2 = 0 ;只有可能

λ1 = (0 ,1 ,1) ,λ2 = (1 ,0 ,1) ,λ3 = (1 ,1 ,0) (19)

(iv) 当λ1 = (1 ,0 ,0) 时 ,λ2 可从{ (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,

0) } 中选择 ;类似 (i) 的讨论可知 ,其中的每个选择由

式 (15) 都要得矛盾事实 c1 = 0或 c2 = 0 .

(v) 当λ1 = (1 ,0 ,1) 时 ,仅有的选择λ2 = (1 ,1 ,

0) ,λ3 = (1 ,1 ,1) 从式 (15) ,类似 (i) 的讨论要得到矛

盾事实 c2 = 0 .

综上由式 (16) ～ (19) 可知与式 (13) 同解系数矩

阵 A 的基矩阵只能从式 (14) 中选择.

定理 5　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的线

性无关的幂等矩阵 ,如果 i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 ,则 P

= In 当且仅当下述之一成立 :

(i) Pi P j = 0 , i ≠j , t r ( P1 + P2 + P3 ) = n , C = (1 ,

1 ,1) ;

(ii) P1 P2 = P1 P3 = P2 P3 = Pi , t r ( - Pi + Pj +

Pk ) = n , C = ( c1 , c2 , c3 ) , ci = - 1 , cj = ck = 1 ;

(iii) Pi = Pi ( Pj + Pk ) , t r ( P1 + P2 + P3 ) = 2 n , C

=
1
2

(1 ,1 ,1) .

证明 　由引理 7知此时式 (13) 中系数矩阵秩 A

= 3 ,从引理 10知当式 (1) 中 P = In时 ,和式 (13) 有相

同全非零解的由基矩阵 A k (由式 (14) 所定义) 所确定

的线性方程组包含在式 (20) 所列出的 5种情况之中 :

A k x = 1 , k = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ;

A k = [λT
1 ,λT

2 ,λT
3 ] T ∈B3×3 , k = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 (20)

线性方程组 (20) 的增广矩阵记为 �A t = [ A t ,

1 ] (也用它表示这个线性方程组) ,由式 (13) 和 (20) 可

设式 (13) 增广矩阵的[ A ,1 ]任一行向量 :

(λi ,1) = a1 (λ1 ,1) + a2 (λ2 ,1) + a3 (λ3 ,1) ,

　i = 1 ,2 , ⋯, n (21)

(i) 由式 (14) 和式 (20) 知 , [ A 1 ,1 ]有唯一全非零

解 C = (1 ,1 ,1) ,且由基矩阵 A 1 =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

各个列

所确定的对角矩阵满足

Qi Q j = 0 , i ≠ j , Q1 + Q2 + Q3 = I3 ;

　i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 (22)

由式 (14) 和 (21) 得 (λi ,1) = ( a3 , a2 , a1 , a1 + a2 +

a3 ) ∈B4 ,这样从 a1 + a2 + a3 = 1得 ( a1 , a2 , a3 ) = (1 ,

0 ,0) , (0 ,1 ,0) , (0 ,0 ,1) ,即λi ∈{λ1 ,λ2 ,λ3 } ,进而由引

理 9和式 (22) ,得 Pi P j = 0 , i ≠ j , P1 + P2 + P3 = P ,

i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 ;由式 (13) 中 b = [1 ,1 , ⋯,1 ] T

确定幂等矩阵 P的特征值都是 1 ,知 P = In且 t r ( P1 +

P2 + P3 ) = t r In = n ,这就证明了定理 5 (i) .

(ii) 由式 (20) 易知 , [ A 2 ,1 ]有唯一全非零解 C =

( - 1 ,1 ,1) 且由基矩阵 A 2 =

0 0 1

0 1 0

1 1 1

各个列所确定

的对角矩阵满足

Q1 Q2 = Q1 Q3 = Q2 Q3 = Q1 ,

- Q1 + Q2 + Q3 = I3 (23)

由式 (13) 和 (21) 知

(λi ,1) = ( a3 , a2 + a3 , a1 + a3 ,

　a1 + a2 + a3 ( = 1) ) ∈B4 (24)

(a) 由式 (24) 知 ,当 a3 = 0时 , a1 + a2 = 1 - a3 =

1且 (λi ,1) = (0 , a2 , a1 , a1 + a2 ( = 1) ) ∈B4 ,因此 ( a1 ,

a2 , a3 ) ∈{ (1 ,0 ,0) , (0 ,1 ,0) } ,进而从式 (21) 得λi ∈

{λ1 ,λ2 } .

(b) 由式 (24) 知 ,当 a3 = 1时 , (λi ,1) = (1 , a2 +

1 , a1 + 1 , a1 + a2 + 1 ( = 1) ) ∈B4 且 a1 + a2 = 0 ;如果

a2 + 1 = 0 (即 a2 = - 1) ,则 ( a1 , a2 , a3 ) = (1 , - 1 ,1)

这样有矛盾事实 a1 + 1 = 2 | B ;因此必有 a2 + 1 =

1 (即 a2 = 0) ,注意到 a1 + a2 = 0知 ( a1 , a2 , a3 ) = (0 ,

0 ,1) ,应用式 (24) 得λi =λ3 .

(a) 和 (b) 说明λi ∈{λ1 ,λ2 ,λ3 } ,这样应用式 (23)

和引理 9得 P1 P2 = P1 P3 = P2 P3 = P1 , - P1 + P2 +

P3 = P ,同于 (i) 的讨论知 P = In 且 t r ( - P1 + P2 +

P3 ) = t r In = n ,即
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P1 P2 = P1 P3 = P2 P3 = P1 ,

- P1 + P2 + P3 = P且 t r ( - P1 + P2 + P3 ) = n ,

C = ( - 1 ,1 ,1) (25)

(iii) 由式 (20) 易知 , [ A 3 ,1 ]有唯一全非零解 C =

(1 , - 1 ,1) 且由基矩阵 A 3 =

0 0 1

1 0 0

1 1 1

各个列所确定

的对角矩阵满足

Q1 Q2 = Q1 Q3 = Q2 Q3 = Q2 , Q1 - Q2 + Q3 = I3

(26)

由式 (13) , (14) 和 (21) 此时知

(λi ,1) = ( a2 + a3 , a3 , a1 + a3 ,

　a1 + a2 + a3 ( = 1) ) ∈B4 (27)

(a) 由式 (27) 知 ,当 a3 = 0时 , a1 + a2 = 1 - a3 =

1且 a2 + a3 = a2 ∈B = { 0 ,1} .如果 a2 = 0 ,则 ( a1 , a2 ,

a3 ) = (1 ,0 ,0) ;如果 a2 = 1 ,则 ( a1 , a2 , a3 ) = (0 ,1 ,0) ;

故从式 (21) 得λi ∈{λ1 ,λ2 } .

(b) 由式 (27) 知 ,当 a3 = 1时 , a1 + a2 = 1 - a3 =

0且 a1 + a3 = a1 + 1 ∈B = { 0 ,1} .这样如果 a1 + 1 =

0 ,则 ( a1 , a2 , a3 ) = ( - 1 ,1 ,1) 此矛盾于 a2 + a3 ∈B =

{ 0 , 1} ;如果 a1 + 1 = 1 ,则 ( a1 , a2 , a3 ) = (0 ,0 ,1) ;从式

(21) 知此时λi =λ3 .

(a) 和 (b) 说明λi ∈{λ1 ,λ2 ,λ3 } ,这样应用式 (26)

和引理 9类似于 (ii) 的讨论得

P1 P2 = P1 P3 = P2 P3 = P2 , P1 - P2 + P3 = P且

　t r ( P1 - P2 + P3 ) = n , C = (1 , - 1 ,1) (28)

(iv) 由式 (20) 易知[ A 4 ,1 ]有唯一全非零解 C =

(1 , 1 , - 1) 且由基矩阵 A 4 =

0 1 0

1 0 0

1 1 1

各个列所确定

的对角矩阵满足

Q1 Q2 = Q1 Q3 = Q2 Q3 = Q3 , Q1 + Q2 - Q3 = I3

(29)

由式 (13) , (14) 和 (21) 此时知

(λi ,1) = ( a2 + a3 , a1 + a3 , a3 ,

　a1 + a2 + a3 ( = 1) ) ∈B4 (30)

注意到式 (30) 与 (27) 的构成的相近性 ,应用式

(26) 和引理 9类似于 (iii) 的讨论得 P1 P2 = P1 P3 =

P2 P3 = P3 , P1 + P2 - P3 = P且 t r ( P1 + P2 - P3 ) =

n , C = (1 ,1 , - 1) .

进而从式 (25) 和 (28) 知定理 5 (ii) 成立.

(v) 由式 (20) 易知 [ A 5 ,1 ]有唯一全非零解 C =

1
2

(1 ,1 ,1) 且由基矩阵 A 5 =

0 1 1

1 0 1

1 1 0

各个列所确定

的对角矩阵满足

Qi = Qi ( Q j + Qk ) ,
1
2

( Q1 + Q2 + Q3 ) = I3 ;

　i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 (31)

由式 (13) 和 (21) 知此时

(λi ,1) = ( a2 + a3 , a1 + a3 , a1 + a2 ,

　a1 + a2 + a3 ( = 1) ) ∈B4 (32)

由式 (32) 知当 a2 + a3 = 0时 , a1 = 1 - a2 - a3 =

1 , (λi ,1) = (0 ,1 + a3 ,1 + a2 ,1) ∈B4 .

如果 1 + a3 = 0或 1 + a2 = 0 ,则 ( a1 , a2 , a3 ) = (1 ,

1 , - 1) 或 (1 , - 1 ,1) ;这些都要得到与式 (32) 矛盾事

实 : a1 + a3 = 2或 a1 + a2 = 2 .所以必 1 + a3 = 1且 1

+ a2 = 1 ,即 ( a1 , a2 , a3 ) = (1 ,0 ,0) .

由式 (32) 知当 a2 + a3 = 1时 , a1 = 1 - a2 - a3 =

0 , (λi ,1) = (1 , a3 , a2 ,1) ∈ B4 , 因此 ( a1 , a2 , a3 ) ∈

{ (0 ,1 ,0) , (0 ,0 ,1) } .

由定理 5 (i) ,5 (ii) 的讨论和式 (21) 知λi ∈{λ1 ,

λ2 ,λ3 } ,这样应用式 (31) 和引理 9 类似于上面的讨论

得

Pi = Pi ( Pj + Pk ) , t r ( P1 + P2 + P3 ) = 2 n ,

　i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 ; C =
1
2

(1 ,1 ,1) .

即定理 5 (iii) 成立.

注意幂等矩阵的一个简单性质 :

t rW = rankW , W 2 = W (33)

当定理 5 (i) 成立时 , 由式 (3) 知Δ(1 ,1 ,1) =

2 P1 P2 + 2 P1 P3 + 2 P2 P3 = 0 ,从引理2知 P1 + P2 + P3

是幂等矩阵 , 再由 t r ( P1 + P2 + P3 ) = t r ( P) =

rank ( P) = n和式 (33) 知 P可逆 ,进而 P = In .

当定理 5 (ii) 成立时 ,从 P2 = Pi + Pj + Pk -

2 Pi P j - 2 Pi P k + 2 Pj P k = - Pi + Pj + Pk = P知 P是

幂等矩阵 ,再由 t r ( - Pi + Pj + Pk ) = n和式 (33) 知 P

= In .

当定理 5 (iii) 成立时 ,由 (3) 知

Δ( 1
2

,
1
2

,
1
2

) = ∑
3

i = 1

1
2

( 1
2

- 1) Pi +
1
2

P1 P2 +

　 1
2

P1 P3 +
1
2

P2 P3 =
1
4

[ - P1 + P2
1 ( P2 + P3 ) -

　P2 + P2
2 ( P1 + P3 ) - P3 + P2

3 ( P1 + P2 ) ] =

　 1
4

[ - P1 + P1 ( P2 + P3 ) - P2 + P2 ( P1 + P3 ) -

　P3 + P3 ( P1 + P2 ) ] =

　 1
4

( - P1 + P1 - P2 + P2 - P3 + P3 ) = 0 .

从引理 2知 1
2

( P1 + P2 + P3 ) = P是幂等的 , t r 1
2

( P1

+ P2 + P3 ) = n和式 (33) 知 P = In .
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由定理 4和 5可得

定理 6　设 P1 , P2 , P3 ∈Cn×n 是满足式 (1) 的幂

等矩阵 ,如果 i , j , k = 1 ,2 ,3且 i , j , k是 1 ,2 ,3全排列 ,

则 P = In 当且仅当下述之一发生 :

(i) C = (1 ,1 ,1) 且 Pi P j = 0 , i ≠ j = 1 ,2 ,3 , i , j

= 1 ,2 ,3 , t r ( P1 + P2 + P3 ) = n;

(ii) P1 P2 = P1 P3 = P2 P3 = Pi , t r ( - Pi + Pj +

Pk ) = n , C = ( c1 , c2 , c3 ) , ci = - 1 , cj = ck = 1 ;

(iii) C =
1
2

(1 ,1 ,1) 且 Pi = Pi ( Pj + Pk ) , t r ( P1 +

P2 + P3 ) = 2 n;

(iv) C = ( c1 , c2 , c3 ) 且 Pi + Pj = Pk = In , ci = cj

= 1 - c , ck = c( c ≠0或 1) .

文献[12 ]已经证明特征为零的域上的每个 n ×n

矩阵都是 3个幂等矩阵的线性组合 ,我们的工作表明 ,

这样的线性组合的形式可能是不唯一的.

当 n = 3时 ,由定理 5 (i) 可得到文献[ 1 ]所给出的

命题.但我们的结果表明 ,文献 [ 1 ] 的结论也仅是我们

结果的一种特殊情况.
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The Researches on the Zero Matrices and Identity Matrices for
Linear Expression of Idempotent Matrices

YAN G Zhong2peng1 ,L IAN Han2sheng1 ,2

(1. Department of Mathematics ,Putian University ,Putian 351100 ,China ;

2. Department of Mathematics ,Dalian University of Science and Technology ,Dalian 471006 ,China)

Abstract : This paper studied all the situations that the zero matrix and identity can be denoted by the linear combination of three

nonzero idempotent matrices ,which are not different f rom each other and the product of any two matrices is commutative. The meth2
od is different f rom previous literatures. Starting f rom the existence and st ructure of all the nonzero solutions for the system of linear

equations ,the complete resolve for the question is p roposed. Specially ,when the three matrices are linearly independent , under the

permutation similarity ,the identity is only denoted by the three ways of the combined coefficient s with (1 ,1 ,1) , ( - 1 ,1 ,1) and
1
2

(1 ,1 ,1) .

Key words : idempotent matrix ;linear combination ;zero matrix ;identity matrix ;all2nonzero solution ;basis matrices
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