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空间分布阶时间分数阶扩散方程的高精度算法
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摘要:[目的]目前空间分布阶方程的求解多为时间整数阶,且空间的收敛阶大多为二阶和三阶,很难达到四阶,为了

提高Riesz空间分布阶Caputo时间分数阶扩散方程求解过程中的空间收敛精度,提出一种高阶的有限差分法.[方法]
基于数值解法对Caputo时间分数阶导数采用L1插值逼近离散;分布阶导数利用复化Simpson求积公式,将分布阶微分

方程转化为一个多项Riesz空间分数阶导数的微分方程;从而构造方程的高阶数值离散格式,并运用矩阵分析的方法证

明该数值格式具有稳定性和收敛性.[结果]在求解该分布阶微分方程中,该数值方法使得空间和分布阶的收敛阶达都

达到了四阶,时间上的收敛阶达到了2-β阶.[结论]本文构造出的Riesz空间分布阶Caputo时间分数阶扩散方程的高

阶差分格式,可使得空间上的收敛阶达到四阶,适用于高精度求解场景.
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Abstract:[Objective]Effectively,distributed-orderdifferentialequationscandescribeanomalousdiffusionphenomenainmultifractal
media.Regardingthesolutionofspatialdistributed-orderequations,wefindthattheintegerorderismostlystudiedinthetime
domain,whereasthespatialconvergenceorderismostlysecondandthirdorders,resultingindifficultiestoachievefourthorder.To
improvethespatialconvergenceaccuracyinsolvingtheRieszspatialdistributed-orderCaputotimefractionaldiffusionequation,

hereinweproposeahigh-orderfinitedifferencemethod.[Methods]ByusingthecompositeSimpsonquadratureformula,the
distributeddifferentialequationistransformedintoamulti-termfractionalderivativedifferentialequationinRieszspace,andthe
fractionalderivativeofCaputotimeisapproximatedbyL1interpolation.Next,thehigh-ordernumericaldiscreteschemeofthe
equationisconstructedandthestabilityandconvergenceoftheschemeareprovedbythematrixanalysis.Finally,anumerical
exampleisgiventodemonstratethestabilityandconvergenceofthescheme.[Results]Insolvingthisdistributed-orderdifferential
equation,ournumericalmethodachievesaspatialconvergenceorderoffourforbothspatialanddistributedorders,andatime
convergenceorderof2-β.[Conclusions]Weconstructahigh-orderdifferenceformatfortheRieszspatialdistributed-orderCaputo
timefractionaldiffusionequationandachieveaspatialconvergenceorderoffour.Becausedistributed-orderequationswithspatial
convergenceordershavebeenstudiedmostlyatthesecondorthirdorder,theeffectivenessoftheproposedmethodisobserved.
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  近年来,分数阶微分方程引起了广大学者的关

注,实际生活中很多数学模型都可以抽象成分数阶微

分方程,分数阶微积分理论作为分形几何和分数维动

力学的基础,被证明是模拟许多物理现象的一种强有

力的工具.关于分数阶微分方程的理论研究有大量文

献[1-10],但是近年来一些研究者发现一些反常扩散用

一般分数阶算子来模拟并不能取得很好的效果.比如

非均质多孔和裂隙介质中的溶质迁移试验,由于复杂

流体流动的力学性质会随时空尺度变化而发生一定

的变化,因此污染物等溶质扩散将产生所谓的多尺度

效应,其扩散状态可能在超扩散、次扩散和标准扩散3
种状态之间转化.对于这种多重分形介质中的反常扩

散现象,仅用分数阶微分方程去模拟是不合适的,而
分布阶微分方程更能描述这些反常扩散.空间分布阶

导数形如∫
2

1
p(α)∂

αu(x,t)
∂|x|αdα,在数学上可以看成是分

数阶导数在给定范围内关于其阶数的一个积分,空间

分布阶导数的一个物理解释可以看成是作用在多维

空间尺度上的一个空间积分.
近年来关于时间分布阶微分方程数值方法已有

比较多的成果[11-15],但关于空间分布阶微分方程的研

究较少.2017年Li等[6]提出一种有限体积法求解空

间分布阶对流扩散方程,给出了一个时间和空间上均

为二阶的数值格式,并证明了该方法的稳定性和有效

性.2018年Fan等[16]提出用非结构网格不规则域的

有限元求解二维空间分布阶扩散方程,但该方法的空

间收敛阶只达到二阶精度.2020年,杨莹莹[17]研究了

求解Riesz空间分布阶时间分数阶扩散方程的有限体

积法,得到空间的三阶精度数值格式,并证明了数值

格式的稳定性和收敛性.2021年Yang等[18]研究了一

种求解非线性变系数双边空间分布阶扩散方程的新

的有限体积方法,建立了空间和时间方向上具有二阶

精度的稳定性和收敛性的格式.2021年,陈景华等[9]

用有限差分法求解Riesz空间分布阶扩散方程,但时

间仍采用整数阶导数.2022年Abdelkawy等[19]采用

基于混合 Gauss-Lobatto和 Gauss-RadauLegender
的高精度配置法求解Riesz空间分布阶扩散方程,但
所讨论方程在时间方向上为整数阶导数.本文在文献

[16-17]的基础上做了一些推广和改进,研究时间

Caputo分数阶导数,空间Riesz分布阶导数的扩散方

程,并得到空间的四阶高精度格式.
本文考虑空间分布阶时间分数阶扩散方程[17]

c
0Dβ

tu(x,t)=∫
2

1
p(α)∂

αu(x,t)
∂|x|αdα+f(x,t),

 x∈(0,L),t∈(0,T],
u(x,0)=φ(x),x∈(0,L),
u(0,t)=0,u(L,t)=0,t∈(0,T],

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
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(1)

(2)

(3)
其中:f(x,t)是源项;φ(x)为已知函数,且φ(0)=
0,φ(L)=0;p(α)∈C4[1,2]是非负权函数,且满足

条件

p(α)≥0,p(α)≠0,α∈(1,2),0<∫
2

1
p(α)dα<∞;

c
0Dβ

tu(x,t)是阶数为β(0<β<1)的Caputo分数阶导

数[20],定义为

c
0Dβ

tu(x,t)= 1
Γ(1-β)∫

t

0
(t-s)-β∂u(x,s)∂s ds.

其中:Γ(·)为Gamma函数,∫
2

1
p(α)∂

αu(x,t)
∂|x|αdα称为

Riesz空间分布阶导数,这里∂
αu(x,t)
∂|x|α 是阶数为α的

Riesz分数阶导数,它是左侧Riemann-Liouville(R-L)
分数阶导数与右侧R-L分数阶导数加权和,即为:
∂αu(x,t)
∂|x|α =- 1

2cosαπ2

[R0Dα
xu(x,t)+R

xDα
Lu(x,t)],

 1<α<2,
其中:R

0Dα
xu(x,t),RxDα

Lu(x,t)分别表示有限域 [0,L]
上α阶的左侧和右侧R-L分数阶导数,定义如下:

R
0Dα

xu(x,t)= 1
Γ(2-α)

∂2
∂x2∫

x

0

u(s,t)
(x-s)α-1ds

,

 0<x<L,

R
xDα

Lu(x,t)= 1
Γ(2-α)

∂2
∂x2∫

L

x

u(s,t)
(s-x)α-1ds

,

 0<x<L.

1 积分项的离散

引理1(复化Simpson公式):设函数p(α)∈

C4[1,2],将区间[1,2]作2J等分,步长Δα= 1
2J
,2J

个小子区间为[αk,αk+1],(k=0,1,2,…,2J-1),分
点坐标为αℓ =1+ℓ·Δα,(ℓ=0,1,2,…,2J).则:

∫
2

1
p(α)dα=Δα∑

2J

ℓ=0
dℓ·p(αℓ)-

(Δαℓ)4
180p(4)(ξ),

 ξ∈(1,2).
其中系数

·223·
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dℓ =

1
3
,ℓ=0,2J,

2
3
,ℓ=2,4,…,2J-2,

4
3
,ℓ=1,3,…,2J-1.
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2 差分格式的建立

本节建立方程(1)~(3)的差分格式,首先对时间

和空间离散.取整数J,M,N.设Δt=τ是时间步长,

且tn=nτ(0≤n≤N),记Δx=h=L
M

是空间步长,

节点xi =ih(0≤i≤M),记un
j =u(jh,nτ),φi =

φ(xi),记步长Δα=12J
,αℓ=1+ℓΔα(0≤ℓ≤2J),空

间区域Ωh={xi|0≤i≤M},时间区域Ωτ={tn|0≤
tn≤N},定义如下的网格函数空间:

uh ={u|u=(u0,…,uM)},
uοh ={u|u∈uh,u0=uM =0}.

应用引理1,可将方程(1)~(3)中由积分项表示的分

布阶导数化为多项Riesz空间导数之和:

∫
2

1
p(α)∂

αu(x,t)
∂|x|αdα=Δα∑

2J

ℓ=0
dℓ·

 p(αℓ)∂
αℓu(x,t)
∂|x|αℓ +O((Δα)4). (4)

定理1[20](Caputo导数的L1逼近) 设0<β<
1,τ为时间步长,τ=T/N,tn =nτ,0≤n≤N,有:
c
0Dβ

tψ(tn)=Dβ
tψ(tn)+O(τ2-β),其中

Dβ
tψ(tn)= τ-β

Γ(2-β) a
(β)
0ψ(tn)-∑

n-1

k=1
(a(β)n-k-1-

 a(β)n-k)ψ(tk)-a(β)n-1ψ(t0) , (5)

其中,系数a(β)ℓ = (ℓ+1)1-β-ℓ1-β,ℓ≥0,且有1=
a(β)0 >a(β)1 >a(β)2 >…>a(β)ℓ >0,a(β)ℓ →0,当ℓ→∞
时. (6)

为了离散方程(1)中的 Riesz导数,引入以下

定理.
定理2[21] 设函数u(x,t)∈C7(RR),u(x,·)关

于x直到七阶导数存在,且属于L1(R).设

Lθu(x,t)= ∑
+∞

k=-∞
g(α)

ku(x-(k+θ)h,t),

 θ=-1,0,1,α∈(1,2),
这里系数

g(α)
k =

(-1)kΓ(α+1)

Γ α
2-k+1  Γ α

2+k+1  
, (7)

则有

∂αu(x,t)
∂|x|α =1hα α24L-1u(x,t)- 1+α

12  
 L0u(x,t)+α

24L1u
(x,t) +O(h4). (8)

式(7)中的系数g(α)
k 有如下性质:

引理2[20] 系数{g(α)
k }有如下递推关系:g(α)

0 =

Γ(α+1)

Γ2 α
2+1  

,g(α)
k = 1-α+1

α
2+k g(α)

k-1,k≥1,g(α)
-k =

g(α)
k ,k≥1.

以下在节点(xm,tn)处考虑微分方程,应用引理

1和定理2可将方程(1)~(3)中的分布阶导数离

散为

∫
2

1
p(α)∂

αu(xm,tn)
∂|x|α dα=Δα∑

2J

ℓ=0
dℓ·

 p(αℓ) αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k-1+

 αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k+1-

 1+αℓ

12  1hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k +

 O(h4+(Δα)4). (9)
记r=τβΓ(2-β),由定理1及式(9),得到方程(1)~
(3)在点(xm,tn)处的表达式:

1
r un

m -∑
n-1

k=1
a(β)n-k-1-a(β)n-k  uk

m -

 a(β)n-1u0m =Δα∑
2J

ℓ=0
dℓ·p(αℓ)·

  αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k-1+

 αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k+1-

 1+αℓ

12  1hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k un

m-k+ n
m +

 fn
m,1≤m≤M-1,1≤n≤N,

u0m =φm,1≤m≤M-1,

un
0=0,un

m =0,0≤n≤N,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

其中 n
m 是截断误差,有下式成立:

| n
m|≤C1(h4+(Δα)4+τ2-β),1≤m≤M-1,

 1≤n≤N,
其中C1是与h,Δα,τ无关的正常数.

在方程(10)中略去截断误差 n
m,并用数值解Un

m

代替精确解un
m,得方程(1)~(3)的如下差分格式:
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1
r Un

m -∑
n-1

k=1
(a(β)n-k-1-a(β)n-k)Uk

m -a(β)n-1U0]=

 Δα∑
2J

ℓ=0
dℓ·p(αℓ) αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1

 g(αℓ)k Un
m-k-1+ αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k Un

m-k+1-

 1+αℓ

12  1hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k Un

m-k +fn
m,

 1≤m≤M-1,1≤n≤N,
U0

m =φm,1≤m≤M-1,

Un
0=0,Un

m =0,0≤n≤N.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

  记

Un =(Un
1,…,Un

M-1)T,
Fn =(fn

1,fn
2,…,fn

m-1)T. (12)

为了方便,引入记号C(ℓ)
i =dℓp(αℓ)

hαℓ g(αℓ)i ,i=2-

M,…,M-3,ℓ=0,1,2,…,2J.由引理2可知系数

g(αℓ)k =g(αℓ)-k (k≥1).则线性系统(11)可以写成以下矩

阵的形式:
(I+G)Un =(a(β)0 -a(β)1 )Un-1+
 (a(β)1 -a(β)2 )Un-2+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)U1+
 a(β)n-1U0+rFn, (13)

这里I是一个(M-1)×(M-1)单位矩阵.矩阵G=
rG1-rG2-rG3,这里

  G1=

Δα∑
2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
0 Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
-1 … Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
2-M

Δα∑
2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
1 Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
0 … Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
3-M

︙ ︙ ︙ ︙

Δα∑
2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
M-2 Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
M-3 … Δα∑

2J

ℓ=0
1+αℓ

12  C(ℓ)
0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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􀮨
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (14)

G2=

Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

-1
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

-2 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

2-M 0

Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

0
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

-1 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

3-M 0

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

M-1
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

M-2 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

0 0

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (15)

G3=

0 Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

0
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

-1 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

3-M

0 Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

1
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

0 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

4-M

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

M-2
Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

M-3 … Δα
24∑

2J

ℓ=0
αℓC(ℓ)

1

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (16)

这里g(αℓ)k =
(-1)kΓ(αℓ+1)

Γαℓ

2-k+1  Γαℓ

2+k+1  
如引理2

定义,且
g(αℓ)k =g(αℓ)-k (k=2-M,3-M,…,M-3,M-2).

3 稳定性收敛性分析

3.1 稳定性分析

本节采用矩阵分析方法证明稳定性.

定义1[20] 形如Tn =

t0 t-1 … t1-n
t1 t0 … t2-n
︙ ︙ ⋱ ︙

tn-1 tn-2 … t0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

的

矩阵称为Toeplitz矩阵.
定义2[20] 若Toeplitz矩阵中的元素{tk}n-1k=1-n是

函数f(x)的Fourier系数,即

tk = 12π∫
π

-π
f(x)e-ikxdx,

则称函数f(x)为矩阵Tn 的生成函数.
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引理3[20](Grenander-Szegö定理) 对于上述

Toeplitz矩阵Tn,如果函数f(x)是定义在[-π,π]上
的连续实值函数,记Tn 的最小特征值和最大特征值分

别为λmin(Tn)和λmax(Tn),f(x)在[-π,π]上的最小

值和最大值分别为fmin和fmax,则有fmin≤λmin(Tn)≤
λmax(Tn)≤fmax.而且,如果有fmin<fmax,那么对任

意n>0,矩阵Tn 的所有特征值λ满足

fmin<λ<fmax,
更进一步有,若fmin>0,则Tn 是正定矩阵.

定理3 矩阵G是正定矩阵.

证明 根据定义2,设G1 中元素 Δα∑
2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)

1+αℓ

12  1hαℓg
αℓk M-2

k=0
是函数FG1 的Fourier系数,即

Δα∑
2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)1+αℓ

12  1hαℓg
(αℓ)k = 1

2π∫
π

-π
FG1e

ikxdx,则

FG1 为矩阵G1的生成函数.即

FG1 =∑
∞

k=-∞ Δα∑
2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)1+αℓ

12  1hαℓg
(αℓ)k  eikx.

同理,FG2 和FG3 分别是矩阵G2,G3的生成函数,则

FG2 = ∑
∞

k=-∞ Δα∑
2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)αℓ

24hαℓg
(αℓ)k ]ei(k-1)x,

FG3 = ∑
∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)αℓ

24hαℓg
(αℓ)k  ei(k+1)x.

下面证明矩阵G是正定矩阵.
由上述G1,G2,G3 的生成函数知G 的生成函数

FG =r·(FG1-FG2-FG3
),且

FG =r·

  ∑
∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)1+αℓ

12  1hαℓg
(αℓ)k  eikx -

 ∑
∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)αℓ

24hαℓg
(αℓ)k  ei(k-1)x-

 ∑
∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)αℓ

24hαℓg
(αℓ)k  ei(k+1)x =

 r·∑
∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ) 1+αℓ

12  1hαℓ -

 cosx·αℓ

12
1
hαℓ g(αℓ)k eikx =r·∑

∞

k=-∞
Δα∑

2J

ℓ=0
dℓp(αℓ)·

 1
6hαℓ 6+αℓsin2 x

2    2sinx
2  αℓ

≥0.

由引理3可知,G是正定矩阵.证毕.
引理4[21] ϕ是一个(M-1)阶的正定矩阵,对

于任意σ>0,有下面不等式成立:
‖(I+σϕ)-1‖∞ ≤1,
‖(I-σϕ)(I+σϕ)-1‖∞ ≤1.

定理4 假定u
∧

n
i 和un

i(i=1,2,3,…,M-1,n=
0,1,2,…,N)分别为数值格式(13)的近似解和数值

解,并εn
i =u

∧

n
i -un

i,Yn = [εn
1,εn

2,…,εn
M-1]T,误差Yn

满足

Yn =(I+G)-1[(a(β)0 -a(β)1 )Yn-1+(a(β)1 -
 a(β)2 )Yn-2+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)Y1+a(β)n-1Y0],

则有‖Yn‖∞ ≤‖Y0‖∞ 成立,则该数值格式(13)是
无条件稳定的.

证明 用数学归纳法证明差分格式(13)的稳

定性.
当n=1时,将εn

i =u
∧

n
i-un

i 代入式(13),得Y1=
(I+G)-1Y0,由定理3可知G是(M-1)×(M-1)阶
正定矩阵,由定理3和引理4可得 ‖(I+G)-1‖∞ ≤
1,则

‖Y1‖∞ =‖(I+G)-1Y0‖∞ ≤‖(I+
 G)-1‖∞‖Y0‖∞ ≤‖Y0‖∞.
假设当n≤k-1,‖Yk-1‖∞ ≤ ‖Y0‖∞,则当

n=k时,有
‖Yk‖∞ =‖(I+G)-1[(a(β)0 -a(β)1 )Yk-1+
 (a(β)1 -a(β)2 )Yk-2+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)Y1+
 a(β)n-1Y0]‖∞ ≤‖(I+G)-1‖∞‖(a(β)0 -
 a(β)1 )Yk-1+(a(β)1 -a(β)2 )Yk-2+…+(a(β)n-2-
 a(β)n-1)Y1+a(β)n-1Y0‖∞ ≤‖(I+G)-1‖∞[(a(β)0 -
 a(β)1 )‖Yk-1‖∞+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)‖Y1‖∞+
 (a(β)n-1)‖Y0‖∞]≤‖(I+G)-1‖∞[(a(β)0 -
 a(β)1 )+(a(β)1 -a(β)2 )+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)+
 a(β)n-1]‖Y0‖∞ =‖(I+G)-1‖∞·a(β)0 ‖Y0‖∞ =
 ‖(I+G)-1‖∞‖Y0‖∞ ≤‖Y0‖∞.
因此,可以得到‖Yn‖∞ ≤‖Y0‖∞.证毕.

3.2 收敛性分析

定理5 假设Un 和un 分别是原方程(1)~(3)的
数值解和精确解,则当Δα,h,τ趋近于零时,存在正常

数C,有
‖Un-un‖∞ ≤C(τ2-β+Δα4+h4),

则该数值格式收敛.其中:Un=(U(x1,tn),U(x2,tn),
…,U(xM-1,tn))T,un = (u(x1,tn),u(x2,tn),…,
u(xM-1,tn))T.

证明 用数学归纳法证明该格式的收敛性.
设en

m 是点 (xm,tn)处的误差,令en
m =un

m -Un
m,

0≤m≤M,0≤n≤N.定义

En =(en
1,en

2,…,en
M-1)T,

Rn =(n
1,n

2,…,n
M-1)T.

将式(10)与(11)相减得到如下误差方程组:
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1
r en

m -∑
n-1

k=1
a(β)n-k-1-a(β)n-k  ekm -a(β)n-1e0m  =

 Δα∑
2J

ℓ=0
dℓ·p(αℓ) αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k enm-k-1+

 αℓ

24hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k enm-k+1-

 1+αℓ

12  1hαℓ ∑
m-1

k=-M+m+1
g(αℓ)k enm-k+ n

m],

 1≤m≤M-1,1≤n≤N,
e0m =φm,1≤m≤M-1,

en
0=0,en

m =0,0≤n≤N.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(17)
式(17)可写成矩阵形式

(I+G)En =(a(β)0 -a(β)1 )En-1+(a(β)1 -
 a(β)2 )En-2+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)E1+a(β)n-1E0+rRn,

(18)
其中G=rG1-rG2-rG3,下面用数学归纳法证明收

敛性.
当n=1时,E1=(I+G)-1(E0+r·Rn),又‖(I+

G)-1‖∞ ≤1,则有

‖E1‖∞ =‖(I+G)-1(E0+r·R1)‖∞ ≤
 ‖(I+G)-1‖∞‖(E0+r·R1)‖∞ ≤
 ‖r·R1‖∞ ≤rC1(τ2-β+h4+(Δα)4).

其中C1是与τ,h,Δα无关的正常数.
假设当n≤k-1时,‖Ek-1‖∞ ≤r·C1(τ2-β+

(Δα)4+h4)成立,当n=k时,有
‖Ek‖∞ =‖(I+G)-1[(a(β)0 -a(β)1 )Ek-1+
 (a(β)1 -a(β)2 )Ek-2+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)E1+
 a(β)n-1E0]+r·Rk‖∞ ≤‖(I+G)-1‖∞·
 ‖[(a(β)0 -a(β)1 )Ek-1+(a(β)1 -a(β)2 )Ek-2+…+
 (a(β)n-2-a(β)n-1)E1+a(β)n-1E0]+r·Rk‖∞ ≤‖(I+
 G)-1‖∞[(a(β)0 -a(β)1 )‖Ek-1‖∞+(a(β)1 -
 a(β)2 )‖Ek-2‖∞+…+(a(β)n-2-a(β)n-1)‖E1‖∞+
 a(β)n-1‖E0‖∞+‖r·Rk‖∞]≤‖(I+
 G)-1‖∞·rC1(τ2-β+h4+(Δα)4)≤rC1(τ2-β+
 h4+Δα4)=C(τ2-β+h4+Δα4),

其中C=rC1,由此可以得到

‖En‖∞ ≤C(τ2-β+h4+(Δα)4).
证毕.

4 数值例子

本节提供数值例子说明所给理论分析的有效性.
考虑以下Riesz空间分布阶扩散方程:

c
0Dβ

tu(x,t)=∫
2

1
p(α)∂

αu(x,t)
∂|x|αdα+f(x,t),

 x∈(0,1),t∈(0,1], (19)
边界条件:

u(0,t)=0,u(1,t)=0,t∈(0,1], (20)
初始条件:

u(x,0)=x4(1-x)4,x∈[0,1]. (21)

这里p(α)=-2Γ(9-α)cosπα2  sinπα2  ,
f(x,t)= 6

Γ(4-β)
t3-βx4(1-x)4-(t3+

 1)[Q(x)+Q(1-x)],
其中

Q(x)=Γ(9)∫
2

1
x8-αsinπα2  dα-4Γ(8)∫

2

1
x7-α(8-

 α)sinπα2  dα+6Γ(7)∫
2

1
x6-α(8-α)(7-

 α)sinπα2  dα-4Γ(6)∫
2

1
x5-α(8-α)(7-α)(6-

 α)sinπα2  dα+Γ(5)∫
2

1
x4-α(8-α)(7-α)(6-

 α)(5-α)sinπα2  dα.

该方程的精确解为

u(x,t)=(t3+1)x4(1-x)4,x∈(0,1).
定义误差范数为

E(τ,h,Δα)= max
0≤n≤N
0≤i≤M

u(xi,tn)-un
i ,

其中:u(xi,tn)和un
i 分别表示该问题在点 (xi,tn)处

的精确解和数值解,τ表示时间步长,h表示空间步

长,Δα表示分布阶步长.
定义时间方向的收敛阶rateτ,空间方向的收敛阶

rateh,分布阶的收敛阶rateΔα 如下:

rateτ =log2 E(τ,h,Δα)

E τ
2
,h,Δα  

,

rateh =log2 E(τ,h,Δα)

Eτ,h2
,Δα  

,

rateΔα =log2E
(τ,h,Δα)

Eτ,h,Δα2  
.

图1显示了t=1.0时刻的数值解和精确解的对

比,取Δα=h=τ=1/200,t=1.0,β=0.75,可以看

出二者非常吻合.图2显示了u(x,t)在不同时刻的

值,随时间的变化.表1显示在h=τ=1/1000,β=
0.7,t=1.0时精确解和数值解的最大误差及Δα的收

敛阶,Δα的收敛阶达到四阶.表2显示Δα=τ=
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图1 t=1.0时刻,取Δα=h=τ=1/200,β=0.75,
数值解与及精确解的比较

Fig.1 Comparisonofnumericalsolutionsandtheexact
solutionattimet=1.0,Δα=h=τ=1/200,β=0.75

图2 取Δα=h=τ=1/1000,β=0.75,不同时刻

t=0.1,t=0.4,t=0.7,1.0时数值解

Fig.2 Comparisonofnumericalsolutionsusingourmethod
atdifferenttimest,Δα=h=τ=1/1000,β=0.75

1/500,β=0.7,t=1.0时精确解和数值解的最大误

差及h的收敛阶,其收敛阶达到四阶.表3显示在

Δα=h=1/1000,β=0.7,t=1.0时精确解和数值

解的最大误差及τ的收敛阶,其收敛阶接近2-β=
1.3阶.这与本文中的理论分析结果是相一致的.

表1 最大误差和Δα的收敛阶(h=τ=1/1000,

β=0.7,t=1.0)

Tab.1 Themaximumerrorsandconvergenceordersfor
Δα(h=τ=1/1000,β=0.7,t=1.0)

Δα E(τ,h,Δα) 收敛阶

1/2 1.4098×10-5 —
1/4 8.5908×10-7 4.036
1/8 5.3219×10-8 4.012
1/16 3.1996×10-9 4.055

表2 最大误差和h的收敛阶(Δα=τ=1/500,

β=0.7,t=1.0)

Tab.2 Themaximumerrorsandconvergenceordersfor
h(Δα=τ=1/500,β=0.7,t=1.0)

h E(τ,h,Δα) 收敛阶

1/10 2.1187×10-5 —

1/20 1.3894×10-6 3.930

1/40 8.6887×10-8 3.991

1/80 5.1349×10-9 4.080

表3 最大误差和τ的收敛阶(Δα=h=1/1000,

β=0.7,t=1.0)

Tab.3 Themaximumerrorsandconvergenceordersfor
τ(Δα=h=1/1000,β=0.7,t=1.0)

τ E(τ,h,Δα) 收敛阶

1/10 4.7822×10-8 —

1/20 2.0031×10-8 1.255

1/40 8.2805×10-9 1.274

1/80 3.3978×10-9 1.285

5 结 论

本文发展了一个Riesz空间分布阶Caputo时间

分数阶扩散方程的高阶数值方法.通过将分布阶方程

离散为含有多项分数阶导数的微分方程,利用有限差

分法对得到的微分方程进行数值求解,证明差分格式

是稳定的和无条件收敛的.此外,本文中提供的数值

方法的收敛阶为O(τ2-β+(Δα)4+h4).最后,给出了

数值例子来证明该数值方法与理论结果是相一致的.
这种方法和分析技术可用于求解和分析其他类型的

分数阶偏微分方程.
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