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摘 要

本文发展了一种代数无关性方法
,

它起源于 M o r d ou k h a少 B ol ot vs k oy
,

使我们可

以借助于 K u m m er 理论或超越性度量确定某些与 iL ou vi ll 。 数有关的数的代 数 无

关性
.

关键词 : iL o u ,
al

e

数
,

K u m . er 理论
,

超越性度皿
,

代数无关性

在 19 4 6年 M
o r d o u k h a y

一 B o一t o v s k o y LI
·

, ,
试图证 明下列结 果

: 设 嘶 ,

…
, a ,

是代 数数
,

p 〔 Z 巨
: ,

…
, x , , y 〕 非零

.

若 刀 是无理数
,

满足方程 叹衅
,

…
,

a0,
,

动 ~ 。 ,

则存在正数

又和 拌 ,

使对所有有理数 P / q ( q > 0)
,

不等式 防一 P /引 > e
xP (一柯

” 109 妇 成立
.

本文发展了这个主题
,

并利用 K u m m er 理论证明它对某些 iL ou vi n e
数是真实的

,

亦即

当 a ` ,

…
, a 。

是乘性无关的代数数
,

则数 勺 ,

心
,

…
,

嵘 在 Q 上代数无关
.

此外
,

我们还

确切地给出他的命题中户 的明显的允许值 (即下文定理 3
.

1)
.

这个证明思想如下
:
若 p ( Z [二

, y : ,

…
, 夕. ] 非零

,

且 p伪
, a 了

,

…
, a篇) ~ o ,

而 p /宁

是逼近 刃的有理数
,

则 尸 ( P/ q ,

衅 q/ ,

…
,

嵘 q/ ) 是代数数
,

当 P / q 非常靠近 刀时其绝对值非

常小
.

我们应用 K u m m e r
理论证明这个数非零

,

从而 由 iL ou vi n e 不等式导致矛盾
.

同样的思想可产生许多数的代数无关性的例子
,

但需应用指数函数或椭圆函数的值的超

超性度量
,

用以代替 K u m m e r
理论的代数推理

.

本文给出 4 种类型的结果
,

其代表是下文的

定理 4
.

1 , 5
.

1 , 5
.

2 , 6
.

1
.

这种类型的推理首先是 M o r d o u k h a y一 B o l t o v s k o y 在 1 9 2 7 年给出
,

紧接

着由 M ha l er 加以发展
,

以后 G le f o
dn 等人也使用过这种方法

.

有关的文献可在文献〔31 中

找到
.

在下文中
,

我们用
` ,。 ,

八
:

… ( l ( 及成 6 ) 表示与
” 无关 的正常数

,

用 lla }}表示实数
“

与

最接近它的整数间的距离
,

并用 式的 表示任一个正函数
,

且当 q ” co 时单调趋于无穷
.

与

通常一样
,

若 a
是非零代数数

,

而 log a
是它的对数的一个给定值

,

则对任何
: 〔 C

,

用 扩 表

示
e

xp (
: 10 9 “

)
.

本文 1 9 8日年 斗月 一 日收到
, 19 8 9 年 2 月 2 5 日收到修改稿

.

* 第一作者由法国国家科研中心 ( C N R s) 与中国科学院交换协议支持
,
第二作者由联邦德国洪堡基金会及法

国 I H E S 资助
.
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一
、

基 本 结 果

公共假设 设! 和 , 是两个有理整数
,

o 镇 , 镇 t .

设 甲: ,

…
, 甲 ,

是 单复变半纯函数
,

二
, , ,

是一些复数
,

且 刃
,

不是 物 ( l 毛 , 毛 )t 的极点
.

还设 少是一个正有理整数的正函
,

单调趋于无穷
.

设不等式 m a x }1小列 < e
xP (一价(的 ) 有无穷多个正整 数解 q ,

记为 o <

刃 ,

< 乳 < … < 叮
,

<
·

… 还记 l},
,

宁
。

11一 !:
,

宁
。

一 p
, 。

{
,

其中 p
, 。

〔 Z ( l 成 , 提 ` , n ) l )
.

定理 1
.

1
.

假设对任何多项式 R 任Z [ x ; ,

…
, x , , 夕, ,

…
,
y
`

]
,

且 R ( , : ,

…
,

,
: ,

y : ,

…
,

y
,

)

在 Z [ , L,

…
, 叮

,

] [夕
t ,

…
, 夕,

] 中不为零
,

存在一个依赖于 R , , : ,

…
, 叮, , 甲: ,

…
,

甲 ,

的整

数 n0
,

使当所有
n ) n0

,

.
飞

.J.了.刃
.

那么 t

证

}R (户
: ,

/宁
。 ,

…
,

介
。

/夕
。 , 甲 :

(户
L ,

/宁
,

)
,

…
, 甲 ,

(户
` 。

/宁
,

) ) ! ) e
即 (一沙(叮

。

) )
,

个数 甲:

( , :

)
,

…
, 甲 ,

(勺
:

) 在 Q ( , ; ,

…
,
叮

,

) 上代数无关
.

设 甲 :

( , :

)
,

量
、

系数在 Z 〔, : ,

…

, 甲 ,

( ”
,

) 在 Q ( ”
t ,

…
, ,

,

) 上代数相关
.

中的非零多项式 R :

适合 R l

(甲
:

( , :

)
,

…

于是存在一个含

甲:

(刀
,

) ) ~ 0
.

记

尺 :

( y ; ,

…
,

, ` ) 一 艺 f(、 )
( 。

: ,

…
, ,

,

) , ;
`

… , ;
, ,

此处 f(` ) 。 Z [ x : ,

…
, x `

] 不在点 ( , : ,

R (
x 、 ,

…
, x , , y : ,

…

…
, , ) 上全部同时为零

.

我们还记

,

, ,

) 一 习 r。
; )
(

x : ,

…
, 二 ,

) , ;
1

… , ;
, ,

那么 R 〔 Z [ x 、 ,

…
, x ` , y : ,

…
, y ,

] 适合

R (”
: ,

…
, 刀

, , 夕: ,

…
, y `

) 一 R :

( y , ,

R (刀
; ,

…
, :

, , 甲:

( , ,

)
,

…
,

甲:

( : :

) ) ~

y `

) 今 。 ,

O
.

因 {I,
,

宁
,

}! <
e

却 ( 一沙伪
,

) )
,

故当
” 充分大

,

户
, 。

/宁
。

不是 甲
,

(二 ) 的极点 ( l 提 , 《 t
)

.

夕
, ,

的定义知 }p
, 。

/宁
,

} < }刀
,

! + l /宁
。 ,

故对充分大的
n ,

}R ( p1
,

/宁
, ,

…
,

产
。

/宁
, , 甲 ,

(扒
,

/ q
。

)
,

…
, 甲 :

( p
: ,

/ q
二

) ) {镇
c ,。 q刃

, e

却 (一沙(宁
,

) )
.

( l )

个变

且 由

但由 ( l) 式
,

当

注 1
.

1
.

q
,

) cl 。 时上式不能成立
.

定理得证
.

在定理 1
.

1的假设下
,

如果 !
个数 , : ,

…
, ,

,

在 Q上代数无关
,

那么 ` 十 `
个

数 , : ,

…
, ,

, , 甲 ,

( , ,

)
,

…
, 甲 ,

( , ,

) 在 Q 上代数无关
.

存个推论 L l
.

在一个依赖于

在上述公共假设下
,

若对任何非零多项式 R 〔 Z 〔: : ,

…
, x : ,

y: , 二

R , , 1 ,

…
,刀: , 甲: ,

…
, 甲:

的整数
, 。 ,

使 (l )式对任何
, ) , 。

成立
,

则

·
, y ,

]

了
+

t

数 , : ,

…
, ,

, , 甲、

( , :

)
,

…
, 甲 ,

( , ,

) 在 Q 上代数无关
.

证
. `

只须在定理 1
.

1 中用 。代替数
, ,

用 ` + ;
代替数

, ,

并取
! 十 了

个函数
: ,

…
,

一

z
理

,

(君 )
,

…
, 甲 ,

(
二

) (其中函数
z 重复 ,

次 )
,

及
! + ;

个复数 , : ,

…
,

,
, , 、 1 ,

…
,

, , .

下列推论是本文主要工具
:

推论 L 2
.

在上述公共假设下
,

还设当 1 ( , 钱
,

及 1提 娜成 ,
时

,

数 ,
,

不 是 函 数

甲 ,

的极点
.

( A ) 如果对任何 式
, + 1) 变量多项式 R ( Z Lx : ,

…
, x , ,

yl : ,

…
, yl

, ,

…
, 为 : ,

…
,

y
t ,

]
,

存在整数 内
,

使当
, 妻 询 时
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IR (户
: 。

/夕
, ,

…
,
扒

,

/宁
, , 甲 :

( 户
: 。

/宁
。

)
,

…
, 甲、

(户
, ,

/、
,

)
,

…
, 切 ,

(户
, 。

/宁
。

)
,

…
, 甲,

(托
.

/叮
.

) ) { ) exn (一沙(夕
。

) )
,

那么
s
(

r + l ) 个数 ,
, , 华 ;

( ,
,

) 在 Q 上代数无关
.

( B ) 如果对任何
,
(

t
+ 1 ) 变量多项式 R 〔 Z [二

: ,

…
, x ` , y: : ,

…
, y , 、 ,

…
, y , , ,

…
且 R ( , : ,

…
, 。 : ,

夕: ; ,

…
, y : , ,

…
, 夕: 1 ,

…
, y: ,

) 在环 2 1 , : ,

…
, ,

了

]「y ,: ,

一
,

y l , ,

二

( 2 )

y , 了

]
,

,

y
, 1 ,

…
, y , ,

] 中不为零
,

存在整数
, 。 ,

使 ( 2 )式对所有
。 》 。 。

成立
,

那么 , t
个数 甲 ;

(、
,

) ( l 蕊 二 蕊 , ,

1 成 产成 心 在 Q ( , : ,

…
, , ) 上代数无关

.

因而若还设
:
个数 , ; ,

…
, 。 ,

在 Q上代数 无

关
,

则
,
(

,
+ 1 ) 个数 ,

, , 甲 ;

( ,
,

) ( l 毛 , 毛
s , 1 《 拌 《 t

) 在 Q 上代数无关
.

证
.

考察 “ 个函数 中: ,

…
,
甲 : ,

…
, 甲: ,

一
, 甲 , ,

其中每个 怀 (l 镇 产 钱 )t 重复
`
次

,

以

及 , t
个复数 刃; ,

…
,

,
, ,

…
, , , ,

…
, ,

` ,

其中
! 一 数组 肠

1 ,

…
, 刀

,

) 重复
, 次

.

于是由定

理 1
.

1得 ( B )
,

由推论 1
.

1得 ( A )
.

二
、

概念及预备性结果

10 .

若
a
是代数数

,

我们用 从 a) 表示
a
的绝对对数高 (见文献 〔4 }

,

第 I V 章
,
愁1)

.

习知

当
a
属于数域 K

,

则

` (
·

,飞才劝万
`

,

fo ` m二 ( `
,

,
· ’

·

,
,

其中
,
遍历 K 的规范化绝对值集合

,

d
,

是在
。 的局部次数

.

于是乘法公式是 11 !
。
净 一

(
a 〔 K

, a 铸 0 )
.

我们用 L印 ) 表示复系数多项式 尸的长
,

即其系数绝对值之和
,

用 H ( )P 表示其高
,

即其

系数绝对值中最大者
.

我们有下列 iL ou
v ill e 不等式

:

引理 .2 1
.

设 尸 〔 Z 脸
: ,

…
,

` 〕
,

关于
x ,

的 次数 至 多 是 N式l 成
,

提 。 )
。

设 。 : ,

…
, a .

是代数数
,

Q (
a l ,

…
,

` ) 在 Q 上次数是 D
.

那么或者 叹
a : ,

…
,

气 ) 为零
,

或者

10 9 }尸 (
a ; ,

…
, 。 。

) } ) 一 n 10 9 乙 (尸) 一 D 艺 N
,

h (
a ,

)
.

2 “
.

K u m m e r
理论 (见文献 [ 4 1

,

第 V 章
,

5 4 )中的一个结果
.

引理 .2 2
.

设代数数 al ,

…
, a ,

乘性无关
,

则存在常数 几。 > o 仅与
a : ,

…
, a 。

有

关
,

具有下述性质
: 若 p

: ,

…
,

p
, , q 是有理整数

,

且 p
,

与 q 互素 ( l 簇 , ( m )
,

又设 口
, ,

…
,

口
。
是代数数

,

适合 爵 ~ 峪吠1 提 v 镇 。 )
.

则有

[ Q (月
1 ,

…
,

夕
.

)
:
Q ] ) c Z oq m .

证
.

设 g
,

是本原单位根
.

易见若复数
a ,

夕
, 1 适合 砂 ~ 产 及 a 一 产

,

其中 p
,

q 互

素
,

则 Q仗
; , a ,

夕) 一 Q (杏
; , 了 )

,

我们用 Q仗
叮 , a “ q

) 记这个域
.

由 K u m m e r 理论 (见文献

走4]
,

p
.

1 1 3 )知 当
a : ,

…
, a ,

乘性无关时
,

[ Q( g
, , a }/夕 ,

…
, a 二/ q

)
:
Q l ) 几 ,宁爪甲 (宁)

,

其中
c Z:

与 叮无关
, 甲是 E u l e r 函数

,

[ Q (乙
q

)
:
Q ] ~ 甲伪 )

.

但 Q仗
, , a : ,

…
, a , ,

口
: ,

…
,

儿 ) 一 Q (乙
。 ,

川q/ ,

…
。刀幻

,

故得引理
.

3 “ .

超越性度量与逼近度量之关系 (见文献 L3 ]
, P

.

4 4 9 )
。
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引理 2. 3
.

设 p〔 Z巨 ]是次数 成 N
,

高 摇 H 的非常数多项式
, 。 〔 C 是任意复数

,

则

存在一个代数数 g (其次数为 D )以及一个正整数 及
,

适合
,

~ ,
、 , , / , 、

, l
尺口 、 ` v ’ “ 、 g j 气

一

初
~ 、 ’ 0 9月 十 的 g w夕’

!。 一 套!
戈成 4护 ( ZN H )

拟
}p (。 ) 1

.

引理 .2 4
.

设 ` 二
和

` 2 ,

是两个正数
.

则存在正数
` ,
有下列性质

:

Z x[ 1 是次数 簇 N
,

高 ( 11 的多项式
,

而且

c Z: l o g q 成 lo g H 十 lo g N 毛 c Z , fo g q ,

则有

}Q (
e ` / q

) ! ) 宁一
` ,` N , .

证
.

在此用 ` 2, ,

…
, ` 2 ,

表示与 q 无关的正数
.

可设 ` 2 2

成 1
.

若 q < ` 2 5 ,

则这种多项式 Q个数有限
,

因而 }Q( cl 勺 ) } ) 旬
.

若 q 是正整数
,

Q 〔

还可认为
` , 、
攫 乳 因

由引理 2
.

3可求得一个代数数
a 及正整数 及

,

使
。 的次数 d ( N /反

,

且 h ( a) 《 鱼 109 宁

d

}
。 ` / q

一 a
}
灸 ( 4 N ,

( ZN H ) N
}Q ( e ` / q

) 1
.

选取
e Z。

使 4 N ,

( 6N H )
N

< q
` , N , .

因此可认为 {
亡: ` ;

一 。
} < 生

,

于是 (见文献 [ 3 1
,

引理 2
.

4)存
3

在
a
的对数的一个分支 log a 适合 1资 fo g al ( 2 }洲

“
一 al

.

在文献 t 31 的定理 A 中取

D ~ d 簇 N
, V ~

c 23 l o g q

宁

,

h印 ) ~ 10 9 宁 , E ~ q
` , , ,

可得

}生 一 l、 。

1) ,

一
,

! q l

由此易得本引理
.

40
.

令 沙(的 是 q 的正函数
,

当 q * co 时 沙( q )八og q * co
.

我们 称 实 数 ” 是一个

少 iL ou vil le 数
,

如果存在无穷多个正整数 q 适合 o < }1叫 }} < ex p ( 一价( q ) )
.

由引理 2
.

1知

这样的数在 Q 上超越
.

设 `
是正整数

.

卜实数组伪
1 ,

…
, , )称为一个 少 iL ou

v ill e
数组

,

如果存在无穷多个正

整数 q 适合 。 < m a x
ll,

,
夕 11 < e

邓 ( 一山 ( 口、 )
_

干是每个
。 .

或为有理数
.

成旱一个 少 L i o u v i l l e

1《 ,

奋

数 (并且至少有一个非有理数 )
.

此外
,

若还设 , : ,

…
, ,

,

在 Q 上线性无关 (或代数无关 )
,

则

称 ( , : ,

…
, ,

,

) 是一个 少 Q乙 2 L i o u v i l l e
数组 (或一个 少 Q过 1 L i。 u v i zl e

数组 )
.

注
.

如果 甲是任一个 q 的正函数且当 q * co 时趋于无穷
,

而 , 是一个实数
,

那么下列

两个条件是等价的
:

i( ) 对每个常数 c > o 存在一个正整数 q 适合

o < }1” 宁{I < e
冲 (一 C沙(宁) )

.

ii( ) 存在一个函数
r ,

当 q ” 匀 时趋于无穷
,

且着 沙 一 甲: ,

则 , 是一个 介 iL ou
、 泥 e

数
。
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三
、

应用Kum m r e理论得到的推论

定理3 . 1
.

.
, 仓 .

设 。 是正整数
,

, 是一个 少 iL ou vi n e
数

,
中(刃 ~ q叹 lo g q )式刃

.

设代数

乘性无关
.

对 l 毛 j ( m ,

用 log a ,
表示 价 的对数的任一分支

.

那么 m 十

即习i()

数
a , ,

l 个数

证

, ,

时
,

…
,

嵘 在 Q 上代数无关
.

在推论 L 4 ( A ) 中取
了 一 1 , , ~ ,

尺 (
x , y : ,

…
, y。

) 一

,

(幻 ~ 时 ( l ( , ( 。 夕
.

令

f( ` ,
(
二 ) , ;

`

… y二。

是 Z 【x ,

, : ,

…
, y们 中非零多项式

,

关于 y
,

的次数为 d
, ,

在上式求和号 中 ( i) 表示 ( i: ,

…
,

编 ) 且 。 簇 i
,

蕊 心 ( 1 ( , 《 m )
.

设 R关于
x
的次数是 d

.

因 , 是 少 iL ou vi ll e 数
,

故存在

正整序列 o < q :

< … < q
。

< … 适合
`

“叫
.

!} < exP (一少( q力) (
。 》 1)

.

取 p
。
贬Z 适合

{!刀宁
。

!1~ }刃宁
,

一 P
。

}
.

定义 Z [ y : ,

… y , ] 中的多项式序列

Q
。

( y : ,

…
,

y ,
) ~ 宁篇R ( P

。

/宁
。 ,

y : ,

…
, y。 )

,

因 勺是超越数
,

对大的
, ,

if( )
( P

。

/` ) 铸 0 ,

于是 .f( ) 尹 .0

如果当 l 成 v ( 。
,

d
,

~ o ,

则 Q
。

(衅产
。 ,

…
,

嵘矿、 ) 一 q才f(0 )
( P

。

/ q
,

) 是非零整数
,

因

而

, R (户
,

/宁
, , a

f
。 ` q 。 ,

…
, a 二

。 ` q 。

、 } ) 宁: ` .

现设
,

』装心 > .0 因 碗
,

一
a 二
乘性无关

,

由引理 .2 2 知 Q武武产
· ,

一 ` 产.) 祷 0
.

由引理 2
.

1 ,

对大的
n ,

乙 ( Q
.

) 毛 习 }f(
` )
( ,

,

/ , 。

) I,票毛
c , 。 ,才

,

习 d
,

h (`
· `q ·

) 《 ` 30 ,

[ Q (
a f

, , q , ,

…
, a 磊

, ` q 二

)
:
Q ] ( c 3。孕万

.

因此得到

! R ( P
,

/叮
, , a 穿

。 ` q 。 ,

…
, a 二

。 `叼 ,

) } 》
e
即 ( 一 c , ;宁票10 9甲

。

)
.

在两种情形中推论 1
.

2 的假设均成立
,

所以定理得证
.

推论 .3 1
.

如果 , 是一个实数
,

对任何整数 及> 1 不等式 0 < }, 一 p /引 < q一砂 有无

穷多个解 p /q o Q
,

那么数 , , 2 , ,

3” ,

…
, 户

,

… l( 是素数) 在 Q 上代数无关
.

四
、

应用 l a 口一州 的下界得到的推论

定理 .4 1
.

设 。 是正整数
, , 是 少 iL o u vi lle 数

,

巾(妇 ~ 护, +’ r (的
.

设代数数
a : ,

…
,

“ .
乘性无关

, 。
和 口是非零代数数

.

对于 1 ( j ( ,
,

fo g ia 表示
a ,
的对数的任一分支

,

还

设 lo g a
(及 109 的 是

a
(及 为的非零对数

.

那么 . + 2 个数 , ,

衅
,

…
,

嵘
, 。尹 在 Q 上代

数无关
.

证
.

由于定理 3
.

1 ,

只用证 , ”
在域 Q伪

,

衅
, ,

二
,

嵘 ) 上代数无关
.

我们来验证推论
1

·

2 ( A ) 中条件 ( 2 )
,

其中
, 一 x , , 一 。 + 一 , 甲

,

(刃 ~ ` ( 1镇 , 毛 。 )
, 甲 , + :

( 万 ) 一 。 , ` .

任取非零多项式 R ` Z x[
,

y : ,

…
, y*

、

]
.

令 。 < 宁,

< … < q
。

< … 是 不 等式
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<e
( P x一沙(q ) )的解的无穷序列 ;令 P

,

〔 Z 适合 11时
,

1} ~ !时
。

一 P
二

}
.

必要时用 一叮

代 刃 (因而用 户
`

代 口
,

一 10 9月代 10 9 夕)
,

可设对大的 ,
有 P

,

> 0
.

记

尺 (
: , , : ,

…
, ,

。 : + 1

) 一 艺 扩
、

(
x ,

y l ,

其中 d 是 R 关于 九
十 t

的次数
.

于是 f J
是 Z [

二 ,

,
: ,

… y o l

夕m
)夕众

+ : ,

中的非零多项式
.

令 K 一 Q (
a : ,

…
, a 二 )

,

戈 一 Q (
a }/穿 n ,

…
, 。 孟`

q ,

)
.

并设
二: ,

…
, a 。 ,

是 茂 到 C 中

的 六冬同构
.

定义 K 〔y1 中的多项式如下
:

方(郭
\ `

*

( p
·

/、一“
· `· · ·

一
“一 ) ,

`

)
其中 d。 是 R关于

x

的次数
.

显然这个多项式的系数属于环 Z a[
: ,

…
, a们

.

将这多项式记

作 Q
。

( a : , ·

…
。 I。 ,

高至多是 试e40 :
.

设正整数 A 是

力
,

其 中 Q
。
〔 Z x[

, ,

…
, 戈

, ,

y ]
,

它关于每个变量的次数至多是 c’0 岭

a , ,

…
,

% 的一个公分母
, T : ,

…
, T 。

是 K 到 C 中的嵌人
,

那么

。
。

( y ) 一 , 一: △
·

n
: ; 。

。

(
。 : ,

…
, a 。 ,

, )

汀 = 1

是 z : , 〕 中的非零多项式
,

其次数 蕊
。 。
君

,

高 ( ,
:
“ 瞪

.

现在来证明当 , 充分大
,

!尸
。

(
。 ” p 。 / q 。

) { ) e
冲 (一

c ; 3、 恋’
+ `

)
.

首先 由 G e l f o n d一 S e h n e l d e r
定理

,

上式左边不为零 (因 月p “ ` q 。

是代数无理数
,

lo g a 笋 。 )
.

把
弓}理 2

.

3 应用于多项式 尸
,

及 。 一 砂与 /“
,

可找到一个代数数 杏
,

及整数 冷
。

) 1
,

适合 〔Q (奢
。

)
:

Q l ( ` 4;
q穿/舜

, ,

h (杏
,

) ( c 。。 q分( l o g q
,

) /左
,

及

}。 “ lnP /̀ ,

一 互
,

j`
,

毛
。 x p (

c 。、 、轰
n Z

一。 g 、
。

)
·

l p
。

(
a “ 户̀ ,介 ”

) }
.

此式与文献 [ 3] 的定理 B 所给出的 }尸产
。

1呀 a 一 109 参
,

! 的下界相结合 (此处 109 夸
,

表示 互
。

的

对数与 产产
。

log a 最接近的那个分支 )
,

即得欲证的不等式
.

现在还要注意

}息
、 “

。

,
、

( ,
·

` ,

一 ;凌
1 , / · /· · ,

一
梦二 )夕· `叼·

,一
/一

}
( 一宁加

即可得到不等式

}尺 ( ,
,

/、
, , 。 穿

· , q 。 ,

…
, 。 蕊

n “ 。 , 。 “ “ , / ` ·

) 1>
。 x p (一

c 4 7。:
? + `

)
.

定理至此得证
.

五
、

应用 {
e ` /

“
一川 的下界得到的推论

定理 S
·

1
.

设 ( : : ,

…
,

:
,

) 是 少 Q L I L i o 、 , v i l l e
数组

,

其 中

必(叮 ) 一
万( lo g q )

’

( `
0
9 ’ o g q )

一 ’丁
( q )

,

t宁,

( 10 9 宁) : ( 夕)
, `

> l

当当

则数
e ” , ,

…
, 。 , ,

在域 Q ( : 1 ,

…
,

:
,

) 上代数无关
.

推论 s
·

.l 在定理 5
.

1的假设下
,

如果 ( 。
、 ,

…
,

,
占

) 是 少 Q IA iL ou vi n e
数组

,

则 s2 个

数 刃: ,

…
,

,
,

c,l
,

…
,

产
`

在 Q 上代数无关
.
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·

wa l dc s h m玉 dt

等 :某些与L io
o i l l e

数有关的数的代数无关性

定理5
.

1 之证
. !

一1

取 `~ l及 甲 (幻~
。
气

R(
x:,

二

的情形易由文献 L31 的定理 6
.

1得到
.

设
·

, x , , , : ,

…
, ,

,

) 一 艺 f( , ,
(

x : ,

…

现设 ! ) 2
.

在推论 L Z 申

, x ,

) y {
,

… y :
`

是 Z 叶
: ,

…
, x , ,

y , ,

…
, y

,

] 中的多项式
,

且 f(, )
( , : ,

…
,

币 ) 中至少有一个非零
.

R关于 y
,

的次数 ( 1毛 v 《 s)
,

1 《 , 毛
、

) 如前
,

于是 !刀刃
。

一

的 ;取
”
足够大

,

使 八
。

也是正的
.

Q
,

( y ) 一 宁忿

d 是 R关于
x : ,

…
, 二 ,

的次数之和
.

定义 q
。 ,

户
, ,

} <
e x p (一沙( q ,

) )
.

不失一般性
,

可认为 。 : ,

定义多项式 Q
。 ` Z汇川 如下 :

P
, ,

令 d
,

是

( , ) l
,

刀`

是正

习 r〔
` )
( ,

: ,

/宁
。 ,

…
,

九
。

/ ,
。

) , , l 。 ` 1+ … + , ; 。 !

:

我们断言
,

当 ”
充分大且 ( i ) 笋 ( i

`

) ( 0 (
; , ,

i二成 d , , 1成 二 提 ; ) 时
,

户
: 。

s :

+ … + 户
; 。

i
、

笋

拓八+ … 十 P, 扛 ,,
.

设不然
,

则因 d
,

与 n 无关
,

从而有两个不同的
; 一
数组 ( i) 和 ( i’ )

,

使对无

穷多个
”
有 P

: 。
i: + … 十 P

, ,

i
,

一 P
: ”

i 、 + … 十 P
, .

式
,

从而 ( i :

一 i ; ) , :

+ … + ( i
,

一 i ; )刀
,

= 0
.

这与 , : ,

…
,
刃

,

的线性无关性矛盾
.

由于 R ( : , ,

…
,

:
, ,

y
, ,

…
,

y
`

) 在环 Z 肠
: . ·

… ,
,

] [夕
: ,

…
, 夕

,

] 中非零
,

因此 Q
一

( y )

是 Z[ 列 中非零元
.

注意 de g Q
,

( cs0 宁
。 ,

fo g L ( Q
。

) ( 介 0 fo g 宁. ,

由引理 2
.

4 可得

IQ
,

(
。 “ q ,

) } >
e

却 (一
c , ,宁三fo g 宁

。

)
,

因此 当
。 充分大

,

IR ( p
工 ,

/ q
, ,

…
,

p
, ,

/ q
, , e p , , ` q 。 ,

…
, e p ` 。 ` q ,

) { > ex p ( 一 c 5 2 q三l o g q 。

)
,

于是由推论 1
.

2 得到本定理
.

定理 .5 2
.

设 。 和
!

是正整数
,

(、
, ,

…
,

, ) 是一个 少 Q IL iL ou vil le 数组
,

其中

夕
~ l

,

夕 》 2
。

当当
价(妇 ~

又设代数数
a : ,

…
,

am 乘性无关
.

域 Q肠
1 ,

…
,

币 ) 上代数无关
.

宁,

叹 10 9 叮)
:
(宁)

,

宁` , + ,

( 10 9 叮)
:
(宁)

,

则
,
( m + l ) 个数

a二
, , e ” ”

( 1 提 产 《 m , 1 ( , 提 ,
) 在

推论 .5 2
.

在定理 5
.

2 的假定下
,

如果 伪
1 ,

…
,

小) 是一个 介Q IA iL ou vi lle 数组
,

则
s
( , + 2 ) 个数 、 , , a二

, , e ” ,

( 1 攫 拼 ( m , 1 毛 , 毛 ,
) 在 Q上代数无关

.

定理 5 .2 之证
.

在推论 L Z 中取
才一 m + 1 ,

杆 (幻 ~ 嵘 (l ( 产 ( m )
,

补*
1

(幻 一
。 二 .

采取定理 4
.

1的证法
.

设若推论 1
.

2 的条件不被满足
,

则对每个大的
, ,

可构造一个非零多项

式 尸
,

( , )
,

其次数 镇
` , 3 , : (当

:

一 l )
,

或 成
` 5 3、 : + `

(当
, ) 2 )

,

其高簇菇
’ `“

:
,

并且当 。
。

一

e p , / q ,

(若
`

~ 1 )
,

或
e ` /叮。

(若
了 ) 2 ) 时

,

有不等式

}p
,

( O
二

) 1 ( e
却 (一

c 。沙(宁
。

) )
,

但由引理 2
.

3
,

这与文献 [ 3] 的定理 A 矛盾
.

证毕
.

注 .5 1
.

我们还可证明数
e
xP (如凡 ) ( l ( v

成
, , l 簇 邵 镇 m ) 在 Q (:

: ,

…
,

爪 ) 上的

代数无关性
,

其中 夕
: ,

…
,

声、 是 Q
一

线性无关的代数数
,

( , : ,

…
, 爪 ) 是某个 Q IL iL 。 vu ill e

数组
.

更一般
,

可得到数
a 名

, , e

却 (刃
,

凡 )
, e
却 丫 e

( 1 蕊 , ( , ,

z ( p 毛 ; ,

l 《 拌 ( m
,

代数无关性
,

其中 ( , : ,

…
, ,

`

) 是某个 Q L I L i o u v i一l e
数组

,

1 ( a 蕊 “
) 的 Q ( : : ,

…
,
:

,

)
-

伪
,

…
, a :

是乘性无关的代数



中 国 科 学 (A 辑 )19 89 年

数
,

风
,

…
,

凡 是 --Q 线性无关的代数数
,
了 : ,

…
, 1

。

也是 --Q 线性无关的代数数
.

前面的结果还可扩充到另外一些 iL ou vi n e 型的数上去
,

例如
,

可用次数有界的代数数很

好逼近的复数 (参考
,

例如
,

文献 [ 31 的定理 6
.

2 )
.

六
、

椭圆清形的一个例子

在前面的研究中
,

可以用具有代数不变量的 W e i e sr t r as : 椭圆函数 护来代替指数函数
.

作为例子
,

现在给出定理 4
.

1的椭圆类似
.

定理 .6 1
.

设 m 是正整数
,
刀是 少 iL ou vi n e

数
,

其中 沙(的 一 扩m +6 r (妇
.

又设 护是

w
e ie r s tr a s s 椭圆函数

,

它满足微分方程

护,2 一 4驴
’

一 9 2

护 一 小
,

其中 肠
,

小 是代数数
.

设 a : ,

…
,

% 是乘性无关的代数数
,

夕是非零代数数
,

109 召是其非零

对数
, “ 是非零复数

.

对 1蕊 1 ( m
,

用 !og 价 表示 。 ,的对数的任一分 支
,

并设或
“ 是 护

`

的极点
,

或 护 ( u) 是代数数
.

那么 夕
, “ 不是 护的极点

,

并且 m 十 2 个数 刃
,

衅
,

…
,

峪
,

护 (户
u
) 在 Q上代数无关

.

证
.

先证 刀、 不是 护的极点
.

设不然
,

令 。 ~ 口、 是 价的一个周期
.

由文献汇5] 的

定理 1
.

1 ,

其中取 d :

一 0
,

d ,

~ 2
,

V
,

~ V 矛

~
c 。。 ,

lo g B ~
c 6。 lo g D

,

D ~
c * q

,

l o g E ~
c 6: l o g D

,

.

我们得到

}浮
p ` q 。 一 。 l >

e x p ( 一 c o Z宁6

( 10 9 宁)
一 ,

)
,

·

但由 沙(刃 的选取
,

我们得到矛盾结果
,

因而 口
” “
不能是 驴的极点

.

依定理 3
.

1
,

,
,

川
,

…
,

嵘 在 Q上代数无 关
.

在 推 论 .1 4 中取
!

一 1 , 犷 ~ , + 1 ,

甲
二

(二 ) 一 心 ( 1 镇 户 ( m )
,

甲。
,

(君 ) ~ 护 (产u)
.

用定理 4
.

1的证法可得到非零多项 式 Q 〔

Z [二 ]
,

其次数至多是
c 。 3宁气 高不超过

e x p (
c 6 , , , 10 9 宁)

.

现证

}Q(护 (吞
p `叼“

) ) } )
e x p (一

c 6 ; q , ,“ + `

)
.

为此应用引理 2
.

3 ,

可得正整数 互及代数数 丫 ,

其次数 D 簇 勺 q ,
/及

,

并适合

!了 一 护(月
p / q “

) 1
凌 ( }Q(护 (月

p `q u
) ) {

·
e x p (

c o6 q , ’ n

l o g q )
.

我们设
, 〔 C 是适合 价 (

。
) 一 丫 的一个复数

,

再次应用文献 〔5] 的定理 1
.

1
,

其 中取 d :

~ 0
,

姚 一 2
,

V :

一 c 67 ,

l o g B 一 c 6 7 lo g q
,

V Z

~
: 6 ; q ,

( lo g q ) /友
, lo g E ~ e 。 : fo g 宁 ,

可得

}夕
p / q 。 一 。

!灸 >
e x p (一

c 6 9 q , , + `

)
.

由上面两个不等式即可导出所要的结果
.

于是定理得证
.
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