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摘要 本文基于自由交换 Rota-Baxter 代数上的 Hopf 代数结构, 探讨自由交换 Nijenhuis 代数上的

Hopf代数相关结构; 借助于上闭链 (cocycle)条件证明左余单位双代数 (即不满足右余单位性)上的自

由交换 Nijenhuis 代数具有左余单位双代数结构. 本文获得更具一般性的结论, 连通分次左余单位双

代数是左余单位右对极 Hopf 代数, 即其对极只是右侧的. 由此证明连通左余单位双代数上的自由交

换 Nijenhuis 代数是连通且分次的, 从而, 它是左余单位右对极 Hopf 代数.
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1 引言

Nijenhuis 算子在 Lie 代数 Nijenhuis 扭曲概念及 20 世纪 50 年代 Nijenhuis [1] 的伪复流形研究

中首次出现. Nijenhuis 算子的一个重要意义是 Nijenhuis 算子能够生成一个 Lie 代数的平凡无穷小形

变. 此外, 在文献 [2] 中, Lie 代数上的 Nijenhuis 算子在非线性演化方程研究中发挥重要作用, 且出现

于 Poisson-Nijenhuis 流形、经典 Yang-Baxter 方程和 Poisson 结构等方向 (参见文献 [3–6]). 最近, 学

者们在 n-Lie 代数、可积系统、Hom-Lie 代数和可积层次结构及辛场论领域对 Nijenhuis 算子进行了

研究 (参见文献 [7–10]).

令 P 是结合代数 R 上的一个线性算子. 若 P 满足 Nijenhuis 方程

P (x)P (y) = P (P (x)y) + P (xP (y))− P 2(xy), ∀x, y ∈ R, (1.1)
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则称 P 是 R 上的 Nijenhuis 算子. 为了研究量子双 Hamilton 系统, Cariñena [11] 等引进了结合代数上

的 Nijenhuis 算子. 在文献 [12] 中, 通过与 Poisson-Nijenhuis 几何的类比构造出 Nijenhuis 算子, 它可

看成是相对 Rota-Baxter 算子. 文献 [13–15] 研究了其与 dendriform 型代数的关系.

Nijenhuis 算子与权为 λ (其中 λ 是一个常量) 的 Rota-Baxter 算子有着密切的联系, 而后者是由

Rota-Baxter 方程

P (x)P (y) = P (P (x)y) + P (xP (y)) + λP (xy), ∀x, y ∈ R (1.2)

定义的. 基于 Baxter [16] 的概率研究, Cartier [17] 和 Rota [18] 研究了 Rota-Baxter算子,它与经典 Yang-

Baxter方程的算子形式密切相关 (参见文献 [19,20]). 在过去二十年中,数学家们对它的深入研究发现

了其在数学和物理学中的广泛应用, 最引人注目的是 Connes 和 Kreimer 在量子场论重整化方面的工

作 (参见文献 [21–23]). 更多相关内容可参见文献 [24].

Nijenhuis 代数的理论发展与 Rota-Baxter 代数的理论发展是平行的. 例如, 当文献 [25, 26] 给出

自由交换和非交换 Rota-Baxter代数的构造后,文献 [13,14,27]给出了自由交换和非交换 Nijenhuis代

数的构造. 在文献 [28] 中有关算子等式分类的 Rota 问题背景下, 文献 [29] 研究了 Nijenhuis 算子, 它

可看成 Rota-Baxter 型算子之一.

一个代数的重要性和对它的理解通常是借助于这个代数上的双代数或 Hopf 代数结构来实现的.

本文利用研究 Rota-Baxter 代数的思想, 探索自由交换 Nijenhuis 代数的 Hopf 代数结构.

在各类范畴中的自由对象或一般构造往往多是 Hopf 代数, 如交换和非交换多项式代数. 根据文

献 [30, 31] 中的结论, 在任意具有凝聚 (coherent) 单位作用下的代算 (operad) 且是简化 (即它以恒等

算子的多重复合作为唯一的一元运算) 的自由对象自然地有一个 Hopf 代数结构. 尽管这个结果覆盖

了多类 Hopf 代数, 如洗牌 (shuffle) 代数、拟洗牌代数和 Loday-Ronco 根数代数, 但它并不适用非简

化代算代数, 如微分代数、Rota-Baxter 代数和 Nijenhuis 代数. 实际上, 除简化的代算以外, 所知甚少.

因此应该研究一些熟知的算子代数, 以便了解非简化代算的自由对象与 Hopf 代数之间的关系.

自由 (交换) 微分代数天然有一个 Hopf 代数结构, 因为它们仅仅是微分变量上的 (交换) 多项

式代数. 在除幂代数、洗牌代数和拟洗牌代数与 Rota-Baxter 代数的密切关系推动下, 在自由交换

Rota-Baxter 代数上发现了 Hopf 代数结构 (参见文献 [32–34]). 近年来, 郭锂等利用类似于 Connes 和

Kreimer [35] 根数 Hopf 代数的上闭链性质, 得到了自由 (非交换) Rota-Baxter 代数上的 Hopf 代数结

构 [36].

鉴于它们与 Rota-Baxter 代数相似, 在自由 Nijenhuis 代数上寻找一个 Hopf 代数结构是自然的.

本文的目的是,在自由交换 Nijenhuis代数情形下实现这一点. 对于非交换情形,处理方法与本文一致,

可参见文献 [37]. 后来发现,本文所得到的 Hopf代数并不是一个通常意义下的 Hopf代数,而是仅有左

余单位右对极的 Hopf 代数. 有趣的是, 在量子群和组合研究中均出现了相关结构 (参见文献 [38–41]).

在这两个研究方向中, 在第一个方向里虽然只有单侧对极是可任选的, 却使用了术语单侧 Hopf 代数;

而在第二个方向里, 单侧对极和另一侧单位都是任选的. 为了区分这些概念和本文的构造, 将引入左

余单位双代数和左余单位 Hopf 代数. 因此, 文献 [40, 41] 中的单侧 Hopf 代数都属于本文引进的左余

单位 Hopf 代数. 有关其他带有宽松条件的 Hopf 代数, 参见文献 [42–44]. 本文的构造为进一步研究

各类弱化形式的 Hopf 代数提供了动力. 同时研究诸如文献 [29] 所列的其他 Rota-Baxter 型代数上的

Hopf 代数结构将是有趣的.

本文余下内容结构如下. 第 2 节回顾由洗牌积的推广形式给出的自由交换 Nijenhuis 代数, 并从

一个特例出发讨论一组合等式. 第 3 节构建自由交换 Nijenhuis 代数上的左余单位双代数结构. 第 4
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节首先将经典结论 (即连通分次双代数是一个 Hopf 代数) 推广到左余单位情形. 然后证明自由交换

Nijenhuis 代数上的左余单位双代数是分次连通的, 从而得到一个左余单位 Hopf 代数.

在本文中, 如不特别指出, k 是有单位元的交换环. 所有代数是指 k 上有单位元的交换代数. 线性

映射和张量积均是指 k 上的.

2 自由交换 Nijenhuis 代数

本节回顾 Nijenhuis 代数定义和通过右移洗牌积给出自由交换 Nijenhuis 代数的构造, 可参见文

献 [27]. 然后考虑自由交换 Nijenhuis 代数的一个特例.

2.1 交换代数上的自由交换 Nijenhuis 代数

定义 2.1 Nijenhuis 代数是指一个带有线性算子 P 且满足 Nijenhuis 方程 (1.1) 的结合代数 R.

称 P 为 R 上的 Nijenhuis 算子. Nijenhuis 代数 (R,P ) 到 Nijenhuis 代数 (S,Q) 的同态是指一个代数

同态 f : R → S, 且满足 fP = Qf .

现在回顾交换代数上的自由交换 Nijenhuis 代数的定义和构造.

定义 2.2 令 A 是交换代数. A 上的自由交换 Nijenhuis 代数是一交换 Nijenhuis 代数 (FN(A),

NA) 和一代数同态 jA : A → FN(A), 使得对于任意的交换 Nijenhuis 代数 (R,P ) 和任意的代数同态

f : A → R, 存在唯一 Nijenhuis 代数同态 f̄ : FN(A) → R 满足 f = f̄ ◦ jA, 即下图可交换:

A
jA //

f

''OOOOOOOOOOOOOOO FN(A)

f̄

��
R.

对于给定的有单位元 1A 的交换代数 A, 下面将在 k- 模

−→
X(A) :=

⊕
n>1

A⊗n

构建 Nijenhuis 代数结构, 其中 A⊗n 是指 A 的 n 次张量.

首先定义
−→
X(A) 上的右移算子

Pr :
−→
X(A) →

−→
X(A), Pr(a) = 1A ⊗ a, ∀ a ∈ A⊗n, n > 1.

然后定义
−→
X(A) 上的乘法如下.

对于 a = a1 ⊗ · · · ⊗ am ∈ A⊗m 和 b = b1 ⊗ · · · ⊗ bn ∈ A⊗n, 若 m > 2, 则记 a′ = a2 ⊗ · · · ⊗ am. 若

n > 2, 则记 b′ = b2 ⊗ · · · ⊗ bn. 因此, a = a1 ⊗ a′ 和 b = b1 ⊗ b′. 按如下递归方式定义
−→
X(A) 上的乘

法 ⋄r:

a ⋄r b =



a1b1, m = n = 1,

a1b1 ⊗ b′, m = 1, n > 2,

a1b1 ⊗ a′, m > 2, n = 1,

a1b1 ⊗ (a′ ⋄r (1⊗ b′) + (1⊗ a′) ⋄r b′ − 1⊗ (a′ ⋄r b′)), m, n > 2,

(2.1)
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或者, 可按如下方式定义:

a ⋄r b = a1b1 ⊗ (a′Xrb
′),

其中 Xr 是文献 [27] 中定义的右移洗牌积. 由于后续没有用到右移洗牌积, 这里不再回顾它的精确定

义.

令

jA : A →
−→
X(A), a 7→ a

是一个自然嵌入, 则

jA(ab) = ab = a ⋄r b = jA(a) ⋄r jA(b), ∀ a, b ∈ A.

因此, jA 是一个代数同态.

定理 2.1 [27] 令 A 是一个带有单位元 1A 的交换代数. 令
−→
X(A)、Pr、⋄r 和 jA 如上所述, 则下

列结论成立:

(1) 三元组 (
−→
X(A), ⋄r, Pr) 是一个交换 Nijenhuis 代数;

(2) 四元组 (
−→
X(A), ⋄r, Pr, jA) 是 A 上的自由交换的 Nijenhuis 代数.

2.2 特殊情形

设 X 是一个非空集合, A = k[X], 则 Nijenhuis 代数
−→
X(k[X]) 是 X 上的自由交换 Nijenhuis 代

数. 现在令 A = k, 则可得自由交换 Nijenhuis 代数

−→
X(k) =

⊕
n>0

k⊗(n+1).

用 1 作为 k 的单位元 1k 的缩写. 由于张量积是在 k 上的, 利用双线性性可得, 对于所有的 n > 0, 有

k⊗(n+1) = k1⊗(n+1). 于是,

−→
X(k) =

⊕
n>0

k1⊗(n+1). (2.2)

因此,
−→
X(k) 是以 {1⊗n, n > 1} 为基的自由 k- 模.

命题 2.1 对于任意自然数 m 和 n, 有

1⊗(m+1) ⋄r 1⊗(n+1) = 1⊗(m+n+1). (2.3)

证明 通过对 m+ n > 0 归纳证明 (2.3). 当 m+ n = 0 时, m = n = 0. 于是, 由 ⋄r 的定义可得
1 ⋄r 1 = 1. 设 k > 0, 假设对所有的 m+ n 6 k, (2.3) 已经成立. 设 m+ n = k + 1, 则 m > 1 或 n > 1.

如果 m 或 n 其中一个为 0, 那么通过 (2.1), 可得 1⊗(m+1) ⋄r 1⊗(n+1) = 1⊗(m+n+1). 如果 m 和 n 两者

都不为 0, 那么根据 (2.1) 和归纳假设, 有

1⊗(m+1) ⋄r 1⊗(n+1) = 1⊗ (1⊗m ⋄r 1⊗(n+1) + 1⊗(m+1) ⋄r 1⊗n − 1⊗ (1⊗m ⋄r 1⊗n))

= 1⊗ (1⊗(m+n) + 1⊗(m+n) − 1⊗ 1⊗(m+n−1))

= 1⊗(m+n+1).

证毕.
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注意到 (1.1) 中定义的 Nijenhuis 算子可以看成是把 Rota-Baxter 算子定义 (1.2) 中的 λ 换成

−P 得到的. 实际上, 自由交换 Nijenhuis 代数的构造与 A 上权为 λ 的自由交换 Rota-Baxter 代数

Xk(A) := (X(A), PA, ⋄λ)构造相似 (参见文献 [24,第 3章,定理 3.2.1]). 令 A = k,则 (Xk(k), Pk, ⋄λ)
是 k 上权为 λ 的自由交换 Rota-Baxter 代数. 当 A = k 时, X(A) 的模结构为

Xk(k) =
⊕
n>0

k1⊗(n+1)

且乘法 ⋄λ 由如下方程给出:

1⊗(m+1) ⋄λ 1⊗(n+1) =

min{m,n}∑
k=0

(
m+ n− k

m

)(
m

k

)
λk1⊗(m+n+1−k), ∀m,n > 0. (2.4)

由于 Nijenhuis 算子是形式上把 Rota-Baxter 算子中的 λ 替换成 −P 而成, 如果那么做, 则上述

方程中的 λk 可以替换成 (−1)kP k, 从而可得自由 Nijenhuis 代数
−→
X(k) 的相应公式, 即

1⊗(m+1) ⋄r 1⊗(n+1) =

min{m,n}∑
k=0

(
m+ n− k

m

)(
m

k

)
(−1)kP k

r (1
⊗(m+n+1−k))

=

min{m,n}∑
k=0

(
m+ n− k

m

)(
m

k

)
(−1)k1⊗(m+n+1),

其中 Pr(1
⊗ℓ) = 1⊗(ℓ+1). 与 (2.3) 比较, 可得等式

min{m,n}∑
k=0

(−1)k
(
m+ n− k

m

)(
m

k

)
= 1.

这实际上是一个组合恒等式, 它与量子场论中的概率分布有关. 在不失一般性的假设 m > n 下, 通过

确定幂级数展开式

(1− x)n(1− x)−n−1 = (1− x)−1 =
∞∑
k=0

xk

中的 xm 的系数可证明该公式, 参见文献 [45]. 同时也可利用枚举 stuffles 积来证明该公式 (参见文

献 [24]).

本节最后, 赋予
−→
X(k) 一个 Hopf 代数结构. 记 un := 1⊗(n+1), n > 0. 通过 (2.3) 可得

un ⋄r um = um+n, ∀m,n > 0.

因此, (
−→
X(k), ⋄r)是由 u1 (= 1⊗2)生成的自由交换代数 (即多项式代数) k[u1]. 利用自由交换代数的泛

性质可知,
−→
X(k) 有唯一一个双代数结构, 其中余乘为

∆(un) =
n∑

i=0

(
n

i

)
ui ⊗ un−i,

余单位为

ε(u0) = 1, ε(un) = 0, n > 1.

定义线性映射 u : k →
−→
X(k), c 7→ c, 对于所有的 c ∈ k.

833



郑上华等: 自由交换 Nijenhuis 代数上的左余单位 Hopf 代数结构

定理 2.2 设
−→
X(k)、⋄r、u、∆ 和 ε 如上所述, 则下列结论成立:

(1) 双代数 (
−→
X(k), ⋄r, u,∆, ε) 是一个二项 Hopf 代数, 其对极为

S :
−→
X(k) →

−→
X(k), un 7→ (−1)nun, n > 0.

(2) 自由交换 Nijenhuis 代数
−→
X(k) 是一个 Hopf 代数.

下一节将考虑将此结论推广到其他自由 Nijenhuis 代数.

3 自由交换 Nijenhuis 代数上的左余单位双代数结构

令 A := (A,mA, µA,∆A, εA) 是一个左余单位双代数. 本节将赋予自由交换 Nijenhuis 代数
−→
X(A)

左余单位双代数结构. 首先利用上闭链性质构造自由交换 Nijehuis代数
−→
X(A) := (

−→
X(A), ⋄r, Pr) 上的

余乘. 然后定义
−→
X(A) 上的余单位. 下一节将考虑左余单位 Hopf 代数

−→
X(A) 的性质.

3.1 上闭链条件下的余乘

首先通过定义自由交换 Nijenhuis 代数
−→
X(A) 上的余乘和余单位来构造

−→
X(A) 上左余单位余代

数. 然后证明其余结合性和左余单位性.

首先介绍带有左余单位的算子双代数和上闭链双代数的概念.

定义 3.1 (1)左余单位余代数是一个三元组 (H,∆, ε),其中 H 是一个 k-模,线性映射 ∆ : H →
H ⊗H 满足余结合性, 称为余乘; 线性映射 ε : H → k 满足左余单位性: (ε ⊗ id)∆ = βℓ, 称为左余单

位, 其中 βℓ : H → k⊗H, u 7→ 1⊗ u, 对于所有的 u ∈ H.

(2) 左余单位算子双代数是一个六元组 (H,m, µ,∆, ε, P ), 其中 (H,∆, ε) 是一个左余单位余代数,

四元组 (H,m, µ, P )是一个算子代数,即 (H,m, µ)是一个带有线性算子 P : H → H 的结合代数, ∆和

ε 都是代数同态.

(3) 左余单位上闭链双代数是一个左余单位算子双代数 (H,m, µ,∆, ε, P ), 满足上闭链条件1):

∆P = (id⊗ P )∆. (3.1)

任何双代数均是左余单位双代数. 举一个简单的左余单位双代数但又不是双代数的例子. 在 k[x]

上定义余乘 ∆(u) = 1⊗ u (u ∈ k[x]) 和左余单位 ε : k[x] → k, ε(x) = 0, ε(1) = 1. 容易验证, 除了右余

单位性: (id⊗ ε)∆ = βr,其中 βr : k[x] → k[x]⊗k, u 7→ u⊗ 1外,其满足双代数的所有条件.例如,由于

(id⊗ ε)∆(x) = (id⊗ ε)(1⊗ x) = 1⊗ 0 = 0 ̸= x⊗ 1,

因此, 右余单位性不成立.

注意到张量积
−→
X(A)⊗

−→
X(A) 仍是一个结合代数, 其乘法记为 •. 现定义余乘

∆T :
−→
X(A) →

−→
X(A)⊗

−→
X(A).

对于每个纯张量 a := a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an ∈ A⊗n, n > 1, 对于 n > 1 用数学归纳法定义 ∆T . 当 n = 1,

即 a = a1 ∈ A, 定义 ∆T (a) := ∆A(a1), 其中 ∆A 为 A 上的余乘. 假设对于 n > 1, 余乘 ∆T 已定义. 设

1) 上闭链条件 ∆P = P ⊗ 1 + (id ⊗ P )∆, 被用于构造自由 Rota-Baxter 代数上 Hopf 代数结构 [36], 但它不适用于自由
Nijenhuis 代数.
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a ∈ A⊗(n+1), 则 a = a1 ⊗ a′, 其中 a′ := a2 ⊗ · · · ⊗ an ∈ A⊗n. 根据 (2.1), 可得

a1 ⊗ a′ = a1 ⋄r (1A ⊗ a′) = a1 ⋄r Pr(a
′). (3.2)

首先定义

∆T (1A ⊗ a′) = (id⊗ Pr)∆T (a
′). (3.3)

然后定义

∆T (a1 ⊗ a′) = ∆A(a1) •∆T (1A ⊗ a′) (= ∆A(a1) • (id⊗ Pr)∆T (a
′)). (3.4)

由于 a′ 属于 A⊗n, 根据归纳假设可知, (3.3) 中的 ∆T (a
′) 是良好定义的. 因此, ∆T (a) 是良好定义的.

另外, ∆T 的定义也可改写成如下:

∆T (a) = ∆A(a1) • ((id⊗ Pr)(∆A(a2) • ((id⊗ Pr)(· · · • (id⊗ Pr)∆A(an))))). (3.5)

例 3.1 注意到 k- 代数 k 天然有一个双代数结构, 其中余乘 ∆k 和余单位 εk 的定义分别为

∆k : k → k⊗ k, c 7→ c⊗ 1 和 εk : k → k, c 7→ c, ∀ c ∈ k,

则 k 也是一个左余单位双代数. 由 (2.2) 得出

−→
X(k) =

⊕
n>0

k1⊗(n+1).

对于每个 ci ∈ k, 1 6 i 6 3, 根据 (3.5) 中的 ∆T 定义可知,

∆T (c1 ⊗ c2 ⊗ c3) = ∆k(c1) • ((id⊗ Pr)(∆k(c2) • ((id⊗ Pr)∆k(c3))))

= ∆k(c1) • ((id⊗ Pr)((c2 ⊗ 1) • (c3 ⊗ 1⊗2)))

= ∆k(c1) • ((id⊗ Pr)(c2c3 ⊗ 1⊗2)) (根据 (2.1))

= (c1 ⊗ 1) • (c2c3 ⊗ 1⊗3) (根据 (2.1))

= c1c2c3 ⊗ 1⊗3.

更一般地, 对于所有的 n > 0, 设 un := 1⊗(n+1), 则

∆T (u0) = ∆k(1) = 1⊗2 = 1⊗ u0.

根据 (3.3) 可得

∆T (un) = (id⊗ Pr)∆T (un−1) = 1⊗ un.

因此, ∆T 不同于定理 2.2 中定义的余乘.

接下来利用 A 的左余单位 εA, 构造
−→
X(A) 上的左余单位 εT . 对于每个纯张量 a = a1 ⊗ a2 ⊗ · · ·

⊗ an ∈ A⊗n, n > 1, 定义

εT :
−→
X(A) → k, a 7→ εA(a1)εA(a2) · · · εA(an). (3.6)
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引理 3.1 对于任意纯张量 a ∈ A⊗m 和 b ∈ A⊗n, m,n > 1, 有

(id⊗∆T )(id⊗ Pr)(a⊗ b) = (id⊗ id⊗ Pr)(id⊗∆T )(a⊗ b) (3.7)

和

(∆T ⊗ id)(id⊗ Pr)(a⊗ b) = (id⊗ id⊗ Pr)(∆T ⊗ id)(a⊗ b). (3.8)

证明 首先证明 (3.7) 对于任意纯张量 a ∈ A⊗m 和 b ∈ A⊗n 成立. 由 (3.3) 可得

(id⊗∆T )(id⊗ Pr)(a⊗ b) = (id⊗∆TPr)(a⊗ b)

= a⊗ (∆TPr(b))

= a⊗ ((id⊗ Pr)∆T (b))

= (id⊗ id⊗ Pr)(id⊗∆T )(a⊗ b).

而 (3.8) 源自

(∆T ⊗ id)(id⊗ Pr)(a⊗ b) = (∆T ⊗ Pr)(a⊗ b)

= ∆T (a)⊗ Pr(b)

= (id⊗ id⊗ Pr)(∆T ⊗ id)(a⊗ b).

证明完毕.

3.2 ∆T∆T∆T 和 εTεTεT 的相容性

本节证明 ∆T 和 εT 都是代数同态.

命题 3.1 余乘 ∆T :
−→
X(A) →

−→
X(A)⊗

−→
X(A) 是一个代数同态.

证明 要证 ∆T 是一个代数同态, 只需证对于任意纯张量 a := a1 ⊗ · · · ⊗ am ∈ A⊗m 和 b := b1

⊗ · · · ⊗ bn ∈ A⊗n, m, n > 1, 有

∆T (a ⋄r b) = ∆T (a) •∆T (b). (3.9)

对 m+ n > 2 运用数学归纳法证明 (3.9). 若 m+ n = 2, 则 m = n = 1. 于是, a 和 b 均属于 A. 因此,

由 ∆A : A → A⊗A 是一个代数同态即证 (3.9).

令 k > 2. 假设对于 m+ n 6 k, (3.9) 已经成立. 考察 m+ n = k + 1, 则 m > 2 或者 n > 2. 首先

验证当 m > 2 和 n > 2 的情形. 记 a = a1 ⊗ a′, 其中 a′ = a2 ⊗ · · · ⊗ am ∈ A⊗(m−1); b = b1 ⊗ b′, 其中

b′ = b2 ⊗ · · · ⊗ bn ∈ A⊗(n−1), 则 (3.9) 的左边

∆T (a ⋄r b) = ∆T ((a1 ⊗ a′) ⋄r (b1 ⊗ b′))

= ∆T ((a1 ⋄r Pr(a
′)) ⋄r (b1 ⋄r Pr(b

′)))

= ∆T ((a1b1) ⋄r (Pr(a
′) ⋄r Pr(b

′))) (根据 ⋄r的交换性)

= ∆T ((a1b1) ⋄r Pr(a
′ ⋄r Pr(b

′) + Pr(a
′) ⋄r b′ − Pr(a

′ ⋄r b′))) (根据 (1.1))

= ∆T (a1b1 ⊗ (a′ ⋄r (1A ⊗ b′) + (1A ⊗ a′) ⋄r b′ − 1A ⊗ (a′ ⋄r b′))) (根据 (2.1))
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= ∆A(a1b1) • ((id⊗ Pr)∆T (a
′ ⋄r (1A ⊗ b′)) + (id⊗ Pr)∆T ((1A ⊗ a′) ⋄r b′)

− (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)∆T (a
′ ⋄r b′))) (根据 (3.3) 和 (3.4))

= ∆A(a1b1) • ((id⊗ Pr)(∆T (a
′) •∆T (1A ⊗ b′)) + (id⊗ Pr)(∆T (1A ⊗ a′) •∆T (b

′))

− (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)(∆T (a
′) •∆T (b

′)))) (根据归纳假设)

= ∆A(a1b1) • ((id⊗ Pr)(∆T (a
′) • (id⊗ Pr)∆T (b

′))

+ (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)∆T (a
′) •∆T (b

′))

− (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)(∆T (a
′) •∆T (b

′)))) (根据 (3.3)).

(3.9) 的右边

∆T (a) •∆T (b) = ∆T (a1 ⊗ a′) •∆T (b1 ⊗ b′)

= (∆A(a1) • (id⊗ Pr)∆T (a
′)) • ((∆A(b1) • (id⊗ Pr)∆T (b

′)) (根据(3.4))

= ∆A(a1b1) • ((id⊗ Pr)∆T (a
′) • (id⊗ Pr)∆T (b

′)) (根据 •的交换性)

= ∆A(a1b1) • ((id⊗ Pr)(∆T (a
′) • (id⊗ Pr)∆T (b

′))

+ (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)∆T (a
′) •∆T (b

′))

− (id⊗ Pr)((id⊗ Pr)(∆T (a
′) •∆T (b

′)))) (根据(1.1)).

于是, ∆T (a ⋄r b) = ∆T (a) •∆T (b). 当 m 或 n 等于 1 时的情形更易验证.

现在证明在 (3.6) 中定义的 εT :
−→
X(A) → k 是一个代数同态.

命题 3.2 余单位 εT 是一个代数同态.

证明 只需证对于任意纯张量 a := a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ am ∈ A⊗m 和 b := b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn ∈ A⊗n,

m,n > 1, 有

εT (a ⋄r b) = εT (a)εT (b). (3.10)

对 m+ n > 2 作归纳证明. 如果 m = n = 1, 那么根据 (2.1) 和 (3.6), 可得

εT (a ⋄r b) = εA(ab) = εA(a)εA(b) = εT (a)εT (b).

令 k > 2. 假设对于 m+ n 6 k, (3.10) 成立. 考察 m+ n = k+ 1, 则 m > 2 或 n > 2. 只验证 m > 2 和

n > 2 情形, 因为其他情形较简单. 由 (3.6) 可知,

εT (a1 ⊗ a′) = εA(a1)εT (a
′) = εT (a1)εT (a

′). (3.11)

特别地, 由 εA(1A) = 1 可得, εT (Pr(a)) = εT (a). 于是,

εT (a ⋄r b) = εT ((a1 ⊗ a′) ⋄r (b1 ⊗ b′))

= εT ((a1 ⋄r Pr(a
′)) ⋄r (b1 ⋄r Pr(b

′))) (根据 (3.2))

= εT ((a1b1) ⋄r Pr(a
′ ⋄r Pr(b

′) + Pr(a
′) ⋄r b′ − Pr(a

′ ⋄r b′))) (根据 (1.1))

= εT ((a1b1)⊗ (a′ ⋄r Pr(b
′) + Pr(a

′) ⋄r b′ − Pr(a
′ ⋄r b′))) (根据 (2.1))

= εT (a1b1)(εT ((a
′ ⋄r Pr(b

′)) + εT (Pr(a
′) ⋄r b′)− εT (Pr(a

′ ⋄r b′))) (根据 (3.6))
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= εT (a1b1)(εT (a
′)εT (b

′) + εT (a
′)εT (b

′)− εT (a
′)εT (b

′)) (根据归纳假设和 (3.11))

= εT (a1)εT (b1)εT (a
′)εT (b

′)

= εT (a1 ⊗ a′)εT (b1 ⊗ b′) (根据 (3.11))

= εT (a)εT (b).

证明完毕.

3.3 ∆T∆T∆T 的余结合性和 εTεTεT 的左余单位性

本小节将证明 ∆T 是余结合的, εT 满足左余单位性.

命题 3.3 余乘 ∆T 是余结合的, 即

(id⊗∆T )∆T = (∆T ⊗ id)∆T . (3.12)

证明 要证 (3.12), 只需证对于任意纯张量 a := a1 ⊗ a′ ∈ A⊗n, n > 1, 有

(id⊗∆T )∆T (a) = (∆T ⊗ id)∆T (a). (3.13)

为此, 对 n > 1 作归纳证明. 如果 n = 1, 那么 a = a1 ∈ A, 故由 ∆A 的结合性便知, (3.13) 成立.

令 k > 1. 假设对于 a ∈ A⊗k, (3.13) 成立. 考察 a = a1 ⊗ a′ ∈ A⊗(k+1). 于是,

(id⊗∆T )∆T (a) = (id⊗∆T )∆T (a1 ⋄r Pr(a
′)) (根据 (3.2))

= (id⊗∆T )(∆T (a1) •∆T (Pr(a
′))) (根据命题 3.1)

= (id⊗∆T )∆T (a1) • (id⊗∆T )∆T (Pr(a
′))

= (id⊗∆T )∆T (a1) • (id⊗∆T )(id⊗ Pr)∆T (a
′) (根据 (3.3))

= (id⊗∆T )∆T (a1) • (id⊗ id⊗ Pr)(id⊗∆T )∆T (a
′) (根据 (3.7))

= (∆T ⊗ id)∆T (a1) • (id⊗ id⊗ Pr)(∆T ⊗ id)∆T (a
′) (根据归纳假设).

另一方面,

(∆T ⊗ id)∆T (a) = (∆T ⊗ id)∆T (a1 ⋄r Pr(a
′)) (根据 (3.2))

= (∆T ⊗ id)(∆T (a1) •∆T (Pr(a
′))) (根据命题 3.1)

= (∆T ⊗ id)∆T (a1) • (∆T ⊗ id)∆T (Pr(a
′))

= (∆T ⊗ id)∆T (a1) • (∆T ⊗ id)(id⊗ Pr)∆T (a
′) (根据 (3.3))

= (∆T ⊗ id)∆T (a1) • (id⊗ id⊗ Pr)(∆T ⊗ id)∆T (a
′) (根据 (3.8)).

因此, (id⊗∆T )∆T (a) = (∆T ⊗ id)∆T (a).

命题 3.4 k- 线性映射 εT 满足左余单位性:

(εT ⊗ id)∆T = βℓ, (3.14)

其中 βℓ :
−→
X(A) → k⊗

−→
X(A), a 7→ 1⊗ a, 对于所有的 a ∈ A⊗k, k > 1.
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证明 只需证对于 a ∈ A⊗k, k > 1, 有

(εT ⊗ id)∆T (a) = βℓ(a). (3.15)

对 k > 1 归纳证明. 如果 k = 1, 那么 a ∈ A. 故由 εA 的左余单位性即证 (3.15).

设 k > 1. 假设对于 a ∈ A⊗k, (3.15) 成立. 设 a := a1 ⊗ a′ ∈ A⊗(k+1), 则

(εT ⊗ id)∆T (a) = (εT ⊗ id)∆T (a1 ⊗ a′)

= (εT ⊗ id)∆T (a1 ⋄r Pr(a
′)) (根据 (3.2))

= (εT ⊗ id)(∆A(a1) •∆T (Pr(a
′))) (根据命题 3.1)

= (εT ⊗ id)∆A(a1)(εT ⊗ id)(∆T (Pr(a
′))) (根据命题 3.2)

= (εT ⊗ id)∆A(a1)(εT ⊗ id)(id⊗ Pr)∆T (a
′) (根据 (3.3))

= (εT ⊗ id)∆A(a1)(id⊗ Pr)(εT ⊗ id)∆T (a
′)

= βℓ(a1)(id⊗ Pr)βℓ(a
′) (根据归纳假设)

= βℓ(a1)βℓ(Pr(a
′)) (根据 βℓ 的定义)

= βℓ(a1 ⋄r Pr(a
′)) (根据 βℓ 是代数同态)

= βℓ(a).

证明完毕.

由于 εT 是 εA 的延拓, 当 εA 不满足右余单位性时, εT 也不满足. 若假定 εA 满足右余单位性,

即 A 是一个双代数, 则可以验证所定义的 εT 是左余单位的, 但不是右余单位的. 例如, 定义线性映射

βr :
−→
X(A) →

−→
X(A)⊗ k, a 7→ a⊗ 1. 取 a := a1 ⊗ a2 ∈ A⊗2, 则有

(id⊗ εT )∆T (a) = (id⊗ εT )∆T (a1 ⊗ a2)

= (id⊗ εT )∆T (a1 ⋄r Pr(a2)) (根据 (3.2))

= (id⊗ εT )(∆A(a1) •∆T (Pr(a2))) (根据命题 3.1)

= (id⊗ εT )∆A(a1)(id⊗ εT )(∆T (Pr(a2))) (根据命题 3.2)

= (id⊗ εT )∆A(a1)(id⊗ εT )(id⊗ Pr)∆A(a2) (根据 (3.3))

= (id⊗ εA)∆A(a1)(id⊗ εA)∆A(a2) (根据 (3.6))

= βr(a1)βr(a2) (根据 εA 的右余单位性)

= βr(a1 ⋄r a2) (根据 βr 是代数同态)

= βr(a1a2)

̸= βr(a).

定义线性映射

µT : k →
−→
X(A), c 7→ c1A, c ∈ k,

则 µT 是 (
−→
X(A), ⋄r) 的单位元. 现在把各个部分组合在一起, 给出这一节最主要的结果.

定理 3.1 六元组 (
−→
X(A), ⋄r, µT ,∆T , εT , Pr) 是一个左余单位上闭链双代数.
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证明 首先, 根据定理 2.1 可知, 四元组 (
−→
X(A), ⋄r, µT , Pr) 是一个自由交换 Nijenhuis 代数. 由

命题 3.3 和 3.4 可得, 三元组 (
−→
X(A),∆T , εT ) 是一个左余单位余代数. 利用命题 3.1 和 3.2 便知,

五元组 (
−→
X(A), ⋄r, µT ,∆T , εT ) 是一个左余单位双代数且满足 (3.1) 中的 cocyle 条件. 因此, 六元组

(
−→
X(A), ⋄r, µT ,∆T , εT , Pr) 是一个左余单位上闭链双代数.

4 自由交换 Nijenhuis 代数上的左余单位 Hopf 代数结构

本节将在自由交换 Nijenhuis 代数
−→
X(A) 上构建左余单位 Hopf 代数结构.

定义 4.1 (1) 称左余单位双代数 (H,m, µ,∆, ε) 是分次的, 如果存在 H 的 k- 子模 H(n), n > 0,

满足对所有的 p, q, n > 0, 有

H =
⊕
n>0

H(n), H(p)H(q) ⊆ H(p+q),

∆(H(n)) ⊆ (H(0) ⊗H(n))⊕
( ⊕

p+q=n
p>0,q>0

H(p) ⊗H(q)

)
.

(2) 称分次左余单位双代数是连通的, 如果 H(0) = imµ(= k) 且

ker ε =
⊕
n>1

H(n). (4.1)

设 A := (A,mA, µA) 是 k- 代数, C := (C,∆C , εC) 是左余单位 k- 余代数. 记 R := Hom(C,A). 对

于 f, g ∈ R, 定义 f 和 g 的卷积:

f ∗ g := mA(f ⊗ g)∆C .

引理 4.1 设 A := (A,m, µ) 是 k- 代数, C := (C,∆, ε) 是左余单位 k- 余代数. 记 e := µε, 则在

卷积 ∗ 下, e 是 k- 代数 Hom(C,A) 的左单位.

证明 对于所有的 k ∈ k和 a ∈ A,定义线性映射 αℓ : k⊗A → A, k⊗ a 7→ ka;对于所有的 c ∈ C,

定义线性映射 βℓ : C → k⊗ C, c 7→ 1k ⊗ c, 则 αℓ 和 βℓ 都是代数同构. 由于 µ 是 A 的单位元, ε 是 C

的左余单位, 因此, m(µ⊗ idA) = αℓ, (ε⊗ idC)∆ = βℓ. 对于每个 f ∈ Hom(C,A), 有

e ∗ f = m(µε⊗ f)∆ = m(µ⊗ idA)(idk ⊗ f)(ε⊗ idC)∆ = αℓ(idk ⊗ f)βℓ = f.

证毕.

一般地, 根据 e 的幂等性、ε 的满射性和 µ 的单射性, 可得下面的引理.

引理 4.2 设 k 是一个域, H := (H,m, µ,∆, ε) 是连通分次左余单位 k- 双代数, 则

H = imµ⊕ ker ε.

定义 4.2 设 H := (H,m, µ,∆, ε) 是左余单位 k- 双代数, 则

(1) 称 H 上的 k- 线性映射 S 是 H 的右对极, 如果

idH ∗ S = e.

(2) 称带有右对极的左余单位双代数是左余单位右对极 Hopf 代数, 或简称左余单位 Hopf 代数.
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由于任何 Hopf代数和文献 [40]中的右 Hopf代数均是左余单位 (右对极) Hopf代数,故左余单位

Hopf 代数的例子很多.

命题 4.1 设 k是域, H := (H,m, µ,∆, ε)是连通分次左余单位 k-双代数,则对于任意 x ∈ H(n),

n > 1, 有

∆(x) = 1⊗ x+ ∆̃(x), ∆̃(x) ∈ ker ε⊗ ker ε.

证明 根据 ∆(H(n)) ⊆ (H(0) ⊗H(n))⊕ (
⊕

p+q=n
p>0,q>0

H(p) ⊗H(q)) 和 H(0) = k 可知,

∆(x) = 1⊗ u+ ∆̃(x),

其中 u ∈ H(n) 和 ∆̃(x) ∈
⊕

p+q=n
p>0,q>0

H(p) ⊗H(q). 由 (4.1) 便知, ∆̃(x) ∈ ker ε ⊗ ker ε. 利用左余单位性

可得

x = β−1
ℓ (βℓ(x)) = β−1

ℓ (ε⊗ I)∆(x) = β−1
ℓ (ε⊗ I)(1⊗ u+ ∆̃(x)) = u.

因此,

∆(x) = 1⊗ x+ ∆̃(x).

证明完毕.

定理 4.1 设 k 是一个域, 则连通分次左余单位 k 双代数是一个左余单位 Hopf 代数. 借助于

Sweedler 记法:

∆̃(x) =
∑
(x)

x′ ⊗ x′′,

它的对极 S 按如下递归定义:

S(1H) = 1H , S(x) = −
∑
(x)

x′S(x′′), x ∈ ker ε. (4.2)

证明 可通过直接验证 (4.2) 中所定义的映射 S 满足下列条件: 对于 x = 1H 和 x ∈ ker ε, 有

(idH ∗ S)(x) = e(x).

此证明方法与证明一个连通分次双代数是 Hopf 代数方法一致 (参见文献 [24, 46]).

定理 4.2 设 A =
⊕

n>0 A
(n) 是连通分次左余单位双代数, 则双代数

−→
X(A) 是左余单位 Hopf

代数.

证明 根据定理 4.1 可知, 只需证
−→
X(A) 是一个连通分次左余双代数. 对于任意元素 0 ̸= a ∈ A,

通过如下方式定义 a 的次数:

deg(a) := k, 如果 a ∈ A(k), k > 0.

更一般地, 对于任意纯张量 0 ̸= a := a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ am ∈ A⊗m, 定义

deg(a) := deg(a1) + deg(a2) + · · ·+ deg(am) +m− 1. (4.3)

设 m > 2, 则 a = a1 ⊗ a′, 其中 a′ := a2 ⊗ · · · ⊗ am. 于是,

deg(a) = deg(a1) + deg(a′) + 1. (4.4)
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令 U :=
−→
X(A). 用 U(k) 表示 {a ∈ U | deg(a) = k} 的线性扩展, 即知 U(0) = A(0), 故 U(0) = k. 进

一步有

A(n) ⊆ U(n), U(i) ∩ U(j) = {0}, i ̸= j,

因此,

U =
⊕
n>0

U(n).

设 a = a1 ⊗ a′ ∈ A⊗m, 则通过 (4.4) 可得

deg(a) = n ⇒ deg(a′) = n− deg(a1)− 1 (4.5)

和

deg(a′) = n ⇒ deg(a) = deg(a1) + n+ 1. (4.6)

要证

U(p) ⋄r U(q) ⊆ U(p+q), ∀ p, q > 0, (4.7)

只需证

deg(a ⋄r b) = deg(a) + deg(b), ∀ a ∈ U(p), b ∈ U(q). (4.8)

对 p+ q > 0 作递归证明. 如果 p = q = 0, 那么 U(p) = U(q) = U(0) = k, 故 a ⋄r b ∈ k. 于是,

deg(a ⋄r b) = 0 = deg(a) + deg(b).

假定对 p + q 6 k, (4.8) 已经成立. 设 p + q = k + 1. 如果 p = 0 或 q = 0, 那么 U(P ) = k 或 U(q) = k.

根据 (2.1) 中 ⋄r 的定义, 要么 a ⋄r b = b, 要么 a ⋄r b = a. 因此, (4.8) 成立. 现设 p, q > 1, a ∈ U(p) 和

b ∈ U(q). 若 a, b ∈ A, 则 a ⋄r b = ab, 故

deg(a ⋄r b) = deg(ab) = deg(a) + deg(b).

若 a ∈ A 且 b := b1 ⊗ b′ ∈ A⊗ℓ, ℓ > 2, 则 a ⋄r b = ab1 ⊗ b′. 根据 (4.4) 可得

deg(a ⋄r b) = deg(ab1 ⊗ b)

= deg(ab1) + deg(b′) + ℓ− 1

= deg(a) + deg(b1) + deg(b′) + ℓ− 1

= deg(a) + deg(b).

类似地, 对于 a ∈ A⊗m, m > 2 和 b ∈ A, (4.8) 同样成立. 设 a := a1 ⊗ a′ ∈ A⊗ℓ 和 b := b1 ⊗ b′ ∈ A⊗m,

ℓ,m > 2, 则

a ⋄r b = (a1 ⋄r Pr(a
′)) ⋄r (b1 ⋄r Pr(b

′))

= (a1b1) ⋄r Pr(a
′ ⋄r Pr(b

′) + Pr(a
′) ⋄r b′ − Pr(a

′ ⋄r b′))

= (a1b1)⊗ (a′ ⋄r Pr(b
′) + Pr(a

′) ⋄r b′ − Pr(a
′ ⋄r b′)).
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根据 (4.5) 可知,

deg(a′) = p− deg(a1)− 1 和 deg(b′) = q − deg(b1)− 1,

从而通过 (4.6) 可得

deg(Pr(a
′)) = deg(1A ⊗ a′) = p− deg(a1) 和 deg(Pr(b

′)) = deg(1A ⊗ b′) = q − deg(b1).

利用归纳假设可得

deg(a′ ⋄r Pr(b
′)) = deg(Pr(a

′) ⋄r b′) = deg(Pr(a
′ ⋄r b′)) = p+ q − deg(a1)− deg(b1)− 1.

于是, 根据 (4.4), 有

deg(a ⋄r b) = deg(a1b1) + deg(a′ ⋄r Pr(b
′) + Pr(a

′) ⋄r b′ − Pr(a
′ ⋄r b′)) + 1

= deg(a1) + deg(b1) + p+ q − deg(a1)− deg(b1)− 1 + 1

= p+ q

= deg(a) + deg(b).

这就完成了归纳证明.

最后证

∆T (U
(n)) ⊆ (U(0) ⊗ U(n))⊕

( ⊕
p+q=n
p>0,q>0

U(p) ⊗ U(q)

)
, ∀ p, q, n > 0. (4.9)

对 n > 0 作归纳证明. 如果 n = 0, 那么 U(0) = k. 故

∆T (U
(0)) = ∆A(k) = k⊗ k = U(0) ⊗ U(0).

假设对 n > 0, (4.9) 已经成立. 设 a ∈ U(n+1). 如果 a ∈ A (=
⊕

k>0 A
(k)), 那么 a ∈ A(n+1). 由于 A 是

一个连通分次左余单位双代数, 于是,

∆T (a) = ∆A(a)

⊆ (A(0) ⊗A(n+1))⊕
( ⊕

p+q=n+1
p>0,q>0

A(p) ⊗A(q)

)

⊆ (U(0) ⊗ U(n+1))⊕
( ⊕

p+q=n+1
p>0,q>0

U(p) ⊗ U(q)

)
.

设 a = a1 ⊗ a′ ∈ A⊗(ℓ+1), ℓ > 1, 则

∆T (a) = ∆T (a1 ⋄r Pr(a
′)) (根据 (3.2))

= ∆T (a1) •∆T (Pr(a
′)) (根据命题 3.1)

= ∆T (a1) • (id⊗ Pr)∆T (a
′) (根据命题 3.3)

= ∆A(a1) • (id⊗ Pr)∆T (a
′).
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通过 (4.5) 便知, a′ ∈ U(n−deg(a1)). 利用归纳假设可知,

∆T (a
′) ⊆ (U(0) ⊗ U(n−deg(a1)))⊕

( ⊕
p2+q2=n−deg(a1)

p2>0,q2>0

U(p2) ⊗ U(q2)

)
.

因此,

∆T (a) = ∆A(a1) • (id⊗ Pr)∆T (a
′)

⊆
(
(A(0) ⊗A(deg(a1)))⊕

( ⊕
p1+q1=deg(a1)

p1>0,q1>0

A(p1) ⊗A(q1)

))

• (id⊗ Pr)

(
U(0) ⊗ U(n−deg(a1)) ⊕

( ⊕
p2+q2=n−deg(a1)

p2>0,q2>0

U(p2) ⊗ U(q2)

))

⊆
(
(U(0) ⊗ U(deg(a1)))⊕

( ⊕
p1+q1=deg(a1)

p1>0,q1>0

A(p1) ⊗A(q1)

))

•
(
(U(0) ⊗ U(n−deg(a1)+1))⊕

( ⊕
p2+q2=n−deg(a1)

p2>0,q2>0

U(p2) ⊗ U(q2+1)

))

⊆ (U(0) ⊗ U(n+1))⊕
( ⊕

p2+q2=n−deg(a1)
p2>0,q2>0

U(p2) ⊗ U(q2+1+deg(a1))

)

⊕
( ⊕

p1+q1=deg(a1)
p1>0,q1>0

U(p1) ⊗ U(q1+n−deg(a1)+1)

)

⊕
(( ⊕

p1+q1=deg(a1)
p1>0,q1>0

U(p1) ⊗ U(q1)

)
•
( ⊕

p2+q2=n−deg(a1)
p2>0,q2>0

U(p2) ⊗ U(q2+1)

))

⊆ (U(0) ⊗ U(n+1))⊕
( ⊕

p1+q1=deg(a1)
p2+q2=n−deg(a1)
p1+p2>0,q1+q2>0

U(p1+p2) ⊗ U(q1+q2+1)

)

⊆
(
U(0) ⊗ U(n+1)

)
⊕

( ⊕
p+q=n+1
p>0,q>0

U(p) ⊗ U(q)

)
(p := p1 + p2, q := q1 + q2 + 1).

证明完毕.
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Left counital Hopf algebra structures on free commutative
Nijenhuis algebras

Shanghua Zheng & Li Guo

Abstract Motivated by the Hopf algebra structures established on free commutative Rota-Baxter algebras, we
explore Hopf algebra related structures on free commutative Nijenhuis algebras. Applying a cocycle condition, we
first prove that a free commutative Nijenhuis algebra on a left counital bialgebra (in the sense that the right-sided
counicity needs not hold) can be enriched to a left counital bialgebra. We then establish a general result that
a connected graded left counital bialgebra is a left counital right antipode Hopf algebra in the sense that the
antipode is also only right-sided. We finally apply this result to show that the left counital bialgebra on a free
commutative Nijenhuis algebra on a connected left counital bialgebra is connected and graded, hence is a left
counital right antipode Hopf algebra.
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