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摘要 本文主要研究一类 Signorini 接触条件的非线性传输问题. 这类问题可以用耦合的有限元 - 边

界元变分不等式来描述. 我们首先提出一种求解变分不等式的预处理梯度投影法. 然后对离散系统构

造了有效的区域分解预条件子. 该预条件子能够使耦合的不等式问题分解成等式问题和小规模的不等

式问题, 并且这些问题可以并行求解. 最后我们详细研究了该迭代方法的收敛性.
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1 引言

许多工程问题可以利用界面问题描述, 其中包括定义在有界 Lipschitz 区域的非线性一致单调偏

微分方程和定义在无界外区域带辐射条件的 Laplace 方程, 参见文献 [1–3].

本文我们考虑一类二维界面问题 (参见文献 [4]). 设 Ω 是具有 Lipschitz边界 Γ 的有界区域. 为了

描述混合边界条件, 设 Γ = Γt ∪ Γs, 其中 Γt 和 Γs 是 Γ 中的非空、不相交的开集. n 是定义在 Γ 上的

单位外法向, 其中方向从 Ω 指向 Ωc := R2\Ω̄. 另外我们假设 f ∈ L2(Ω), u0 ∈ H
1
2 (Γ) 和 t0 ∈ L2(Γ).

在区域内, 我们考虑以下非线性偏微分方程:

div(p(|∇u|) · ∇u) + f = 0 in Ω, (1.1)

其中 p : [0,∞) → [0,∞)是连续函数而且 t · p(t)是 t的单调递增函数. 在区域外, 我们考虑 Laplace方

程

4uc = 0 in Ωc, (1.2)

辐射条件为 (参见文献 [4] 的引理 3)

uc(x) = a + o(1) (|x| → ∞), (1.3)
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其中 a 是给定的实常数.

Γ 上的牵引力由函数 p(|∇u|) ∂u
∂n 和 −∂uc

∂n 的迹给出. Γt 上的传输条件为:

u|Γt
= uc|Γt

+ u0|Γt
, p(|∇u|)∂u

∂n

∣∣∣∣
Γt

=
∂uc

∂n

∣∣∣∣
Γt

+ t0|Γt
, (1.4)

Γs 上的 Signorini 条件为:

u|Γs6uc|Γs + u0|Γs ,

p(|∇u|)∂u

∂n

∣∣∣∣
Γs

=
∂uc

∂n

∣∣∣∣
Γs

+ t0|Γs
6 0, (1.5)

0 = p(|∇u|)∂u

∂n

∣∣∣∣
Γs

· (uc + u0 − u)|Γs
.

这个问题可以看成是两体接触问题的标量模型 (参见文献 [2, 3, 5]), 其中两种介质分别是非线性

弹性无界介质和允许非线性单调应力应变关系的变形体.

近年来越来越多的文献关注于利用耦合的有限元和边界元方法求解传输问题, 参见文献 [1, 2, 4,

6–11]. 该类方法的优越性在于它能结合边界元方法处理无界区域和有限元方法处理复杂方程的优点.

文献 [4] 介绍了问题 (1.1)–(1.5) 的耦合的有限元 - 边界元变分不等式, 同时考虑了相应的离散问

题. 而且基于抽象结果推导了渐进误差估计.

梯度投影方法是求解文献 [4] 给出的离散变分不等式最简单的方法. 然而, 此类方法的收敛性在

细网格上非常慢, 除非应用有效的预条件子. 因此, 我们更加详细地提出和研究求解变分不等式的预

处理梯度投影法. 我们发现定义在 Ω 上的内部变量和 Γs 上的边界变量在某种意义下可以分离, 基于

此我们构造了有效的区域分解预条件子. 本文提出的方法具有如下优点: (1) 复杂的变分不等式可分

解成两个简单的问题; (2) 主要计算可以并行实现; (3) 边界积分方程不需要求解.

类似的想法已被用于另一个简单的模型 (参见 [12]), 本文的结果不同于文献 [12], 而且分析更具

有技巧性.

本文安排如下: 在第 2 节我们描述耦合的有限元 - 边界元变分不等式; 第 3 节详细研究了求解变

分不等式的预处理梯度投影方法; 在第 4 节我们构造了耦合系统的预条件子, 并估计了预处理系统的

条件数; 第 5 节给出了条件数估计的详细分析.

2 耦合的有限元 - 边界元变分不等式

我们首先回顾文献 [4] 考虑的变分问题. 对于 R2 中的无界区域 Ω 和曲线 Γ, 以 H1(Ω), H1
0 (Ω),

H
1
2 (Γ) 和 H− 1

2 (Γ) 分别表示通常的 Sobolev 空间 (参见 [13]).

2.1 边界积分算子

设 γ(x, y) 是以下 Laplace 方程的基本解,

γ(x, y) = − 1
2π

log |x− y|, x, y ∈ R2.

令

V ϕ(z) = 2
∫

Γ

ϕ(x) · γ(z, x)dsx (V : H− 1
2 (Γ)→H

1
2 (Γ)),
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Kϕ(z) = 2
∫

Γ

ϕ(x) · ∂

∂nx
γ(z, x)dsx (K : H

1
2 (Γ)→H

1
2 (Γ)),

K ′ϕ(z) = 2
∫

Γ

ϕ(x) · ∂

∂nz
γ(z, x)dsx (K ′ : H− 1

2 (Γ)→H− 1
2 (Γ)),

Wϕ(z) =
∂

∂nz
Kϕ(z) (W : H

1
2 (Γ)→H− 1

2 (Γ)).

一般地, 我们假设 Γ 的测度小于 1, 这可以通过缩放技巧达到 (参看 [11, 14, 15]). 众所周知, V :

H− 1
2 (Γ)→H

1
2 (Γ) 是对称正定的, 而且 W : H

1
2 (Γ)→H− 1

2 (Γ) 是对称半正定的. 因而,

S =
1
2
(W + (K ′ − I)V −1(K − I))

定义的算子 S : H
1
2 (Γ)→H− 1

2 (Γ) 也是对称正定的 (参见 [1]). 注意到算子 S 恰是 Dirichlet-Neumann

映射或者 Poincare-Steklov 算子 (参见 [4] 和 [16]).

2.2 连续变分不等式

为方便起见, 我们做以下简单假设: p1 6 p(t) 6 p2, α 6 p(t) + tp′(t) 6 β, 其中 p1, p2, α, β > 0 为

常数 (参见 [11]). 类似在文献 [4] 中, 令

g(t) =
∫ t

0

s · p(s)ds,

并定义

G(w) =
∫

Ω

g(|∇w|)dx, w ∈ H1(Ω). (2.1)

可以证明泛函 G(·) 的 Gâteaux 导数 (参见 [4]) 是

DG(u,w) =
∫

Ω

p(|∇u|)(∇u)t · ∇wdx, u, w ∈ H1(Ω).

注意到 DG : H1(Ω)×H1(Ω)→R 是非线性泛函. 定义线性泛函

L : H1(Ω)×H
1
2 (Γ)→R,

L(u, ϕ) =
∫

Ω

f · udx +
∫

Γ

t0 · ϕds, u ∈ H1(Ω), ϕ ∈ H
1
2 (Γ).

设 〈·, ·〉 是 Γ 上的 L2 内积. 令

F (u, ϕ) = L(u, u|Γ + ϕ) + 〈S(a + u0), u|Γ + ϕ〉, u ∈ H1(Ω), ϕ ∈ H
1
2 (Γ).

设 E = H1(Ω)×H̃
1
2 (Γs), 其中 H̃

1
2 (Γs) = {ψ ∈ H

1
2 (Γ) : supp w ⊆ Γ̄s}. 令

D = {(u, ϕ) ∈ E : ϕ > 0 a.e. on Γs}.

问题 (1.1)–(1.5) 的变分形式为: 求解 (u, ϕ) ∈ D 使得

DG(u,w − u) + 〈S(u|Γ + ϕ), w|Γ + ψ − (u|Γ + ϕ)〉 > F (w − u, ψ − ϕ), ∀(w, ψ) ∈ D. (2.2)

如果 (u, ϕ) 是问题 (2.2) 的解, 则我们可以得到问题 (1.1)–(1.5) 的解 u 和 uc, 其中 uc 为

uc(z) =
1
2
(K(u|Γ + ϕ− u0) + V S(u|Γ + ϕ− u0 − a))(z) + a, z ∈ Ωc.
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2.3 变分不等式的离散

不失一般性, 我们假设区域 Ω 是多边形. 将 Ω 做形正规的拟一致三角剖分, 直径为 h. Vh(Ω) 表

示对应剖分的有限维分片线性连续函数空间. 因为 Ω 的网格对应于边界网格, 所以令

Vh(Γ) = {v|Γ : v ∈ Vh(Ω)}.

而且, 我们用 V
− 1

2
h 表示分片常数试验函数.

设 Eh = Vh(Ω)×Ṽh(Γs), 其中 Ṽh(Γs) = Vh(Γ) ∩ H̃
1
2 (Γs), 并设

Dh = {(uh, ϕh) ∈ Eh : ϕh > 0 a.e. on Γs}.

设 ih : Vh(Γ) ↪→ H
1
2 (Γ) 和 jh : V

− 1
2

h ↪→ H− 1
2 (Γ) 表示嵌入算子, 其对偶嵌入算子为 i∗h : H− 1

2 (Γ) ↪→
(Vh(Γ))∗ 和 j∗h : H

1
2 (Γ) ↪→ (V − 1

2
h )∗. 令

Sh =
1
2
(i∗hWih + i∗h(K ′ − I)jh(j∗hV jh)−1j∗h(K − I)ih).

问题 (2.2) 的离散问题为: 求解 (uh, ϕh) ∈ Dh 使得

DG(uh, wh − uh) + 〈Sh(uh|Γ + ϕh), wh|Γ + ψh − (uh|Γ + ϕh)〉
> Fh(wh − uh, ψh − ϕh), ∀(wh, ψh) ∈ Dh, (2.3)

其中 Fh(w, ψ) = L(w, w|Γ + ψ) + 〈Sh(a + u0), w|Γ + ψ〉.
文献 [4] 已证明问题 (2.3) 和 (2.2) 有唯一解. 而且推导了误差 uh − u 和 ϕh − ϕ 的渐进估计. 如

果 (uh, ϕh) 是 (2.3) 的解, 则我们可以得到 (1.1)–(1.5) 的近似解 uh 和 uch,

uch(z) =
1
2
(K(uh|Γ + ϕh − u0) + V Sh(uh|Γ + ϕh − u0 − a))(z) + a, z ∈ Ωc.

为了方便使用符号, 我们定义非二次泛函 Jh : Eh → R 为

Jh(η) = G(w) +
1
2
〈Sh(w|Γ + ψ), w|Γ + ψ〉 − Fh(w, ψ), η = (w, ψ) ∈ Eh,

其中 G(·) 是 (2.1) 定义的泛函. 因为泛函 G(·) 的 Gâteaux 导数为 DG(· , ·), 所以 Gâteaux 导数

DJh(ξ; ·) : Eh → R (ξ ∈ Eh) 为

DJh(ξ; η) = DG(u,w) + 〈Sh(u|Γ + ϕ), w|Γ + ψ〉 − Fh(w, ψ), ∀ η = (w, ψ) ∈ Eh. (2.4)

然后变分不等式 (2.3) 可以写成如下形式:

DJh(ξ; η − ξ) > 0, ξ = (uh, ϕh) ∈ Dh, ∀ η = (wh, ψh) ∈ Dh. (2.5)

注 2.1 梯度投影方法 (GPM, 参见 [17–19]) 是求解类似 (2.5) 的变分不等式最简单的方法. 从

文献 [18] 给出的结果, 我们可以推断求解 (2.5) 的 GPM 方法的收敛率依赖于二阶 Gâteaux 导数

D2Jh(z)(· ; ·) (对于任意的 z ∈ Eh) 的条件数. 可以证明这个条件数是 O(h−2) 阶 (利用 (4.1), (5.4) 和

(5.5)式可推得). 求解 (2.5)的 GPG方法的收敛率在细网格上是非常慢的, 除非应用有效的预条件子.

因此, 我们将在下一节研究预处理的梯度投影方法 (PGPM).
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3 预处理的梯度投影方法

在这一节, 我们研究求解问题 (2.5) 的 GPG 方法.

3.1 主要结果

设定义在 Eh × Eh 上的对称正定双线性型 B(· ; ·) 表示 DJh(· ; ·) 的预条件子. 为了利用预条

件子 B(· ; ·) 描述 PGPM, 我们需要与预条件子 B(· ; ·) 相关的两个算子. 定义非线性 “剩余” 算子

r : Eh → Eh 满足

B(rη; ζ) = DJh(η; ζ), ∀ ζ ∈ Eh. (3.1)

投影算子 P : Eh → Dh 定义如下: 对于 η ∈ Eh, 泛函 Pη ∈ Dh 满足

B(Pη − η, Pη − η) = min
ζ∈Dh

B(ζ − η, ζ − η). (3.2)

在大多数的应用中, 精确投影 P 的计算代价非常高, 所以可以替换成近似投影 P̃ : Eh → Dh, 将

在随后详细讨论.

算法 3.1 (预处理梯度投影方法) 设 ξ0 ∈ Dh 是初始泛函. 当得到 ξk ∈ Dh, 定义 ξk+1 ∈ Dh:

ξk+1 = P̃ ξ̃k+1 (3.3)

和

ξ̃k+1 = ξk − τrξk ∈ Eh, k = 0, 1, . . . , (3.4)

其中待定的松弛因子 τ > 0.

本篇文章的核心是预条件子 B(· ; ·) 的构造, 所以我们需要分析 PGPM 方法的收敛性和预条件

子 B(· ; ·) 的谱之间的关系. 文章 [20] 讨论了二次泛函的情形. 以下我们将讨论当前的更复杂的情形.

以下我们令 D2Jh(z)(· ; ·) : Eh × Eh → R 表示泛函 Jh(·) 在点 z ∈ Eh 的二阶 Gâteaux 导数. 假设预

条件子 B(· ; ·) 满足条件: 存在正数 c0 和 C0, 使得

c0B(ξ; ξ) 6 D2Jh(z)(ξ; ξ) 6 C0B(ξ; ξ), ∀ ξ, z ∈ Eh. (3.5)

令 ‖ · ‖B 表示由双线性型 B(· ; ·) 生成的范数. 以下定理给出了算法 3.1 的收敛性质.

定理 3.1 设 ξ ∈ Dh 是(2.5)的解, 泛函 ξk 由(3.3)和(3.4)给出. 近似投影 P̃ 满足

‖P̃ ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B 6 ρ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B + (1− ρ)‖P ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B , (3.6)

其中 ρ ∈ [0, 1). 假设松弛因子 τ ∈ (0, 1/C0], 则算法 3.1 是收敛的. 而且,

Jh(ξk+1)− Jh(ξ) 6 ρ0(Jh(ξk)− Jh(ξ)), k = 0, 1, . . . , (3.7)

其中收敛率 ρ0 定义为

ρ0 = 1− c0τ(1− ρ)
2

min
{

1,
2c0

C0

}
. (3.8)

更进一步,

‖ξk − ξ‖2B 6 2
c0

(ρ0)k(Jh(ξ0)− Jh(ξ)), k = 1, 2, . . . (3.9)
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这个结果表明算法 3.1 的收敛率依赖于商 C0/c0, 即预条件系统的条件数. 在下一节, 我们将构造

预条件子 B(· ; ·) 使得条件数对网格大小不敏感.

注 3.1 显然, τ = 1/C0 是松弛因子 τ 的最优选择. 为了选择最优松弛因子, 我们必须通过计算

最大的广义特征值 (参见 [20]) 来精确估计常数 C0. 当然, 我们希望松弛因子 τ 能够以某些简单的方

式确定. 可是, 到目前为止还没有相关文献讨论过这个复杂的问题. 此类问题的一种可能的解决方案

是通过每步迭代计算所得的可变松弛因子替换 τ .

3.2 分析

为了证明定理 3.1, 我们需要两个引理.

引理 3.1[20] 精确的投影算子 P 满足

‖P ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξk − ξ̃k+1‖2B
6 −max

{
0,min

{
B(ξ̃k+1 − ξk; ξ − ξk),

B(ξ̃k+1 − ξk; ξ − ξk)2

‖ξ − ξk‖2B

}}
. (3.10)

引理 3.2 设 c0 和 C0 是由(3.5)定义的常数. 则,

Jh(ξk)− Jh(ξ) 6 max
{

1,
C0

2c0

}
B(rξk; ξk − ξ). (3.11)

证明 由一阶 Taylor 展式知存在函数 ẑk ∈ Dh, 使得

DJh(ξk; ξk − ξ)−DJh(ξ; ξk − ξ) = D2Jh(ẑk)(ξk − ξ; ξk − ξ),

联立 (3.5) 得

DJh(ξk; ξk − ξ)−DJh(ξ; ξk − ξ) > c0‖ξk − ξ‖2B .

由 (3.1) 知,

B(rξ; ξk − ξ) 6 B(rξk; ξk − ξ)− c0‖ξk − ξ‖2B . (3.12)

从 (3.18) 和 (3.1) 得

B(rξ; ξk − ξ) = DJh(ξ; ξk − ξ) > 0.

因而, 不等式 (3.12) 可导出

‖ξk − ξ‖2B 6 1
c0

B(rξk; ξk − ξ). (3.13)

另一方面, 利用二阶 Taylor 展式得

Jh(ξk)− Jh(ξ) = DJh(ξ; ξk − ξ) +
1
2
D2J(z̄k)(ξk − ξ; ξk − ξ), (3.14)

其中 z̄k ∈ Dh.

利用 (3.14), 联立 (3.5) 和 (3.12), 我们得到

Jh(ξk)− Jh(ξ) 6 B(rξ ; ξk − ξ) +
1
2
C0‖ξk − ξ‖2B

6 B(rξk; ξk − ξ) +
(

1
2
C0 − c0

)
‖ξk − ξ‖2B .
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而且, 利用 (3.13) 得到

Jh(ξk)− Jh(ξ) 6 B(rξk; ξk − ξ) + max
{

0,
1
2C0 − c0

c0

}
B(rξk; ξk − ξ),

这样便知结论成立. 2

定理 3.1 的证明 利用二阶 Taylor 展式知存在函数 zk ∈ Dh, 使得

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) = DJh(ξk; ξk+1 − ξk) +
1
2
D2J(zk)(ξk+1 − ξk; ξk+1 − ξk).

利用 (3.1) 和 (3.5), 得出

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) 6 B(rξk; ξk+1 − ξk) +
1
2
C0‖ξk+1 − ξk‖2B . (3.15)

因为 B(· ; ·) 是双线性的, 所以

B(rξk; ξk+1 − ξk) =
1
τ

B(τrξk; ξk+1 − ξk)

=
1
2τ

[‖τrξk + ξk+1 − ξk‖2B − (‖τrξk‖2B + ‖ξk+1 − ξk‖2B)]. (3.16)

利用 (3.4), 有 τrξk = ξk − ξ̃k+1. 因而, 方程 (3.16) 导出

B(rξk; ξk+1 − ξk) =
1
2τ

(‖ξk+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B)− 1
2τ
‖ξk+1 − ξk‖2B .

将以上表达式代入 (3.15) 得到

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) 6 1
2τ

(‖ξk+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B)

− 1
2

(
1
τ
− C0

)
‖ξk+1 − ξk‖2B .

利用 τ 的选择, (3.3) 和 (3.6), 导出

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) 6 1
2τ

(‖ξk+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B)

=
1
2τ

(‖P̃ ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B)

6 1− ρ

2τ
(‖P ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B). (3.17)

另一方面, 借助于 (3.4) 和 (3.13), 有 B(ξ̃k+1 − ξk; ξ − ξk) = τB(rξk; ξk − ξ) > c0τ‖ξk − ξ‖2B . 因而, 不

等式 (3.10) 导出

‖P ξ̃k+1 − ξ̃k+1‖2B − ‖ξ̃k+1 − ξk‖2B 6 −min{1, c0τ}B(ξ̃k+1 − ξk; ξ − ξk)

6 −min{1, c0τ}τB(rξk; ξk − ξ)

= −c0τ
2B(rξk; ξk − ξ).

将此代入 (3.17) 得到 (注意到 ρ < 1 和 τ > 0)

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) 6 −c0τ(1− ρ)
2

B(rξk; ξk − ξ),

结合 (3.11), 得到

Jh(ξk+1)− Jh(ξk) 6 −c0τ(1− ρ)
2

min
{

1,
2c0

C0

}
(Jh(ξk)− Jh(ξ)).

而且, (3.7) 也成立. 又知 DJh(ξ; ξk − ξ) > 0, 所以不等式 (3.9) 是 (3.5), (3.7) 和 (3.14) 的直接推论. 2
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3.3 算法实现

在这一节, 我们讨论如何有效地求解极小化问题 (3.2).

如果预条件子 B(· ; ·) 没有特殊结构, 利用逐点 GPM 方法求解 (3.2) 效率非常低.

假设 B(· ; ·) 可以分解为

B(ξ; η) = BΩ(u,w) + Bs(ϕ,ψ), ξ = (u, ϕ), η = (w, ψ) ∈ Eh, (3.18)

其中 BΩ(·, ·) : Vh(Ω)× Vh(Ω) → R 和 Bs(·, ·) : Ṽh(Γs)× Ṽh(Γs) → R. 令

K̃ = {ψ ∈ Ṽh(Γs) : ψ > 0 a.e. on Γs},

并定义局部投影算子 Ps : Ṽh(Γs) → K̃

Bs(Psϕ− ϕ, Psϕ− ϕ) = min
ψ∈K̃

Bs(ψ − ϕ, ψ − ϕ). (3.19)

设 η = (v, ϕ) ∈ Eh 给定. 因为凸集 Dh 中的元素的第一个分量可以在线性空间中任意选取, 所以取

Pη = (v, Psϕ) 和 P̃ η = (v, P̃sϕ), 其中 P̃s : Ṽh(Γs) → K̃ 是某些局部近似投影. 这意味着在假设 (3.18)

下, 我们只需要近似求解局部极小化问题 (3.19).

为了精确描述算子 P̃s, 设 ξk = (uk , ϕk) ∈ Dh 给定, ξ̃k+1 = (uk+1, ϕ̃k+1) 由 (3.4) 给出. 利用

Ṽh(Γs) 的标准的节点基函数, 设 Ms 是双线性型 Bs(·, ·) 的刚度矩阵. 为简单起见, 我们利用函数自身

的相同概念表示 Ṽh(Γs) 中函数的坐标向量. 设 P̂ : RNs → K ⊂ RNs 是逐点投影算子, 其中 Ns 是子

空间 Ṽh(Γs) 的维数, K 是凸集, 其元素分量非负. 定义逐点投影迭代:

ϕi+1
k+1 = P̂ (ϕi

k+1 + θMs(ϕ̃k+1 − ϕi
k+1)), i = 0, 1, . . . (3.20)

其中, 松弛因子 θ 适当选择 (参见 [21] 和 [19]). 为了满足条件 (3.6), 我们选择 ϕ0
k+1 = ϕk, 并取

P̃sϕ̃k+1 = ϕn
k+1, 其中 n ≈ cond(Ms). 可以证明 (参见 [20])

‖P̃sϕ̃k+1 − ϕ̃k+1‖2Ms
6 ρ‖ϕ̃k+1 − ϕk‖2Ms

+ (1− ρ)‖Psϕ̃k+1 − ϕ̃k+1‖2Ms
,

其中, ρ ≈ e−1.

在 “内部” 迭代 (3.20) 中, 我们只需要矩阵与向量的乘积. 因为 Ms 是低阶阵, 迭代 (3.20) 的代价

很小. 因而, 内部迭代 (3.20) 的整体代价依赖于 Ms 的条件数.

注 3.2 从定理 3.1 和以上讨论, 我们推测出预条件子 B(· ; ·) 具有以下性质: (1) 当 h → 0, 由

(3.5) 定义的正数 c0 和 C0 满足 C0/c0 ¿ O(h−2), 其中 C0/c0 是 D2Jh(z)(· ; ·) (z ∈ Eh) 的条件数; (2)

分解 (3.18) 成立; (3) cond(Ms) ¿ O(h−2) 当 h → 0.

注 3.3 利用 (2.4) 给出的泛函 DJh, 分别定义算子 RΩ : Eh → Vh(Ω) 和 Rs : Eh → Ṽh(Γs),

BΩ(RΩ(u, ϕ), w) = DJh(u, ϕ;w, 0), ∀w ∈ Vh(Ω)

和

Bs(Rs(u, ϕ), ψ) = DJh(u, ϕ; 0, ψ), ∀ψ ∈ Ṽh(Γs).

因而, 算法 3.1 可以分解成

uk+1 = uk − τRΩ(uk, ϕk), k = 0, 1, . . . (3.21)
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和

ϕk+1 = P̃sϕ̃k+1, k = 0, 1, . . . , (3.22)

其中

ϕ̃k+1 = ϕk − τRs(uk, ϕk), k = 0, 1, . . .

因而,本节讨论的方法的本质在于将大型的变分不等式 (2.5)分解成两个子问题,而这两个子问题可以

分别通过迭代 (3.21)和 (3.22)有效求解。显然该分解与空间直和分解 Dh = (Vh(Ω)×{0})⊕ ({0}× K̃)

有关.

4 预条件子的构造

上一节研究了求解 (2.5)的带预条件子 B(· ; ·)的预处理梯度投影方法. 这一节, 我们考虑预条件

子 B(· ; ·) 的构造.

4.1 辅助的双线性型

泛函 G 的二阶 Gâteaux 导数为 (参见 [4] 和 [11])

D2G(w)(u, v) = (p̃(∇w)∇u,∇v)Ω, ∀w, u, v ∈ H1(Ω),

其中, p̃ : R2 → R2×2 是 x → ρ(|x|)x 的 Jacobian 矩阵:

p̃(x) = ρ(|x|)I2×2 + |x|ρ′(|x|)x · xt

|x|2 (x ∈ R2).

则从定义在 p 上的假设知,

α|u|21,Ω 6 D2G(w)(u, u), ∀w, u ∈ H1(Ω)

和

D2G(w)(u, v) 6 β|u|1,Ω · |v|1,Ω, ∀w, u, v ∈ H1(Ω).

因而,

α|u|21,Ω + 〈Sh(u|Γ + ϕ), u|Γ + ϕ〉
6 D2Jh(ζ)(ξ ; ξ) 6 β|u|21,Ω + 〈Sh(u|Γ + ϕ), u|Γ + ϕ〉, ∀ ζ, ξ = (u, ϕ) ∈ Eh. (4.1)

所以, 我们只需要构造双线性型的预条件子,

A(ξ; η) = (∇u,∇w) + 〈Sh(u|Γ + ϕ), w|Γ + ψ〉, ξ = (u, ϕ), η = (w, ψ) ∈ Eh. (4.2)

在构造双线性型 A的预条件子时我们面对以下三个困难: (1)交界面变量 ϕ与内部变量耦合,这将

影响逐点投影 (参见第 3 节); (2) 边界积分算子将生成稠密刚度矩阵; (3) 因为不存在 Γ 上的 Dirichlet

边界条件, 所以当消除对称正定算子 Sh 时, A 不是正定的.

为了解决这些困难, 我们需要从 u|Γ 中分离 ϕ, 并且利用能够生成稀疏刚度矩阵的正定算子替换

Sh. 以下预条件子的构造思想借鉴了参考文献 [22].

1213



胡齐芽等: 一类耦合的有限元 - 边界元变分不等式的预条件子

4.2 区域分解和某些局部空间

因为 Γ 是交界面, 其中 uh 和 ϕh 的值是未知的, 所以我们考虑非重叠的区域分解预条件子.

我们将区域 Ω 分解成三角形或者四边形 {ωi}L
i=1, 使得:

(1)所有子区域 ωi 在下述意义下大小均为 d,存在不依赖于 d的常数 α1 和 α2,使得每个 ωi 包含

直径为 α1d 的圆;

(2) 对于 i 6= j, 如果两条边 γ′ ⊂ ∂ωi 和 γ′′ ⊂ ∂ωj 拥有一个共同点, 则 γ′ = γ′′ = ωi ∩ ωj = γij . 设

γ =
⋃

γij ∪ Γ 表示整个交界面;

(3) 每个子区域 ωi 包含直径为 h 的拟一致三角形元或者四边形元.

设 Vh(ωi) 表示定义在 ωi 上的协调线性有限元空间, 如第 2 节所定义. 我们假设第 2 节介绍的网

格是由以上非重叠区域分解法生成. 而且,

Vh(Ω) = (Vh(ω1)× Vh(ω2)× · · · × Vh(ωL)) ∩ C(Ω0).

对于 w ∈ Vh(Ω), 设 wH ∈ Vh(Ω) 表示 w|γ 的离散调和延拓, 满足:




(∇(wH |ωi
),∇ψ)ωi

= 0, ∀ψ ∈ Vh(ωi) ∩H1
0 (ωi), i = 1, . . . , L,

wH = w, on γ.

定义

wp = w − wH ∈ Vh(Ω) ∩ (H1
0 (ω1)×H1

0 (ω2)× · · · ×H1
0 (ωL)).

定义棱子空间和顶点子空间分别为

V 0
h (Ω) = {w ∈ Vh(Ω) : w 在ωi 的每个顶点处为0}

和

Vd(Ω) = {w ∈ Vh(Ω) : w|γij
是γij 上的线性函数},

其中它们均为与初始分解相关的线性有限元空间.

显然, 对于任意 w ∈ Vh(Ω), 存在唯一分解式 wH = we + wv 使得 we ∈ Vd(Ω), wv ∈ V 0
h (Ω). 令

V 0
h (γij) = {w|γij

: w ∈ V 0
h (Ω)}.

4.3 主要结果

一般地, 我们定义算子 Λ0 : V 0
h (γij) → V 0

h (γij) 如下,

〈Λ0ϕ,ψ〉γij = 〈ϕ′, ψ′〉γij , ∀ψ ∈ V 0
h (γij).

对于每一条边 γij , 设 vi 和 vj 表示边 γij 的两个端点. Nd(Γ) 表示 Γ 上的初始节点集合, {vsi}ns
i=1 表

示 Γs 上的初始节点集合. 定义双线性型如下:

BΩ(uH , wH) =
∑
γij

〈Λ
1
2
0 ue, we〉γij

+
[∑

γij

(uv(vi)− uv(vj))(wv(vi)− wv(vj))

+ d
∑

vi∈Nd(Γ)

uv(vi) · wv(vi)
]
, u, w ∈ Vh(Ω)
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和

Bs(ϕ,ψ) =
∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ψe〉γij

+
ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vsi)− ϕv(vsj))(ψv(vsi)− ψv(vsj))
(j − i)2

+
ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕv(vsi)ψv(vsi), ϕ, ψ ∈ Ṽh(Γs).

我们按下式定义双线性型 D2Jh(ζ)(· ; ·) 的预条件子,

B(ξ; η) = (∇up,∇wp) + BΩ(uH , wH) + Bs(ϕ,ψ),

ξ = (u, ϕ), η = (w, ψ) ∈ Eh. (4.3)

以下结果表明此条件子是非常有效的.

定理 4.1 设双线性型 B(· ; ·) 由 (4.3) 给出. 则存在不依赖于 h 和 d 的常数 c1 和 C1, 使得

c1(1 + ln2(d/h))−1B(ξ; ξ) 6 D2Jh(ζ)(ξ; ξ) 6 C1B(ξ; ξ), ∀ ξ, ζ ∈ Eh. (4.4)

这意味着由 (3.5) 定义的常数 c0 和 C0 满足 C0/c0 6 1 + ln2(d/h), 即预条件系统的条件数为 O(1 +

ln2(d/h)).

从定理 3.1 和 4.1 知, 具有预条件子 B(· ; ·) 的算法 3.1 具有快速收敛性.

定理 4.2 存在不依赖于 h 和 d 的常数 c2 和 C2, 使得

c2 min{1, d−1}‖ϕ‖20,Γs
6 Bs(ϕ,ϕ) 6 C2 max{h−1(1 + ln2(d/h))}‖ϕ‖20,Γs

, ∀ϕ ∈ Ṽ (Γs). (4.5)

即

cond(Ms) = O(h−1(1 + ln2(d/h))). (4.6)

注 4.1 显然对任意 ε > 0, 成立 hε ln2(d/h) → 0 当 h → 0. 因而, 预条件子拥有注 3.2 给出的性

质 (参见注 2.1).

注 4.2 局部的预条件子 Ms 可以由文献 [20]中提到的多水平 Schur补预条件子取代,其条件数

为 O(h−1). 然而, 当实现这样的多水平预条件子时, 需要求解线性代数方程组 (参见 [20]).

这些定理会在下一节给出证明. 现在我们描述预条件子 B(· ; ·) (参见 [22]) 的性质. 给定 g(·, ·) :

Eh → R, (u, ϕ) ∈ Eh 表示如下问题的解:

B(u, ϕ;w, ψ) = g(w, ψ), ∀(w, ψ) ∈ Eh.

则 (u, ϕ) 可以按如下方式计算:

算法 4.1 步骤 1: 并行求解 up|ωi ∈ Vh(ωi) ∩H1
0 (ωi) (i = 1, . . . , L) 使得

(∇(up|ωi),∇w)ωi = g(w, 0), ∀w ∈ Vh(ωi) ∩H1
0 (ωi);

步骤 2: 并行求解 ue|γij
∈ V 0

h (γij) 和 ϕe|γij
∈ V 0

h (γij), 其中 γij ⊂ Γs 使得

〈Λ
1
2
0 ue|γij

, w〉γij
= g(w̃, 0)− (∇up,∇w̃), ∀w ∈ V 0

h (γij)

和

〈Λ
1
2
0 ϕe|γij

, ψ〉γij
= g(0, ψ), ∀ψ ∈ V 0

h (γij) ∩ Ṽh(Γs).
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其中, w̃ ∈ Vh(Ω) 是 w 的零延拓;

步骤 3: 求解 uv(vi) 和 ϕv(vsi) 使得
∑
γij

(uv(vi)− uv(vj))(w(vi)− w(vj)) + d
∑

vi∈Nd(Γ0)

uv(vi) · w(vi)

= g(w, 0)− (∇up,∇w), ∀w ∈ Vd(Ω)

和

ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vsi)− ϕv(vsj))(ψ(vsi)− ψ(vsj))
(j − i)2

+
ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕv(vsi)ψ(vsi)

= g(0, ψ), ∀ψ ∈ Vd(Ω) ∩ Ṽh(Γs);

步骤 4: 求解离散的调和延拓 uH 使得




(∇uH ,∇w)ωi
= 0, ∀w ∈ Vh(ωi) ∩H1

0 (ωi) (i = 1, . . . , L),

uH = ue + uv, on γ;

步骤 5: 取 u = up + uH 和 ϕ = ϕe + ϕv.

注 4.3 从算法 4.1 我们可以观察到本节构造的预条件子具有如下优点: (1) 因为第 2 步可以由

快速算法完成 (参见 [22]), 所以算法可以容易的并行求解; (2) 算法不需要计算与 Sh 相关的边界积分

方程; (3) 未知函数 u 和 ϕ 可以独自求解.

注 4.4 在第 3 步的第 1 个方程中, 第二项求和是必要的, 否则相应的刚度矩阵仅为半正定.

5 条件数的估计

5.1 H
1
2 - 范数和相应的离散范数

为了证明定理 4.1 和 4.2, 我们需要定义 H
1
2 - 范数. 设 ω ⊂ R2 表示边界为 ∂ω 的有界区域, 并且

Σ ⊆ ∂ω. 对于 ϕ ∈ H
1
2 (Σ), 定义

‖ϕ‖ 1
2 ,Σ = (l−1‖ϕ‖20,Σ + |ϕ|21

2 ,Σ)
1
2 ,

其中 l 表示 Σ 的长度, 并且

|ϕ|21
2 ,Σ =

∫

Σ

∫

Σ

(ϕ(x)− ϕ(y))2

|x− y|2 ds(x)ds(y).

对于 Σ ⊂ ∂ω, 空间 H
1
2
00(Σ) 按如下方式定义,

H
1
2
00(Σ) = {ϕ ∈ L2(∂ω) : supp ϕ ⊂ Σ, ϕ̃ ∈ H

1
2 (∂ω)},

其中 ϕ̃ 表示 v 向 ∂ω\Σ 的零延拓. 可以证明对于 ϕ ∈ H
1
2
00(Σ), 成立

|ϕ̃| 1
2 ,∂ω ' ‖ϕ‖

H
1
2
00(Σ)

,

其中

‖ϕ‖2
H

1
2
00(Σ)

=
∫

Σ

∫

Σ

(ϕ(x)− ϕ(y))2

|x− y|2 ds(x)ds(y) +
∫

Σ

ϕ2(x)
dist(x, ∂Σ)

ds(x).
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在以下讨论中我们还需要一些基本的范数等价结论. 设 Σ ⊆ Γ, Nb 表示 Σ 上的节点集合, 其中

b = h 或者 b = d. 对于任意的 ϕ ∈ Vb(Ω)|Σ, 成立

‖ϕ‖20,Σ ' b
∑

xi∈Nb

ϕ2(xi), |ϕ|21
2 ,Σ ' b2

∑
xi,xj∈Nb

xi 6=xj

(ϕ(xi)− ϕ(xj))2

|xi − xj |2

和

‖ϕ‖2
H

1
2
00(Σ)

' b2
∑

xi,xj∈Nb
xi 6=xj

(ϕ(xi)− ϕ(xj))2

|xi − xj |2 + b
∑

xi∈Nb

(
1

|x0 − xi| +
1

|x1 − xi|
)

ϕ2(xi),

其中, x0 和 x1 表示 Σ 的端点.

5.2 辅助结果

在以下讨论中, 设 C 表示不依赖于 h 和 d 的正常数, 但是在不同场合可能取不同值.

以下三条结论在区域分解方法中是显然的.

引理 5.1[23] 设 γ0 ⊂ Γ (或者 ∂ωi) 为长度为 l 的曲线段. 则对于任意的 ϕ ∈ Vh(Γ)|γ0 ( 或者

Vh(∂ωi)|γ0), 成立以下不等式,

‖ϕ‖20,∞,γ0
6 C ln(l/h)‖ϕ‖21

2 ,γ0
. (5.1)

引理 5.2[22] 设 γ0 和 ϕ 由引理 5.1 定义。假设 supp ϕ ⊂ γ0. 则
∫

γ0

(ϕ(x))2

dist(x, ∂γ0)
ds(x) 6 C ln(l/h)‖ϕ‖20,∞,γ0

. (5.2)

引理 5.3[22] 设算子 Λ0 由 4.3 小节定义. 则对于任意的 w ∈ Vh(Ω), 成立
∑

γij⊂∂ωk

[〈Λ
1
2
0 we, we〉γij

+ (wv(vi)− wv(vj))2] 6 C(1 + ln2(d/h))|wH |21,ωk
, 1 6 k 6 L. (5.3)

以下两条结论表明范数 〈Sh·, ·〉 1
2 和 ‖ · ‖ 1

2 ,Γ 是等价的.

引理 5.4[1] 对于任意的 µ ∈ Vh(Γ), 成立

‖µ‖21
2 ,Γ 6 C〈Shµ, µ〉. (5.4)

引理 5.5 对于任意的 µ ∈ Vh(Γ), 成立

〈Shµ, µ〉 6 C‖µ‖21
2 ,Γ. (5.5)

证明 利用 Sh 的定义, 有

〈Shµ, µ〉 =
1
2
(〈Wµ, µ〉Γ + 〈(j∗hV jh)−1j∗h(K − I)µ, j∗h(K − I)µ〉). (5.6)

令 gh = j∗h(K − I)µ, χh = (j∗hV jh)−1gh。则 χh 满足

(j∗hV jh)χh = gh. (5.7)

设 Ph : H
1
2 (Γ) → Vh(Γ) 是 L2 投影算子. 利用 jh 和 j∗h 的定义, 方程 (5.7) 可以写成 (参见 [1])

PhV χh = Phg,
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其中 g = (K − I)µ. 因而, χh 是以下方程的 Galerkin 有限元解,

V χ = g.

利用 [14] 给出的结论知

‖χh‖2− 1
2 ,Γ 6 C‖χ‖2− 1

2 ,Γ 6 C‖g‖21
2 ,Γ.

因而, 利用 Cauchy 不等式知

〈(j∗hV jh)−1j∗h(K − I)µ, j∗h(K − I)µ〉 = 〈χh, g〉Γ 6 C‖χh‖− 1
2 ,Γ · ‖g‖ 1

2 ,Γ 6 C‖g‖21
2 ,Γ.

所以, 方程 (5.6) 导出 (注意到 g = (K − I)µ)

〈Shµ, µ〉 6 C(‖Wµ‖− 1
2 ,Γ · ‖µ‖ 1

2 ,Γ + ‖(K − I)µ‖21
2 ,Γ). (5.8)

文献 [24] 已证明算子

W : H
1
2 (Γ) → H− 1

2 (Γ) 和 K : H
1
2 (Γ) → H

1
2 (Γ)

是一致有界的, 结合 (5.8) 知结论成立. 2

对于 ϕ ∈ Vh(Γ), 设 wϕ ∈ Vh(Ω) 表示 ϕ 的离散的调和延拓. 则

|ϕ|21
2 ,Γ 6 C|wϕ|21,Ω, ∀ϕ ∈ Vh(Γ), (5.9)

此不等式是迹定理的重要情形. 以下引理是 (5.5) 和 (5.9) 的直接推论.

引理 5.6 对于任意的 ϕ ∈ Vh(Γ), 成立

〈Shϕ,ϕ〉 6 C(|wϕ|21,Ω + ‖ϕ‖20,Γ). (5.10)

取 Vd(Γ) = Vd(Ω)|Γ. 对于 ϕ ∈ Vh(Γ), 设 ϕv ∈ Vd(Γ) 是满足对于任意的 vk ∈ Nd(Γ), 均有

ϕv(vk) = ϕ(vk) 的函数. 为了利用 〈ϕv, ψv〉 替换 〈Shϕ,ψ〉, 我们需要另外的结论.

引理 5.7 对于任意的 ϕ ∈ Vh(Γ), 成立以下不等式,

‖ϕv‖20,Γ0
6 Cd ln(d/h)‖ϕ‖21

2 ,Γ. (5.11)

证明 设 {γ0i}L0
i=1 表示与 Γ 的初始分解相关的曲线段集合. 从 H

1
2 - 半范数可以推得

|ϕ|21
2 ,Γ >

L0∑

i=1

|ϕ|21
2 ,γ0i

.

因而, 我们只需要证明

‖ϕv‖20,γ0i
6 Cd ln(d/h))‖ϕ‖21

2 ,γ0i
, i = 1, . . . , L0. (5.12)

设 γ0i 的端点分别由 v1
0i 和 v2

0i 表示. 由离散的等价范数知

‖ϕv‖20,γ0i
' d(ϕ(v1

0i)
2 + ϕ(v2

0i)
2). (5.13)

注意到

ϕ(v1
0i)

2 + ϕ(v2
0i)

2 6 2‖ϕ‖20,∞,γ0i
,
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结合 (5.1) 和 (5.13), 可以推得 (5.12). 2

对 ϕ ∈ Vh(γij), 设 γ(ϕ) 表示定义在 γij 上的函数 ϕ 的平均值.

引理 5.8 设 γij ⊂ Γs 和 ϕ ∈ Vh(γij). 假设对某些点 p ∈ γij , 成立 ϕ(p) = 0. 则

‖ϕ‖20,∞,γij
6 C ln(d/h)|ϕ|21

2 ,γij
. (5.14)

证明 利用三角不等式得

‖ϕ‖20,∞,γij
6 2(‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij

+ |γ(ϕ)|2)
= 2(‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij

+ |ϕ(p)− γ(ϕ)|2)
6 4‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij

. (5.15)

另一方面, 利用引理 5.1 和 Friedrichs 不等式, 成立以下不等式

‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij
6 C ln(d/h)(|ϕ− γ(ϕ)|21

2 ,γij
+ d−2‖ϕ− γ(ϕ)‖20,γij

)

6 C ln(d/h)|ϕ− γ(ϕ)|21
2 ,γij

= C ln(d/h)|ϕ|21
2 ,γij

, (5.16)

联立 (5.15) 得 (5.14). 2

引理 5.9 设 ϕ ∈ Vh(γij). 则我们有 (1)

|ϕv|21
2 ,γij

6 C ln(d/h)|ϕ|21
2 ,γij

, (5.17)

和 (2)

‖ϕe‖20,∞,γij
6 C ln(d/h)|ϕ|21

2 ,γij
. (5.18)

证明 (1) 设 v1 和 v2 表示 γij 的端点. 利用等价的离散范数知,

|ϕv|21
2 ,γij

6 C|ϕ(v1)− ϕ(v2)|2. (5.19)

取 ϕ̂ = ϕ− ϕ(v2). 显然 ϕ̂(v2) = 0. 因而, 由 (5.14) 知

|ϕ(v1)− ϕ(v2)|2 6 ‖ϕ̂‖20,∞,γij
6 C ln(d/h)|ϕ̂|21

2 ,γij
= C ln(d/h)|ϕ|21

2 ,γij
, (5.20)

联立 (5.19) 便得到所证结论.

(2) 因为 ϕe(v1) = 0, 利用 (5.15) 得

‖ϕe‖20,∞,γij
6 4‖ϕe − γ(ϕe)‖20,∞,γij

6 4(‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij
+ ‖ϕv − γ(ϕv)‖20,∞,γij

)

6 4(‖ϕ− γ(ϕ)‖20,∞,γij
+ ‖ϕ(v1)− ϕ(v2)‖20,∞,γij

). (5.21)

其中, 我们利用了 ϕv 是定义在 γij 上的线性函数.

利用 (5.21), 结合 (5.16) 和 (5.20), 我们可以推导出 (5.18). 2

引理 5.10 以下不等式成立,

Bs(ϕ,ϕ) 6 C(1 + ln2(d/h))‖ϕ‖21
2 ,Γ, ∀ϕ ∈ Ṽh(Γs). (5.22)
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证明 因为当 d → 0+ 时,初始节点数 ns → +∞ ,所以此不等式不能由已知的结论直接推得. 显

然

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

' ‖ϕe‖2
H

1
2
00(γij)

. (5.23)

因而, 利用 (5.2) 知

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

6 C(|ϕe|21
2 ,γij

+ ln(d/h)‖ϕe‖20,∞,γij
)

6 C(|ϕ|21
2 ,γij

+ |ϕv|21
2 ,γij

+ ln(d/h)‖ϕe‖20,∞,γij
).

又由 (5.15) 和 (5.18) 可以得到
∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij 6 C ln2(d/h)

∑

γij⊂Γs

|ϕ|21
2 ,γij

6 C ln2(d/h)|ϕ|21
2 ,Γs

6 C ln2(d/h)‖ϕ‖2
H

1
2
00(Γs)

. (5.24)

另一方面, 根据等价的离散范数和三角不等式知,

ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vi)− ϕv(vj))2

(j − i)2
+

ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕ2

v(vi)

' |ϕv|21
2 ,Γs

+
∫

Γs

(ϕv(x))2

dist(x, ∂Γs)
ds(x)

' ‖ϕv‖2
H

1
2
00(Γs)

6 C
(
‖ϕ‖2

H
1
2
00(Γs)

+ ‖ϕe‖2
H

1
2
00(Γs)

)
. (5.25)

可以直接证明

‖ϕe‖2
H

1
2
00(Γs)

6
∑

γij⊂Γs

‖ϕe‖2
H

1
2
00(γij)

. (5.26)

因而, 不等式 (5.25) 导出 (注意 (5.23))

ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vi)− ϕv(vj))2

(j − i)2
+

ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕ2

v(vi)

6 C

(
‖ϕ‖2

H
1
2
00(Γs)

+
∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

)
.

所以, 根据 (5.24) 可以推得

ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vi)− ϕv(vj))2

(j − i)2
+

ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕ2

v(vi)

6 C(1 + ln2(d/h))‖ϕ‖2
H

1
2
00(Γs)

,

联立 (5.24), 便得所证结论. 2

引理 5.11 对于任意的 ϕ ∈ Ṽh(Γs), 成立以下不等式,

‖ϕ‖21
2 ,Γ 6 CBs(ϕ,ϕ). (5.27)

证明 注意到 ϕ|Γt = 0, 利用 Friedrichs 不等式和三角不等式知,

‖ϕ‖21
2 ,Γ 6 C|ϕ|21

2 ,Γ ' ‖ϕ‖2
H

1
2
00(Γs)

6 C(‖ϕv‖2
H

1
2
00(Γs)

+ ‖ϕe‖2
H

1
2
00(Γs)

),
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结合 (5.25), (5.26) 和 (5.23), 便得 (5.27). 2

以下结论是从 u|Γ 中分离变量 ϕ 的基础.

引理 5.12 对于任意的 u ∈ Vh(Ω) 和 ϕ ∈ Ṽh(Γ), 成立以下不等式,

‖uH‖21
2 ,Γ + ‖ϕ‖21

2 ,Γ 6 C(|uH |21,Ω + 〈Sh(u|Γ + ϕ), u|Γ + ϕ〉), (5.28)

其中 uH ∈ Vh(Ω) 是 u|Γ 的离散调和延拓.

证明 显然

|uH |21,Ω ' |u|21
2 ,Γ.

利用 (5.4), 能够证明

‖uH‖21
2 ,Γ + ‖ϕ‖21

2 ,Γ 6 C(|uH |21
2 ,Γ + ‖u|Γ + ϕ‖21

2 ,Γ). (5.29)

因为 ϕ|Γt
= 0, 根据 Friedrichs 不等式知

‖ϕ‖20,Γ 6 C|ϕ|21
2 ,Γ.

因而,

‖ϕ‖21
2 ,Γ 6 C|ϕ|21

2 ,Γ 6 C(|u|Γ + ϕ|21
2 ,Γ + |u|21

2 ,Γ) 6 C(|uH |21
2 ,Γ + ‖u|Γ + ϕ‖21

2 ,Γ). (5.30)

而且,

‖uH‖21
2 ,Γ 6 2(‖uH |Γ + ϕ‖21

2 ,Γ + ‖ϕ‖21
2 ,Γ) 6 C(‖u|Γ + ϕ‖21

2 ,Γ + |uH |21
2 ,Γ),

联立 (5.30), 得 (5.29). 2

引理 5.13 存在不依赖于 h 的常数 c 和 C, 使得

cd−1‖ϕe‖20,Γs
6

∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

6 C(1 + ln2(d/h))h−1‖ϕ‖20,Γs
, ∀ϕ ∈ Ṽh(Γs). (5.31)

证明 对于任意的 ϕ ∈ Ṽh(Γs), 利用引理 5.10 和逆估计知

∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

6 Bs(ϕ,ϕ) 6 C(1 + ln2(d/h))‖ϕ‖21
2 ,Γ 6 Ch−1(1 + ln2(d/h))‖ϕ‖20,Γ.

因而, 我们只需证明 ∑

γij⊂Γs

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

> Cd−1‖ϕ‖20,Γ, ϕ ∈ Ṽ (Γs). (5.32)

对于 γij ⊂ Γs 和 ϕ ∈ Ṽh(Γs), 设 ϕ̃e ∈ Vh(Γ) 表示 ϕe|γij
的零延拓. 利用 (5.23) 和 Friedrichs 不等式得

〈Λ
1
2
0 ϕe, ϕe〉γij

' |ϕ̃e|21
2 ,Γ > Cd−1‖ϕ̃e‖20,Γ = Cd−1‖ϕe‖20,γij

,

从而得证 (5.32). 2

引理 5.14 存在不依赖于 h 的常数 c 和 C, 使得

c‖ϕv‖20,Γs
6

ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vi)− ϕv(vj))2

(j − i)2
+

ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕ2

v(vi)

1221



胡齐芽等: 一类耦合的有限元 - 边界元变分不等式的预条件子

6 Ch−1‖ϕ‖20,Γs
, ∀ϕ ∈ Ṽh(Γs). (5.33)

证明 由于 ϕv|Γt
= 0, 利用 Friedrichs 不等式和 (5.25) 知

‖ϕv‖20,Γs
6 C|ϕv|21

2 ,Γ ' ‖ϕv‖2
H

1
2
00(Γs)

'
ns−1∑

i=1

ns−1∑

j=i+1

(ϕv(vi)− ϕv(vj))2

(j − i)2
+

ns−1∑

i=1

(
1
i

+
1

ns − i

)
ϕ2

v(vi). (5.34)

另一方面, 利用逆估计和离散范数, 得

|ϕv|21
2 ,Γ 6 Cd−1‖ϕv‖20,Γ 6 Cd−1(d/h)‖ϕ‖20,Γ = Ch−1‖ϕ‖20,Γs

,

联立 (5.34), 得证。 2

5.3 主要结果的证明

现在我们证明定理 4.1 和 4.2。

定理 4.1 的证明 我们首先指出对于任意的 w ∈ Vh(Ω), wp 和 wH 关于内积 (∇·,∇·) 是正交的.

因而, 成立以下等式,

A(ξ; ξ) = |up|21,Ω +
L∑

k=1

|uH |21,ωk
+ 〈Sh(uH |Γ0 + ϕ), uH |Γ0 + ϕ〉, ∀ ξ = (u, ϕ) ∈ Eh.

而且利用 (5.28), (5.10) 和 (5.5) 得

A(ξ; ξ) > |up|21,Ω +
L∑

k=1

|uH |21,ωk
+ ‖uH |Γ‖21

2 ,Γ + ‖ϕ‖21
2 ,Γ, ∀ ξ = (u, ϕ) ∈ Eh (5.35)

和

A(ξ; ξ) 6 |up|21,Ω +
L∑

k=1

|uH |21,ωk
+ 2(〈Sh(uH |Γ0), uH |Γ0〉+ 〈Shϕ,ϕ〉)

6 |up|21,Ω + C
L∑

k=1

|uH |21,ωk
+ C(‖uH‖20,Γ + ‖ϕ‖21

2 ,Γ), ∀ ξ = (u, ϕ) ∈ Eh. (5.36)

根据 (5.11) 有

d
∑

vi∈Nd(Γ)

(uv(vi))2 ' ‖uv|Γ‖20,Γ 6 Cd ln(d/h)‖uH |Γ‖21
2 ,Γ 6 C(1 + ln2(d/h))‖uH |Γ‖21

2 ,Γ,

联立 (5.3), (5.22) 和 (5.35) 得

A(ξ; ξ) > C(1 + ln2(d/h))−1B(ξ; ξ), ∀ ξ ∈ Eh. (5.37)

另一方面, 显然有 (参见 [22])

|ue|21,ωk
6 C

∑

γij⊂∂ωk

〈Λ
1
2
0 ue, ue〉γij (5.38)
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和

|uv|21,ωk
'

∑

γij⊂∂ωk

(uv(vi)− uv(vj))2.

因而 (注意到 uH = ue + uv)

|uH |21,ωk
6 2(|ue|21,ωk

+ |uv|21,ωk
) 6 C

∑

γij⊂∂ωk

[〈Λ
1
2
0 ue, ue〉γij

+ (uv(vi)− uv(vj))2]. (5.39)

由于 ue(vi) = 0, 利用等价离散范数, 得

‖ue‖20,Γ0
6 C|ue|21

2 ,Γ0
,

所以

‖uH‖20,Γ0
6 2(‖uv‖20,Γ0

+ ‖ue‖20,Γ0
) 6 C

[
d

∑

vi∈Nd(Γ)

u2
v(vi) + |ue|21

2 ,Γ

]
.

而且利用 (5.10) 和迹定理有

〈Sh(uH |Γ), uH |Γ〉 6 C

[
|uH |21,Ω + d

∑

vi∈Nd(Γ0)

(uv(vi))2 + |ue|21,Ω

]
.

联立 (5.36), (5.27) 和 (5.39), 推出

A(ξ; ξ) 6 CB(ξ; ξ), ∀ ξ ∈ Eh. (5.40)

利用 (5.16), (5.37) 和 (5.40), 得到 (4.4). 2

定理 4.2 的证明 注意到 ϕ = ϕe + ϕv, 利用三角不等式有

‖ϕ‖20,Γs
6 2(‖ϕe‖20,Γs

+ ‖ϕv‖20,Γs
).

因而, (4.5) 是 (5.31) 和 (5.33) 的直接推论. 2
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