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摘 要
: L aP la c e 变换与 B 样条在社会生 活的各个领域都有着广泛的应 用

,

考虑将二

者联系起来
,

运用 B 样条方法求解 l
碑

aP la c e 积分
。

对 LaP la c e 积分具有导数不连续点

的像 原 函数
,

运 用重 节点 B 样条进行 拟合
,

再 引入 差商
,

以 两 个不 同 出发点 导 出

L a p la c e 积分的 算法
。

并在均匀 网格分 划下
,

给 出一 系列解析公式
,

然后 用 算例编 程

计算
,

实例 表明简单
、

快速而且便于计算机 实现
。
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拉普拉斯变换 日益为大家所熟知
。

在数学上是一种重要的渐进分析方法和 一种有效的求

解常微分方程的方法
。

作为必不 可少的数学工具
,

在数学及其它 自然科学和各种技术领域中有

着广泛的应用 和研究
。

由于 它 自身重要的物理意义
,

拉普拉斯变换成为电子和机械领域中所不

可缺少的分析方法
。

而且
,

它提供 了一种深人理解问题实质的方法
,

力学中的平动与转动微分

方程
、

电路方程等都可因之而得到更好的理解
。

但是
,

在拉普拉斯域内处理问题
,

往往出现超越

函数所描述的数学模型
。

虽然长期以来发展了不少方法来处理这些问题
,

但是仍然运算复杂
,

有的不适于使用计算机
。

与此同时
,

随着计算几何学科理论的发展和工程应用的深人
,

N U R B S

曲线
,

亦即非均匀有理 B 样条曲线的重要性 日益为人们所认识
。

国际标准化组织 (l 5 0 )于 1 9 9 1

年公布的工业产品几何定义的 S T E P 标准中
,

N U R B S 被定义为唯一的数学方法川
。

N U R B S

方法在计算机辅助几何设计的十大前沿研究课题 中
,

也位居前列川
。

下文将拉普拉斯变换与 B

样条结合
,

力求得出一种较为通用
、

较为 一般化的方法
,

特别是配合计算机的使用
,

以便于解决

许多看起来很复杂的问题
。

1 基本概念

设节点矢量为 T 一 {t
。 ,
t , ,

⋯
,
t
”十 *

}
,

衣毛红一 J 一。
,

1
,

⋯
, n + k 一 1

。

k 阶 B 样条函数用递推式

表示为川

B
,
1
(t )

一

J
‘

,
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, 、 1

,
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矛
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, 之一 1 、‘ j l 沪

_
矛

~ 卜 泛一 1 \ ‘ / ,

气十k ‘ t + 1 ‘i+ 介一 1 气

规定
号
一 。

。

一条 k 阶 (k 一 l) 次 B 样条曲线是一种分段多项式曲线
,

表示为

r (, ) 一 艺p
, B ,

,
*
(, )

。

式中
,

尸
,

为控制点
,

B ,
,
*
(t) 是归一化的 B 样条基函数

。

其节点矢量为

T ~ {t
。 ,

t, ,

⋯
,
t

, +

小
t ,

成 t , + , ,

j 一 。
,

1
,

⋯
, n + k 一 1

。

设今
。时函数 f(t

)有定义
,

且有广义积分
厂

一

f(t
)一stdt

, 万 为复参变量
。

在 ‘ 的某一复数

域内收敛
,

则该广义积分称为 f (t) 的 L a p la c e 变换 (简称拉 氏变换 )[
4
一
5〕

。

记为 F (, )
,

其中 F (: )

称为 f (t )的像函数
,

又称频域函数或复频函数
, : 常称为复频率 ; f (t) 称为 F (: )的像原函数

。

为计算广义积分
盯

一 , (t) dt
,

通常的做法是取任意小的正数 一并选取递增序列‘划
,

计算

广
, (, )d‘的值 (一

1
,

2
,

⋯ )
,

直到 !

广
+ ’

, (: )d卜 {)
f (, )d , }< 一 则用

广
f (, )d : 作为

{』
一f (: )d ‘

的近似值
。

实践 中
,

一般取{b
,

一 2
”

}或 {b
,

一久n}
, n 一 1

,

2
,

⋯ ; 久为任意正常数
。

若存在间断点或不连续点
,

传统的做法是 由积分可加性
,

进行分段积分
,

将这些点作为端

点用重节点处理
,

因而只需考虑
艾

, (, )dt 的形式
。

2 理论基础

运用重节点 B 样条
,

对于 L aP lac e 积分的像原函数或像原函数的某 阶导数具有不连续点

的情况下
,

得出一个计算 L aP la ce 积分的算法
。

定理困 设 : (“

卜芡
, (工 )一dx

,

分划 。
: ·

令
1

令
2

分
二

令一令一
。

,

则有

F (u ) 一 名
a , L ,

,
*
(u )

。

其 中
,

L
,

,
*
(· , 一 (一 1 )

*

竺亏
盔

业气社 [ x
, ,
x j+

, ,

⋯
,
x , 十 *

〕
e 一“’ ,

hj + ‘一 x j+
、
一 x , ,

] 一 1
,

2
,

⋯
,

N 一

k
,

i一 1 , 2
,

⋯
,

k , a ,

是 f (x )用重节点 B 样条表示的系数
。

用 k 阶 B 样条表示 了(x )
,

记 f (x ) 一 艺
a ,
B

,
,
*
(x )

,

少~ 1

积分法便可得到定理证明
。

代人积分式
,

运用数学归纳法和分部

定理结论还可表示为 F (u ) 一 习
a ,

L
, ,
(u )

。

其中
,

L ,
,
*
(u )一 (一 1 )

‘ (k 一 1 ) !
u k

人, + *

〔o
,

人, + , ,

⋯
,

hj + *

」
e 一 “‘ 。

定理中以划分节点值来计算差商
,

变化后则以划分节点间的累加长度为出发点计算差商
。

因为在均匀分划情况下
,

由归纳法可证明差分与差商的关系式为

〔x
, ,
x Z ,

⋯
,
x 走 ,

二, + 1

] f -
△虎

f (x
、
)

h * ·

k !
”

其中
,

△f (x
、
) = f (x

i+ 1
)一f (x

、
)

,

△掩

f (x
,

) ~ △
乏一 ‘

f (x
i + :

)一△
k一 ’

f (x
‘
)

。

于是 由定理
,

得出推论 1
。
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推论 1 设 : (· ) 一

{:
、(工 )一

d工
,

内节点均匀分划 “
:

一
< ! 1

< X Z

< ⋯ < X
一 < X

一

b
,

则有

F (u ) 一 名
a声

,
,

*
(u )

。

其中
,

L
, ,
*
(u )一 (一 1 )

‘ (k 一 l) !
u h

△k e

h
、、 ;

几
-

一

九“ . 左 1

,

气、 一了 , + ,

一 x , ,

h 一 x ,
一

十 ,
一 x , ,

j = 1
,

2
,

⋯
,

N 一 k
,

i一

,

2
,

⋯
,

k
, a ,

是用 B 样条表示的系数
。

设
、

f( x )只在端点处不连续
,

取端点重数为 k
,

在均匀网格分划下有下面的表达式和 关系

式
。

当 J一 k
,

k + 1
,

⋯
,

N 十 1一 2k 时
,

为没有重节点的情形
。

由归纳法得
,

Lj
,
*
(u) ~ (一 l户

·

h
·

e 一 ““

一 1
、 , ,

气

—
,

一

1 , 子
_

矛

U h
(u )

。

对应于 以节点间 的累加长度为出发点计算
,

几
,
*

(u )一 (一 1)
‘ ·

h

(旦 斗)
‘

u h

于 是
,

下 面将两不同出发点的计算式在同一式子 中给 出
,

士号后为属于后一出发点的
,

不

再说明
。

当 J一 1
,

2
,

⋯
,

k 一 1
,

N 一 2 (k 一 1 )
,

⋯
,

N 一 k 时
,

为重节点情形
。

此时有
:

1 )j 一 1 时
,
x l
一 x Z

-
· ·

一
x *

为左 k 重节点
,

去
, *
(。 ) 一 、e

-

一
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,
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-

L Z
,
*
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· ·

一
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,

此时有
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,

一、卜
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-
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一
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,

L 、
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’
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4 )7 = N 一 2 (k一 1 )
,

N 一 2 (k 一 1 )+ 1
,

⋯
,

N 一 k 时分别为右 2 重
、

3 重
、

⋯
、

k 重节点
,

用同

样的方法可得

L户

所以有

推论 2

L
;

.

。
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,
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。

记 又一 一 u h
,

在均匀网格分划下
,

则可 以得到下面的常用的计算 L ,
,
*
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人
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3 应用与算例

由上可知问题的关键在于用重节点 B 样条表示被积函数 f (x )
,

即 f (x ) 、

而这些
,

有成熟的样条逼近理论可 以保证川
。

艺
a ,

B
,

,
,
(x )

。

用 B 样条基时具有 良好的条件数
,

因此有利于进行数值计算
。

经过多个算例计算
,

通过计

算还知道
,

该方法比 Sim p s o n 积分法速度快得多
,

克服 了 G a u s s 一L a g u e r r e 积分
,

G a u s s 一L e g e n -

dre 积分等函数零点难以确定的困难
,

此方法较之其他方法优越之处在于采用了具有 良好条

件数的 B 样条基表示拟合方法
,

而且 B 样条重结点可刻画不光滑像原函数
。

这 里 给 出 两 例
:
“ (“ ) 一

丁J一
f (二 ) d ? (· > 。)

。

其 中
,

、 (X , - 1 一 e 一 x

X

,

F ,
(u ) =

l u 十 1 , ,

In

—
; J Z 又工少 ~

趾

S ln 工 p
, 、

—
, f Z 气“少

工

一 a r e tg 工
。

经计算后得精确图 1a
、

2a 和近似图 1b
、

2b( 由后一出发点编程 )
。

由此可见
,

效果 良好
。
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对一般的函数
,

Lap lac e 积分函数是减函数
,

根据经验可 以推测
,

随 u 的增加
,

计算值与真

实值的误差将会逐步减小
,

实验结果与此推测一致
。
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