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数控中的最小误差法插补原理

袁 超 廷

( 重庆建 筑工程学院基础科学系)

摘

本文提出了使插补误差最小的插补原理
.

这个原理的基本思想是使 刀具在所有

可能的走向中选取最好的一种走向
,

以使下一加工点离所要加工 的曲线最近
.

我们

称这种方法为最小误差法
.

一
、

引 言

在数控中
,

为减小插补误差
,

一个有代表性的思想就是怎样保证刀具
“

按偏差最小的方向

进给
” ,

即找出一种插补方法使刀具每一步都能在所有可能的方向中选取最好的一个 方 向 进

给
,

以使下一加工点离所要加工的曲线最近
.

19 7 8 年本文作者曾根据这一思想完成了一篇文

章 Ll ,
.

随后有好几篇文章
〔2一 7] 按这一思想提出了各自的插补原理

.

但以上文章所提 出的数学

插补公式还不能保证插补偏差最小
,

或应用上不方便
.

本文提出的最小误差法特点是
: 1

.

从理论上找到了插补误差最小的直线插补和圆弧插补

方法 ; 2
.

在实际加工中这种方法插补精度最高 ; 3
.

其思想具有普遍意义
,

原则上可用于解决

其它曲线的最小误差插补方法问题
.

二
、

直 线 插 补

1
.

直线插补的计算公式和进给规则

设所要加工的直线与 x 轴的夹角
a 满足条件 0

。

毛 a
< 4 5 。 ,

直线始点在坐标原点
,

终点

只 的坐标为 ( X
。 , Y

。

)
.

又设刀具在加工过程中某一时刻处在 尸。 点
,

加工点 尸。 点的偏差定义

为 尸 , 点到所要加工的直线的垂直距离 占
,。 .

显然

几 一 尺 。 抓n (氏
。

一 a ) 一 Y
J c
os a 一 X

: S
in a 一

Y
,。

X
。

一 X
, ,

Y
。

R
。

式中 x 二 ,

y 、 为 p 。 点的坐标
,

R
,。

一 丫x 三)千飞飞
,

R
。

一 丫x 三+ Y己
, 。 。 为 。 尸, 直线与 x 轴

的夹角
.

如图 1 示
.

当 a ,
> 0 时

,

由 汽 的表示式可知 a 二
>

a , 尸 , 在所要加工直线上方 ; 当 九 ~ O 时
,

p m 在直线上 ;当 舀二 < 0 时
,

尸、 点在直线下方
.

本文 1 9 8 6 年 9 月 ” 日收到
, 1 9 8 7 年 2 月 1。 日收到修改稿

.
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刀具下一步可能的走向有三个
:x方向

,

Y 方向和 x 一 y

由于所要加工的直线在正 X 轴 (包括正 X 轴 )与 朽
“

直线之间

的区域 (令它为 h ;

区域 )内
,

故刀具进给的最佳方向只能在 X

方向和 X 一 y 方向间选取
,

而 y 方向肯定是最不好的方向
.

若下一步是走 ( + △X )
,

则新加工点 氏
+ ,

的偏差为
:

同时进给的方向即 45
。

方向
.

但

飞。 ,

a功 + i

~
Y , X

。

一 ( X 、 + l ) Y
。

R
。

:..
心 /

、。
砍 侈

若下一步是走 ( + △ X
,

+ △ Y )
,

则新加工点 氏
十 ,

的偏 。

差为 :

占缸
、 一 ( Y

m
+ l ) X

。

+ ( X , + l ) y
。

R
。

令

f , ~ 占二 十 ,
+ 占众

+ :
~

Z y
, ,

X
。

一 2 ( X 。 十 l ) Y
。

+ X
。

R
。

处在 尸m 点的刀具下一步是走 ( 十△X ) 还是走 朽
。

方向
,

取决于 几 的值
,

这里有三种可

能情况
:

1
.

如果 九
+ ,

) o ,

则 殊
十:

就会更大于 。 ,

故在 P m 点的刀具下一步应走 ( + △ X ) 才会使

新加工点更接近所要加工的直线
,

同时必有不等式 探 > 0
.

2
.

如果 :sn
+ ,

< 0
,

则 a m + ,

就会更小于 。
,

处在 mP 点的刀具下一步则 应 走 (十△ x
,

十

△ Y )
,

同时必有 瓜 < 0
.

3
.

如果 礼
+ ,

< o ,

呱
+ ,

) o
,

应计算 几 的值
.

当计算结果 了, > o
,

刀具下一步显然 应

走 ( 十△X ) ; 当计算结果 mj < o
,

刀具下一步则应走 ( 十△x ,

十△ Y ) ; 如果 瓜 ~ 0 ,

则规定

刀具下一步走 ( + △ X )
.

至于 甄
* :

) 0 , 舀缸
:

< o 这种情况是不可能的
.

综上可得出进给规则
: 若 mt ) 0

,

刀具走 ( 十△ X ) ; 若 fm < o ,

刀具走 ( 十△ X ,

+ △ Y )
。

因此 几 的符号可作为刀具下一步走向的判据
.

显然下式

F 。 一 ZY 、 万
。

一 2 (尤 ,
+ l ) Y

:

+ X
:

( l )

仍能起上述判别作用
.

( l) 式即为位于区域 乃,

的直线插补判别式
.

现在求 F m 的递推公式
.

按 ( l) 式
,

刀具走 ( 十△X ) 后
,

新加工点 P*
,

的判别式值应

为 :

F 二 + :
~ Z Y

, , :

X
。

一 2 ( X
,。

+ l + l ) Y
。

+ X
。 ,

所以有

F , 十 :
一 F 二 一 ZY。

式中 F , 为判别式在 p 二 点的值
.

当刀具走 ( + △ X ,

+ △ Y ) 后
,

新加工点 氏
+ :

的判别式值应为
:

F 。 + :

一 2 ( Y 。 + l ) X
:

一 2 ( X , 十 l + l ) Y
。

+ X
。 ,
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表 1

. ~州. . 口. . . . ~ ~ ~曰. .

F. )0 厂, < 0

区域 始点 F 值计算公式

新点 F 值计算公式 进给 新点 F 值计算公式

了、
h

1 F o
一 X `

一 Z Y F 。 + l

= F , 一 Z Y。 十 盛X

十 △ Y )
厂 , +

一
石 m + 2大 , 一 Z Y

ō一==fu
、

、
h

2 F 。
二 Y 。

一 2尤 F m + 一
= F 加 一 ZX , 了十 ▲ X

\ 十 么 y
厂成+ l

)一)为
3 F o

一 y e 一 ZX e ( 十 盗 y ) F 功+ z
~ F 二 一 Z X 。 了

一 么荃
\ 十 “么 )

尸, + ,

一 ZX e

一 ZX 。

+ ZY ,

十 ZY ,

儿
;

尸
。
~ X ,

一 2、 (
一
盗 X ) F 。 斗 ,

~ F 。 一 Z y , 了一 △ X

\ 十 盛 Y

F二 + 1

一 厂m + ZX e 一 Z Y

2yǔ少方
, 万。

一 X 。
一 Zy ,

( 一 么尤 ) F . + z
一 厂二 一 Z y e 了一 么 X

\ 一 么 Y ) F。 、 l

~ F , + 2大 e

F o
二 Y。

一 ZX e

( 一 △ y ) F。 +

一
F二 一 2尤

一 △兰、
一 Z、 y /

厂, + 一

二 F 功 ZX ,
十

F二+ 一

二 F 。 一 Z X ` 厂。 ` i

, F加 一 ZX。
+ ZY

XY一Xy△盛一查盛十一
一十一了̀̀、、

才

厂呢、
凡 F o

二 y 。
一 ZX ( 一 △ Y )

八
, F o “ X

。
一 Zy 。

( + △ X ) F . + l

一 F , 一 Z Y。 F 加+ 一 “ F 二 + ZX ,
一 Z y ,

表 2

进进给步数数 判别式值值 进给给 新点判别式值的计算算 终点判断断

lllll F
o
~ 2 > 000 ( + △ y ))) F ,

~ F o
一 2 丫 3 二 一 444 公 ,

一 名 。
一 1 二 1 000

22222 F ,

= 一 4 < OOO r十 △ X 、、 }}} 名 2

一 名 : 一 2 = 888

\\\\\\\ 十么 丫 /// F z

~ F l
一 2 火 3 + 2 又 8 = 66666

弓弓弓 F :
一 6 > OOO ( + △ Y ))) 几 二 F

:
一 2 火 3 ~ 000 乙 ,

一 名 ,
一 1 一 777

44444 F 3

二 000 ( + 会 y ))) F `

~ F 3 一 z 又 3 二 一 666 名一

~ 名 3 一 1 二 666

55555 F -

- 一 6 < OOO

(丰彭 )))
厂,

~ 石 ;
一 2 火 3 + 2 丫 g 一 布布 艺 ,

~ X 4
一 2 二 444

66666 F ,

二 呼> 000 ( + △ y ))) F 6

一 F ,

一 2 又 3 二 一 222 名。
一 Z ,

一 1 一 333

77777 F 6

= 一 2 < 000

(丰彭 ))) 杭 二 凡 一 2 丫 3 十 2 火 8 一 888 名 ,

一 名 6
一 2 ~ 111

FFF ,

一 8 > 000 ( 十 盛 y ))))) 石 。
一 名 7 一 l 一 OOO

、 ,
口、 .了,J连

.了̀、了.、

所以有

F , + :
= F

,。

+ ZX
。

一 Z Y
。 -

按 ( l) 式
,

直线始点判别式的值应为
:

F o

~ X
`

一 Z Y
` .
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J比宜下 PP

氏氏 /几

Y

.....

1

…
e se l sl

eee wee

…声
/一

七 _
之

6` , O

B D

P
`

}树
几

滩 C

( 2 )一 (勺 式即为区域 h l

内的直线插补计算公式
.

以 乃2

代表区域 (朽
“

毛 a 成 9 0 “

)
, h ,

代表区域 ( 9 0
。

< 。 蕊 1 3 5 “

)
,

h
.

代表区域 ( 1 3 5
。

<

a 镇 18 0 。

)
,

h ,

代表区域 ( 1 5 0
0

< 。 < 2 2 5 “

)
, h`代表区域 ( 2 2 5

“

成 a < 2 7 0 0

)
,

h ,

代表区

域 ( 2 70
“

镇 a 毛 3 1 5。

) 和以 人。

代表区域 ( 3 1 5
。
< a < 3 6 0 。

) 时
,

用同样的方法可算出这

些区域内的直线插补计算公式
.

在终点坐标取绝对值的情况下
,

最终可得表 1 所示的各区域

内判别式值的计算公式和进给规则
.

图 2 中 ( 。 ) 和 ( b) 分别为逐点比较法和最小误差法直线插补时的实际加工线
.

下面举一个直线插补例子
.

设需要加工一直线
,

其终点坐标为 ( 3
,

8)
.

显然此直线在

h Z

内
,

按 hZ 内计算公式 F 。
~ 8 一 6 ~ 2 ,

计数长度 艺。
~ 3 + 8 ~ 1 1

,

插补计算过程列成

表 2
,

刀具轨迹见图 2 ( b)
.

2
.

直线插补误差最小的证明

设所要插补的直线 0 已 在 h ,

内
.

如图 3所示
,

可作平行于 Y 轴的线间距为 1 (一个脉冲

当量 )的直线列
.

很显然
,

当刀具可走 45
“

方向时
,

刀具只应当在 (十△X ) 和 ( 十△ X
,

十△ Y )

之间选择
,

而不应当选择进给 ( 十△ Y )
,

否则只能增加插补误差
.

所以如果某一插补方法包含

了 ( + △ Y ) 的走向
,

那么它的误差一定很大
,

这种插补法在插补精度上自不能和最小误差法

比
.

这样
,

不管采用什么插补方法
,

只要这种方法允许走 ( 十△X ,

十△ Y )
,

实际刀具轨迹 中

每步的端点都一定在这些平行线中某一根线上 占据坐标为整数的一个点
,

每一步的端点都处

在不同的线上
,

凡 点所在的线以前的每根线上一定有一个而且只有一个端点
.

不同的插补方

法就是以不同的组和方式在每根线上选取一个点
,

由这些点连成的折线就是该插补方法的实

际刀具轨迹
.

这样
,

只需证明最小误差法的刀具轨迹上每步的端点是所在线上所有可能点中最靠近所

要插补的直线的点
,

误差最小这一结论就全部得证了
.

上面的叙述说明了每根线上都有一个

最接近直线的点
,

称之为最近点
.

证明的方法采用数学归纳法
.

要证明的命题是
: 如果插补过程 中

,

刀具所处的 尸。 点是听

在线 A B (见图 3 ) 上所有可能点中最接近所要插补的直线 0 已 的点
,

即最近点
,

那么按最小误

差法刀具所作的下一步进给所到达的点也是最近点
.

为证明方便
,

将 尸m 点的偏差 占二 扩大 R
。

倍
,

并仍以 a , 表示
,

这时 九 一 Y m x
。

一 x m y
。

的
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叫十、次

次
子
)

ǎ卜心|)
尹沪~ 、 、 产

一
卜闷|次闷+

ǎ次心+à
卜心+火心+

ǎ卜心+à(次刁|à尸、
洲夕 .助、

卜心+袱d、|卜心|次d
,

|

一
产

、 勺 , 洲

一 一

ǎ沐月+)

一+一
。卜一闪|

一
。火一“
。
叮十一

。沐一一
。长一闪“

工十一
。卜一

一
。
次一N|“

才 亡

一+一
。卜一N+一

。火一!。
。。ó一十一

夕卜一21

一
。袱一“
。。叫

一+一
。卜一|一

。
火一N”

ǔ吕叹工+一
。卜一+

一
。次一闪|11
。o吸

一+一
。卜úN十一

ǎù
\一|。
。。味一十一

。卜一21

一
。次一”
。
才

才 芍 芍 矽 万 省

国爱
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这一形式在符号上和前种形式等效
.

注B 线上与只
。

点紧近邻的刀具可能占据的两点是 p
。

和 氏
,

其偏差分别为
:

民 ~ ( Y 。 + 1 ) X
。

一 X , Y
。

和

凡 一 ( y 。 一 1 ) X
。

一 X o y
o .

由于 P , 点最接近 O凡 直线
,

无论 尸、 点在线上方或线下方
,

都应有

舀二 + 占
口

一 ( Zy 。 + l ) X
。

一 ZX 、 、
尸 ,

> 0 ( 5 )

和

占。 + 占, 一 ( Z Y , 一 1 )X
,

一 ZX o y
。

< 0
.

( 6 )

按最小误差法 P , 点判别式值应为
:

F ,
~ Z Y , X

。

一 2 ( X , + l ) y
。

+ X
o .

当 F 。 ) O 时
,

按最小误差法进给规则
,

处在 尸, 点的刀具应走 ( + △ X ) 到 P J

点
.

下面

证明 尸` 点是下一直线 c D 上最靠近 o p
。

直线的点
.

首先把点 p J

和 C D 上 凡 上方的各点作比较
.

尸 J

点的偏差为 :

礼 ~ Y o X
。

一 ( X , 十 l ) Y
。 ,

tP 点的偏差为
:

凡 = ( Y , + l ) X
。

一 ( X 斑 + 1 ) Y
。 ,

人 + 戈 一 ( Z Y二 + l ) X
。

一 2 ( X m + l ) y
。

~ F ,
.

按假设 F 二 ) O ,

所以 ` + 占
。

) O ,

说明直线 C D 上 cP 点距 O P
。

比 P J 点距 O凡 远
,

位 于

cP 点上方的 C D 上各点距 O凡 就更远了
.

再把点 尸J

和 C D 上 尸J

下方的各点作比较
.

尸 , 点的偏差为
:

母j 一 ( y 。 一 1 ) X
。

一 ( X 。 + 1 ) Y
。 ,

占、
十 占, 一 ( Z y

,。

一 l ) X
巴

一 2 ( X
。
+ 一) Y

,

一 戈
,

十 凡 一 ZY
。

< 0
.

(按 ( 6) 式 )

所以 尸J

点比 尸 , 点更接近 0凡 直线
.

至于 马点以下的 c D 上的点距 0 尸
,

直线就更远了
.

以
_

1二证明了处在 尸
,

点的刀具按最小误差法当 F , ) o 而走到 凡 点时
,

尸J 点是 C D 上的

最近点
.

当 F 。
< 0 时

,

按最小误差法处在 尸
, ,

点的刀具应走

( 十△ x ,

+ △ Y ) 到 尸
`

点
.

仿上述方法
,

利用 ( 5) 式
,

同样

可证明这时 cP 点是 C D 线上的最近点
.

这样
,

前述命题得证
.

由于刀具最初是处在 O P
。

直线的起点即坐标原点上
,

这

点自然是最近点
,

从而按最小误差法而得到的加工轨迹的每

步的端点都是最近点
.

因此该轨迹的最大偏差在所有可能的

加工轨迹中是最小的
,

各端点偏蓬的平方和是最小的
,

各端点

偏差绝对值的和也是最小的
.
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三
、

圆 弧 插 补

1
.

圆弧插补的计算公式和进给规则

如图 斗所示
,

设要对 人:

区域内圆心在原点半径为 R 的圆弧进行逆圆加工
.

加工过程中某

时刻刀具处在 氏 点
,

其坐标为 ( X
, , Y户

.

令 氏 , 一丫牙{不不万一 R 为加工点 只 , 的偏差
.

显然 当 民 , 一 。 时
,

氏 点圆上 ; 当

气 > 0 时 氏 点在圆外 ;当 气 < o 时
,

氏 点在圆内
.

显然
,

由于圆弧在 h ,

区域内
,

最佳的进给方向只能在 ( 十△ Y ) 和 (一△X ,

十△ Y ) 之间

选择
.

若下一步是走 (十△ Y )
,

则 只灯
、 i , 点的偏差为

:

。 , ( ,+ :

) 一 了x圣+ ( Y , + l )
,

一 R
.

若下一步是走 ( 一△ X ,

十△ Y )
,

则 (P, +1 i)( + 1》 点的偏差为
:

。` , + : 》 ` ,十 : ,

一 了( 尤
,

一 1 )
,
+ ( Y , + 1 )

,

一 尺
.

令

了, s ~ 占, ( , + : )
+ 占( , + : ) ( ,+ , , 一 [ X : + ( Y i + l )

,

]“
,

+ [ ( X
,

一 1 )
,
+ ( y s + l )

,

1功 一 2尺 ,

处于 氏 点的刀具下一步是走 ( + △ Y ) 还是 (一△ X ,

十△ y )
,

取决于 坛的值
.

这里 也

有三种情况
:

( l ) 如果 占, ( i+ : ) < o , a ( , + , ) ( j+ : ,
会更小于 o ,

故在 p 、 , 点的刀具下一步应走 ( + △ y ) 才

会使下一加工点更接近圆弧
,

同时必然有不等式 j,i < 0
.

( 2 ) 如果 占 (, + : ) ( s+ : ) ) 0
,
占

; ( , 十 , )
会更大于 0 ,

故刀具下一步应走 (一△ X ,

+ △ Y )
,

同时

必有不等式 ijt > 0
.

( 3 ) 如果 占, ( , * ; ) ) o , 占̀ , + 1》 ( , + 1 )
< 0 ,

则应计算 f , ,的值
.

当计算结果 f
;
, < o 时

,

处在

只
,

点的刀具下一步显然应走 ( + △ Y )
.

当计算结果 f,i > O 时
,

处在 氏 点的刀具应走

〔一△ X
,

十△ Y )
.

当计算结果是 j,i ~ o 时
,

则规定刀具下一步走 ( 一△ X
,

十△ y )
.

至于 占, ( , + , 》
< o

, “ ( , + , ) ( , + 1 ,
> o 这一 #tJ 况是不可能的

.

综上可得出进给规则
: 若 六

,

) o ,

刀具走 (一 △X ,

十△ Y ) ; 若 坛 < 0
,

走 ( 十△ y )
.

因此 ij
,

的符号可作为处在 iP
,

点的刀具下一步最佳走向的判据
.

为简便运算
,

不宜直接采用 几 作判别式
.

下面将找出与之等效的实际上采 用的判别式
.

显然不等式 坛 ) 0 等效于

斌x , + ( Y , + l )
,
+ 丫( x

,

一 l )
,
+ ( y , + l )

,

) 2尺
.

把上面不等式有理化后得

f:
,

一 S R ,

( ZX : 一 ZX ,
+ ZY { + 4 y s + 3 一 Z R ,

) 一 ( ZX
;

一 1 )
,

) 0
.

因为 S R ,

> ( ZX
、
一 l )

,

> o
,

而 ZX : 一 ZX
;

+ ZY { + 4 Y ,

+ 3 一 2 R 2 ,

取数字量 o
,

土 1 ,

士 2
,

…
,

所以当式

A 1 5

时
,

f: s > o ; 而 当 汪 , s < -

进一步不难知
,

当 F ` i

ZX : 一 ZX 、 + Z Y { + 4 Y , + 3 一 ZR ,

) l

时
,

f
、 s < 0

.

~ X : 一 X , + Y I + ZY ,
+ 1 一 R ,

) o 时
,

A ` , 〕 1 ; 当 F , , < 。
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时
, A , z < 1

.

最后 无
,

> 。 和 六, < 0 这两个不等式分别等效于不等式

F
;
, ~ X : + y } 一 X `

+ ZY , + 1一 R ,

) O

和

F , , 一 X ) + Y { 一 X
:

十 ZY ,
+ l 一 尺,

< 0
.

因此式

F 、 s = X : + y { 一 X , + ZY 、 + 1 一 尺 ,

( 7 )

的符号可作为 iP j 点刀具下一步最佳走向的判别式
.

如果是走 (十△ y )
,

下一加工点 (zP j十 1 ) 的判别式

F , ( z+ , ) ~ X圣+ ( Y i + l )
,

一 X ,
+ 2 ( y i + l ) + 1 一 R , ,

灵口

F , ( s + , ) ~ F , i + ZY s + :
+ 1

.

( 8 )

式中 Y , + ,
~ Y ,

+ l 为下一加工点 P,( +j
1 ) 的 y 坐标

.

如果走 (一△ x
,

十△ Y )
,

同理可得下一加工点 (P , 十 , ) (
+il

) 的判别式值为
:

p ( 、 * L ) ( ,+ : )
= F 、 , 一 ZX 、 + ,

+ ZY ,+ 、
+ 1

.

( 9 )

式中 X ,十 :
~ X ; 一 l 为下一加工点 p ( , + 1 , ( s+ 1 ) 的 X 坐标

.

当始点 ( X
。 , Y 。

) 在圆弧上时
,

由 ( 7) 式知始点 00P 的判别式值的计算公式为
:

F 00
= 一 X 。

+ Zy 。
+ 1

.

( 1 0 )

当始点不在圆弧上时
,

F 00
~ 川 + Y若一 驴 一 X 。

+ Z Y 。
十 1

.

( 10
’

)

( 8) 一 ( 10) 式构成了 人:

区域内逆圆加工判别式值的基本计算公式
.

用同样的方式可得其余区域区内顺逆圆插补的计算公式和进给规则
,

它们被列于表 3 中
.

2
.

过区域时判别式值的变换公式

设刀具原在 h ,

内加工
.

当刀具的下一加工点已处于 入2

内时
,

则再下一点刀具进给方向已

不是在 (十△ Y ) 和 ( 一△ X ,

十△ Y ) 间选择
,

而是在 (一△X
,

十△ Y ) 和 ( 一△ X )间选择
.

但判

别式值仍是按 h : 区域内的计算公式算出的
,

故在这一点上需将这个值变换成按 h : 区域内的判

别式值计算公式算出的值
,

才能确保刀具再走下一步时正确地在 进 给 (一△ X ) 和 (一△ X
,

十△ Y ) 间选择
.

以后的计算过程当然按 人,

区域内逆圆插补公式进行
.

刀具由 h ,

进入 乃: 的方式有两种
,

一是走 ( 十△ Y ) 进人 人2 ,

一是走 (一△ X
,

十△ Y ) 迸
一

人 人2
.

乃、

区域内的判别式如 ( 7) 式所示
,

用得到 ( 7) 式一样的方法可得到 h Z

区域 内的判别式

F , j ~ X吞+ Y { 一 ZX , + Y ,
+ l 一 R ,

.

( 1 1 )

设刀具原处在 人,

区域内氏 点上
.

若下一步是走 (十△ Y ) 进人 为: 区域
,

按 人:

的公式
,

下

一步到达的 只 i( * , ) 点的判别式值应为
:

F * ( ,十、 )
~ X录+ Y{

+ : 一 X , + ZY , + `
+ l 一 尺 ,

.

而按 h : 区域内的公式 ( 1 1 )
,

(tP j十 : 》点的判别式值为
:

F :
( s+ 、 ) 一 X : + Y I

+ ,

一 ZX , + Y i + :
+ 1一 尺 , .

所以有
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F :
(s+, ) 一 F 、 ( s+ : ) 一 X , 一 Y s+ ;

.

( 12 )

若下一步是走 (一△ X
,

十△ Y ) 进人 h Z

区域
,

则下一点 (P, +l i)( +1 ) 的判别式的值 按 人;

的

公式为 :

F ( , + , ) ( , + , ) = X圣
十 :

+ Y {
, ;

一 X ` + :
+ Z Y , 、 :

+ 1 一 尺 , ,

而按 左: 的公式
,

其值应为
:

F ;
; + : ) ( , 十 , ,

一 X :
+ :

+ Y :
+ ;

一 ZX , + :

+ Y s+ :

+ z 一 尺 , ,

所以有

F :
; + 1 )〔, + , ) 一 F ( , + , )。i 、 1 、

一 X ,+ ,

一 Y s+ :
.

( 1 3 )

( 12) 和 ( 1 3 ) 式即为刀具从 人,

进人 h Z

时两种情况下的判别式值变换公式
.

不难知
,

从 h : 、 人:

时
,

刀具只能以走 (一△X ) 的方式进人
,

这时只有一个变换公式

F {
; + ; ) , ~ F (: + : ) , 一 ZY ,

.

(一4 )

考虑顺逆圆加工及各个区域的情况
,

总共可得如下 5 个变换公式
:

F 、 ( l + , 。
~ F , ( j + : ,

一 }X ,
}一 1Y j+ 1

1
,

( 1 5 )

F ;
* + ; 》 , ~ F ( , + ; 》 , 一 IX

, + ;

l 一 ! Y s !
,

( 1 6 )

F {
, + , ) , 一 F (、 、 , ) s 一 2 }Y , }

,

( 1 7 )

F :
( , + ; ,

一 F
, ( i + , ) 一 2 ! X

、

}
,

( 1 5 )

F )
, + : 〕( s+ ` , 一 F ( , + ; ) ( s+ , ) 一 IX

, + :

】一 】Y s+ :

1
.

( 1 9 )

在什么情况下应用什么变换公式见表 4
.

这样
,

在圆弧插补中
,

每走一步不仅要进行新加工点判别式值和坐标值的计算
,

而且要判

断新加工点是否已进人下一区域
.

一旦区域改变
,

就要进行判别式值的变换运算
.

图 弓中 ( a ) 和 ( b) 分别为逐点比较法和最小误差法在圆弧插补中的实际加工线
.

下面举一个圆弧插补例子
.

设需加工一圆弧
,

其始点在 ( 6
, 0 )

,

终点在 ( o
,

6)
.

由于始点在 h ,

内
,

且是逆圆加工
,

故有初始值 0F
。
~ 一 6 + l ~ 一 5

.

计算过程列于表

5 ,

刀具轨迹见图 5 ( b)
.

3
.

圆弧插补误差最小的证明

设所要插补的圆弧 材万 在 h :

内
.

如图 6 所示
,

可作一系列线间距为 1 的平行于 X 轴的直

o (b ) 。 (c)

图 5

线列
.

不难得知
,

不管采用什么样的插补方法 (这些方法应是 x 轴 和 Y 轴可同时进给的 )
,

刀具

轨迹上每步端点都在这些平行线中某一根线上占据坐标为整数的一个点
,

每根线上有一个且

只有一个端点
.
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表

变变换公式式 适 用 情 况况

((( 15 )))人
、
兮人

2, J/
,

峥 h
。 , h ,今 h

, ,
人

;

令 h
333

用用用于走单步过上区域时时

((( 1 6 ))) 五
3

兮人
4 , 乃

,

兮人
s ,
人

。
今人

, ,
入

:

令方
lll

用用用于走单步过上区域时时

((( 1 7 ))) 人:

峥石
3 ,

h
、

今为: ,
乃

7

兮人
。 , h 3

, h
ZZZ

((( 1 8 ))) 人
;

今人
, ,
乃

s

兮儿
」 ,

力
,

峥乃
; , 人,

分人
,,

((( 19 ))) 用于走 怎 一 y 步过 4 弓“ , 13 5 “ , 2 2乡“

和 3 1 , 。

线时时

表

进给步数 判别式值 进给 新点坐标
新点判别式
值的计算 终点判别

F。。
, 一 多 < O ( + △ y )

欠。
= 6

y 、
~ !

F o t

二 厂。 o
+ 2

十 1 - 一 2

过区域判别

否 否

否一合否

一
·

一
·

一
·

十3
F o l

二 一 2 < O (十 △ Y ) 委续
6 F o Z

二 F o l

2 } + 1 -

F o Z
~ 3 > n

f
: 3 ` 0

了一 △兰、 { 从 ~ 巨

竺兰州一兰宜立
-

了一 △尤 、 } X Z
一 “

\十 么 y / } Y ;

一 今

F i ,

~ F o Z 一 工。

--/
一

竺上匕红
{气

;
~

_

几
,
一 8

l 月̀ 吕 刁
.

]
_

,

F 毛
;
一 l 一 4

一 4 ~ 一 /

由于已进入 人
,

区域
,

插补计算和进给判断应换 h
:

区域内的公式和规律

-

一厂 {
; , `

_ 一 、 。

j( : 群 、 { 不艺一队书
4

万
6

,

… 否
{ { 云一

—
{

—
卜兰兰二卜二宜 {

-

{
一

二共二兰二}-

—
{—— }—6 ,

; , ,

二 一 2 < 。
{ `下今荟、 } 任

`

三子 !
卢 ` 6

万
:

仁
3 ,

一 乞
:

} 否 1 } 否

—
卜一— {止二兰兰

一…
一

竺兰一卜二立二 二二{
-

—
卜

—
一
{
-

-

一}
, 一 ~ ,

}
,

_
,

八 } 尤
二

一 1 IF
二 ;

一 I几
`
一 2 1 一 } !

/ } 尸 “ ` 了沪 , U } 几一 。 八 ) ; 、 , } , , / { 钊犷 } } 侧了

一
-

一{

—
{一

-

一
)一 {二兰

-

{
一

卫二 i 一
~

{

—
{

—
卜一{ , 、 八 { , ,

八 { 尤`
~ U }户

、

二 于
。

一 日 { 一
- 学

! {
`二

邑 { 厂 , 6

二
。
户

u } L一
遥盛 A 少 {

、 了 / 一 一
, 一 ! 省 l { 丈全

} }
-

一

{ z ·

~
日

{ 宁
`
一 { ( {

要证明的命题是
: 如果在插补过程中刀具所处的 尸

` ,

点是所在平行直线上的最近点
,

刀匕么

按最小误差法刀具下一步进给所到达的点也是最近点
.

如图 6 所示
,

A B 线上与 只 i 点紧近邻的两点为 p
。

和 氏
,

其偏差分别为
:

a
。

~ [ ( X
;

一 l )
,
+ y { ]

灯 ,

一 R

和
占。 ~ [ ( X ,

+ l )
,

+ Y { ]
“ 2

一 R
.

由于 只 j 点是 A B 上的最近点
,

无论 氏 点在圆外或圆内
,

都应有
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MX

占
。

+占, , ~ [ ( X
、
一 l )

2
+ Y { ]

厂 ,
+ ( X : 十 y予)

灯 2

一 ZR < 0 ( 2 0 )

九 + 占* i 一 [ ( X
,
+ l )

2
+ Y了尸

。
+ ( X尽+ Y季)功 一 Z R 异 0

.

把上两不等式有理化后分别得与之等效的不等式

( 2 1 )

8 R 2

( ZX弓+ Z Y { 一 ZX ,
+ l 一 2 R 2

) < ( ZX
` 一 l )

,

S R ,

( ZX : + Z y { + ZX ` + l 一 2 R 2

) ) ( ZX , + 1 )
2 .

考虑到所有的量取整数
,

最终可得与 ( 2 0) 和 ( 2 1) 式等效的两个不等式

X : + Y : 一 X 、 一 R Z

< o ( 2 2 )

欢 + Y { 十 X , 一 R Z

) .0

当 F ; i ) o 时
,

按最小误差法
,

处在 氏 点的刀具应走 (一△X
,

十△ Y ) 到达 cP 点
.

( 2 3 )

下面

证明 cP 点是下一平行线 C D 上最靠近圆弧的点
.

首先把 C D 上 尸
:

右边的点和 cP 作比较
.

cP 点和 乙 点的偏差分别为
:

占
。

一 [ ( X
;

一 l )
,
+ ( Y , + l )

,

]“
,

一 R

和

a
d

一 [ X : + ( Y , + l )
,

]“
,

一 R
.

占
:

+ 占J 一 [ ( X
,

一 1 )
,
+ ( Y s + l )

,

]功 + [ X I + ( Y s + l )
,

]
`刀 一 Z R

.

假设 占
:

十 占 J ) 0 ,

经有理化并考虑到所有的量是数字量
,

可得和这不等式等效的另一不

表 6

州
弓

{

F 。 < O

始点 F 值计算公式

F。 ) 0

进给 进给

F。
一 1咒

,

{ 一 }Y
,

1

石。
一 l大

,

1 一 }丫
,

}

万。
~ }x

。

1 一 } y
。

}} y
。

}

F。
一 }x

,

! 一 } y
,

1

( + △ X )

( 一 今 X )

( 一 △ X )

( + △ X )

新点 F 值计算公式

F 二+ ,

二 F , 一 2 }Y
。

!

F , + ,

二 F 。 一 2 l y
,

1

F 。 + 1

“ F 。 一 2 IY
.

I

F , + L

二 F二 一 2】Y
.

{

( + △ y )

( + △ Y )

( 一 ▲ y )

( 一 么 丫 )

新点 F 值计算公式

F。 + :

二 石. 十 2 l x
。

1

万二二 、
一 F , + 2 l x

。

{

F , + :

~ 了; , + 2 {X
,

}

F 二+ ,

一 F 。 + 2 }x
,

}
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l

/
/

,

/

Y
z`。l!

IJ
we

l
l,、..月ssleer.l

等式

X弓+ Y { 一 X
;

十 Z Y ,
十 1 一 砂 ) .0

上面不等式正是 F 、 j ) 0 ,

按 当初的假定这是成立的
,

所以的确有不等式 凡 + 占̀ ) 0
,

这说

明 C D 上的 尸J 点在圆外且比 cP 点距圆弧更远
, 尸J

右边的点距圆弧就更远了
.

再把 cP 点和 C D 上 cP 左边的点比较
.

已点的偏差为
:

占, 一 [ ( X
,

一 2 )
,

+ ( Y s + 1 )
,

]“
,

一 R ,

a
`

+ 占,
~ [ ( X

,

一 2 )
,

十 ( Y
,
+ l )

,

1
` / , + [ ( X , 一 l )

,
+ ( Y , + l )

,

]灯
,

一 Z R
.

先假设 乌十 占
`

< 0 ,

再证明其的确成立
.

和它等效的不等式为 :

A ~ X圣+ Y } 一 3X , + Z Y s 一 R ,
+ 3 < 0

.

( 2 4 )

下面证明 ( 2 4 ) 式的确成立
.

有两种情况
:

( l) 当 X
;

) Y ,

十 2 ,

即刀具离 45
“

直线在 y 方向上还差两步和两步以上的时候
.

( 24 )

式可写成
A ~ X弓+ Y弓一 X `

一 R ,

一 2 [ X吞一 ( Y , + 2 ) ] 一 1
.

考虑到 ( 22 ) 式
,

上式的确小于 o ,

从而 ( 24 ) 式成立
,

故 匀 + 占
:

< o 的确成立
.

因此 c D 上的
p , 点在圆内且比 cP 点距圆更远

,

马左边的点距圆弧就更远了
.

因此 cP 点是 c D 线上的最近

点
.

(2 ) 当 X 、 一 Y j 十 1 时
,

即刀具在 Y 方向上还差一步就到 朽
。

直线时
.

这时 几点的坐

标应为 ( X , 一 l ~ Y莎 y i)
,

故 已点在 朽
“

直线上
.

而刀具走下一步 (一△X
,

十△ Y ) 所到

达的 cP 点的坐标为 ( iX
十 ,

~ X 、 一 1 , Y+i
:

~ Y i + 1 一 iX )
,

所以 cP 点已处于 h ,

区域内
,

因

此不能再用 ( 24 ) 式作判断
.

这时 cP 点是否是最靠近圆弧的点应与垂直线 E F 上各点作比较
.

由图 7 不难看出 p
。

点是以 4 5 。

线为对称轴的 只i 点的对称点
.

而按 最初的假设
,

氏 点是 A B

上的最近点
,

故 P
`

点是 E F 线上的最近点
.

以上证明了处在 只
,

点的刀具按最小误差法 当 F , i ) 0 而走到 cP 点时
,

cP 点确是一个最

近点
.

当 F 行 < 0 时
,

按最小误差法处在 P,i 点的刀具应走 (十△ y ) 到 尸 J点 (见图 6 )
.

利 用



8 6 9中 国 科 学 ( A辑 )l, 5 7 年

( 2 3 ) 式
,

仿上同样可证明这时 尸 J

点是 C D 线上的最近点
.

以上证明了前述命题
.

由于刀具最初的位置是在圆弧的起点上
,

或最接近圆弧
,

所以按最小误差法进行圆弧插补

时
,

轨迹上每步的端点都是最近点
.

从而保证了该轨迹的最大偏差在所有可能的加工轨迹中

是最小的
,

各端点偏差的平方和是最小的
,

各端点偏差绝对值的和也是最小的
.

四
、

单步进给方式时的插补

若刀具每步只能沿 x 方向或 Y 方向进给而不能同时进给时
,

完全仿照前述的思想和方法
,

可得各个象限内的直线插补和圆弧插补公式
,

如表 6 和表 7 所示
.

由表可见
,

当最小误差法用

于单步进给方式时
,

其递推公式和进给规则形同于单步追踪法
〔8]

.

但仅形同而实不同
,

一则我

们在这里得出的公式和规则完全是采用不同的思想方法
,

从而两者判别式全不同 (如圆弧逆圆

插补判别式为 F
, ,

一 X { 十 Y { 一 X
;

十 Y ,

一 牙 ) ; 再则
,

更主要的是当始点不在圆弧上时
,

单

步追踪法和最小误差法 F 的初值必不同 (最小误差法 F 的初值为 F 。。
~ 欢 十 Y I一 即 一 X 。

+

y 。
)

,

这使以后的 F 值也不同
,

从而两者的插补轨迹必不同
.

单步进给时
,

各有一直线插补和圆弧插补的例子分别示于图 2 (
c

) 和图 5 (
c

) 中
.

仿前不难证明单步进给方式时的最小误差法的插补误差在所有单步进给插补法中也是最

小的
.

最小误差法保证了加工轨迹上每步的端点相对于加工曲线来说都是最近点
,

这就是最小

误差法误差最小的根本含义
.
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