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摘要 设 (M, τ) 是非交换的概率空间, (xk)
n
k=1 是 L0(M) 中的一个自由的随机变量序列. 设 Φ 是

[0,∞) 上递增的凹函数, 满足 Φ(0) = 0. 本文主要研究当 xk, 1 6 k 6 n 是正随机变量时, τΦ(
∑n

k=1 xk)

与这个随机变量序列不交和的 Φ- 距 (τ ⊗ tr)Φ(
∑n

k=1 xk ⊗ ek) 之间的关系.
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1 引言

在 1970年, Rosenthal [1]证明了,对任意均值为 0的定义在 [0, 1]上的独立随机变量序列 {fk}16k6n

和任意的 n ∈ N, ∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

≈ max

{∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
2

,

( n∑
k=1

∥fk∥pp
)1/p}

, 2 < p < ∞. (1.1)

设 f̄k(t) = fk(t−k+1)χ[k−1,k)(t), t > 0,则随机变量 fk, 1 6 k 6 n的不交和
⊕n

k=1 fk :=
∑n

k=1 fk(·−k

+1)χ[k−1,k) 是一个定义在区间 (0,∞) 上的 Lebesgue 可测函数. 那么, (1.1) 的等价性也就是说,∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

≈
∥∥∥∥ n⊕

k=1

fk

∥∥∥∥
Lp∩L2

, 2 < p < ∞.

在对称函数空间的情形下, Johnson 和 Schechtman [2] 给出了 Rosenthal 不等式的推广. 如果 E 是定

义在 [0, 1] 上的对称空间且 1 6 p 6 ∞, Zp
E 是定义在 (0,∞) 上的所有可测函数的集合且满足

∥f∥Zp
E
= ∥µ(f)χ[0,1]∥E + ∥µ(f)χ[1,∞)∥Lp

< ∞,

其中 µ(f) 是 f 的非增重排函数, 具体定义见第 2 节. Johnson 和 Schechtman [2] 证明了, 对任意独立

的均值为 0 的独立随机变量序列 (fk), 当存在某个 p < ∞ 使得 Lp ⊂ E 时,∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

≈
∥∥∥∥ n⊕

k=1

fk

∥∥∥∥
Z2

E

. (1.2)
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并且, 对任意独立的非负的随机变量序列 (fk), 当存在某个 p < ∞ 使得 Lp ⊂ E 时,∥∥∥∥ n∑
k=1

fk

∥∥∥∥
p

≈
∥∥∥∥ n⊕

k=1

fk

∥∥∥∥
Z1

E

. (1.3)

基于文献 [3] 介绍的算子方法, Astashkin 和 Sukochev 证明了 (1.2) 和 (1.3) 成立当且仅当文献 [3] 定

义的 Kruglov 算子在 E 上有界. 这个条件明显比存在 p < ∞ 使得 Lp ⊂ E 要弱. 更多的 Kruglov 算

子的应用参见文献 [4, 5]. 特别地, 文献 [3] 的算子方法最近在文献 [6] 中被扩展到 (非交换) 自由概率

论领域. 通过定义和研究自由 Kruglov 算子, 他们得到了在自由概率理论中的 Johnson-Schechtman 不

等式. 我们简要的回顾一下他们的主要结果. 设M 是一个有限的 von Neumannn 代数并赋予一个正

规忠实规范的迹. 设 E(M) 是一个具有 Fatou范数的对称 Banach 算子空间, 则对任意 E(M) 中的自

由独立的对称分布随机变量序列 (xk)
n
k=1, 有∥∥∥∥ n∑

k=1

xk

∥∥∥∥
E(M)

≈
∥∥∥∥ n∑

k=1

xk ⊗ ek

∥∥∥∥
Z2

E(M⊗ℓ∞)

; (1.4)

并且, 对任意 E(M) 中的自由的非负随机变量序列 (xk)
n
k=1, 有∥∥∥∥ n∑

k=1

xk

∥∥∥∥
p

≈
∥∥∥∥ n∑

k=1

xk ⊗ ek

∥∥∥∥
Z1

E(M⊗ℓ∞)

, (1.5)

其中, 这里的 (ek) 是 ℓ∞ 的标准基. 当 E = Lp, 1 6 p < ∞, 上述结果扩展了文献 [7, 的定理 A]; 并且

取 E = L∞ 也可以扩展文献 [8] 的结果.

在文献 [9–12] 中关于非交换鞅的 Φ- 不等式被研究, 在最近的文献 [13] 中, (1.4) 和 (1.5) 被扩展

到 Φ- 不等式情形下, 其中 Φ 是一个满足 ∆2- 条件的 Orlicz 函数 (见第 2 节, ∆2- 条件的定义). 本文

考虑当 Φ 是凹函数时自由随机变量和的 Φ- 不等式和相应的极大不等式. 为了描述本文的主要结果,

对定义在 (0,∞) 上的任意可测函数 f 和 0 < q 6 ∞, 我们定义

Φq(f) = Φ(µ(f)χ[0,1]) + Φ(∥µ(f)χ[1,∞)∥q).

本文的主要结果可概括如下.

定理 1 设 (M, τ) 是一个非交换概率空间, (xk)
n
k=1 ∈ L0(M) 是正的自由随机变量序列. 设 Φ :

[0,∞) → [0,∞) 是一个增加的凹函数并满足 Φ(0) = 0, 则

τΦ

( n∑
k=1

xk

)
6 CΦ(τ ⊗ tr)Φ1

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
.

第 4 节也讨论了相关的反向不等式 (见推论 1).

Pisier [14] (或 Junge [15])定义了非交换极大算子, Bekjan等人 [16] 介绍了非交换极大算子的 Φ- 距

形式. 利用文献 [16] 中符号, 我们有如下定理.

定理 2 设 (M, τ) 是一个非交换概率空间, (xk)
n
k=1 ∈ L0(M) 是正的自由随机变量序列. 设 Φ :

[0,∞) → [0,∞) 是一个增加的凹函数并满足 Φ(0) = 0, 则

τΦ(sup+16k6nxk) ≈ (τ ⊗ tr)Φ∞

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
.

在本文中, CΦ 总是记为依赖于 Φ 的常数, 并且在各处取值不同. 对任意两个非负数 X 和 Y ,

X ≈ Y 的意思是存在一个常数 C > 0 使得 X 6 CY 并且 Y 6 CX.
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2 准备工作

本节将介绍非交换概率空间、自由随机变量的一些基本定义和所需要用到的结果. 我们用算子代

数的一些标准概念, 这些概念都可以在文献 [17,18] 中找到.

2.1 非交换概率空间和凹函数

设M 是一个有限的 von Neumann 代数并赋予一个忠实正规的迹 τ . 如果 τ(1) = 1, 则称 (M, τ)

是一个非交换概率空间. L0(M) 记为关于 (M, τ) 可测的所有算子的 ∗- 拓扑代数. L0(M) 的拓扑是

由依测度收敛确定的. 记 Lh
0 (M) 为在 L0(M) 中的所有自伴元素的集合, 这些元素称作随机变量. 任

意 x ∈ Lh
0 (M), x 的分布函数定义为

λ(s, x) = τ(e(s,∞)(x)), −∞ < s < ∞,

其中 e(s,∞)(x) 是 x 关于区间 (s,∞) 的谱投影, 则 x 的非增奇异值函数 µ(x) : t → µ(t, x) 定义为

µ(t, x) = inf{s > 0 : λ(s, |x|) 6 t}, 0 6 t 6 1.

如果 λ(x) = λ(y), 那么随机变量 x, y ∈ Lh
0 (M) 称为同分布的. 对这样的算子, 我们也有 µ(x) = µ(y).

更多的奇异值函数的性质请参见文献 [19].

设 Φ是定义在 [0,∞)上连续递增的函数满足 Φ(0) = 0. 我们用 S 记这样函数的全体.如果存在常

数 C > 0使得对任意的 t > 0, Φ(2t) 6 CΦ(t),那么称 Φ满足 ∆2-条件.在这种情形下,我们记 Φ ∈ ∆2.

容易看到 Φ ∈ ∆2 当且仅当对任意的 a > 0,存在一个常数 Ca > 0使得对所有的 t > 0, Φ(at) 6 CaΦ(t)

成立. 设 Φ ∈ S 是一个凹函数, 则 Φ 是次可加的, 也就是说, Φ(t+ s) 6 Φ(t) + Φ(s). 显然, Φ 满足 ∆2-

条件. 给定一个 Φ ∈ S, 定义下列指标:

pΦ = sup

{
p > 0 :

∫ t

0

s−pΦ(s)
ds

s
= O(t−pΦ(t)),∀ t > 0

}
,

qΦ = inf

{
q > 0 :

∫ ∞

t

s−qΦ(s)
ds

s
= O(t−qΦ(t)),∀ t > 0

}
.

在文献 [20] 中, 下列性质被证明,

(1) 当 Φ ∈ S 是一个凸函数时, 1 6 pΦ 6 qΦ 6 ∞;

(2) Φ ∈ ∆2 当且仅当 qΦ < ∞ 当且仅当 supt>0 tΦ
′(t)/Φ(t) < ∞.

更多信息参见文献 [20,21]. 当 Φ 有凹函数时, 总有 0 < pΦ 6 qΦ < ∞.

任意 x ∈ L0(M), 由 |x| 的谱分解, 我们有

τ(Φ(|x|)) =
∫ ∞

0

λ(s, |x|)dΦ(s) =
∫ ∞

0

Φ(µ(t, x))dt.

由文献 [19, 命题 4.6], 对任意 Φ ∈ S 的凹函数, 我们有

τ(Φ(|x+ y|)) 6 τ(Φ(|x|)) + τ(Φ(|y|). (2.1)

记 LΦ(M) 是 L0(M) 中所有自伴元 x 的集合, 且满足拟范数

∥x∥LΦ(M)
:= inf

{
λ > 0 :

∫ ∞

0

Φ

(
|µ(t, x)|

λ

)
dt 6 1

}
< ∞.
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2.2 自由随机变量和自由 Kruglov 算子

设 (M, τ) 是一个非交换概率空间. 我们称M 的 von Neumann 子代数Mi, i ∈ I 是关于 τ 自由

独立的 (或自由的), 如果对任意的 1 6 j 6 n, n ∈ N, 当 xj ∈ Mij , i1 ̸= i2 ̸= · · · ≠ in 且 τ(xj) = 0 时,

有 τ(x1 · · ·xn) = 0. 如果由 {xj}nj=1 生成的 von Neumann 子代数是自由的, 则称随机变量序列 {x1,

. . . , xn} 为自由的.

下面的定义来自文献 [22, 23].

定义 1 一个 von Neumann 代数M 称为一个 von Neumann 子代数Mi, i ∈ I 的自由积, 如果

对每个 von Neumann 代数 N 和每个 ∗- 同态 πi : Mi → N , 存在唯一的一个 ∗- 同态 π : M → N 使
得 πi = π |Mi . von Neumann 子代数Mi, i ∈ I 的自由积记为 ⋆i∈IMi.

设 F∞ 是可数个生成子的自由群. 我们把关于 F∞ 上的 von Neumann群代数记为 L∞(F∞).众所

周知, 这个代数是有限因子并且满足 L∞(F∞) ≃ L∞(F∞) ⋆ L∞(F∞).

引理 1 [6] 设 x1, . . . , xn ∈ Lh
0 (M) 是自由随机变量序列, 则

∑n
k=1 xk 的分布是由 xk, 1 6 k 6 n

的分布唯一确定, 即如果对 1 6 k 6 n, µ(xk) = µ(yk), 那么,

µ

( n∑
k=1

xk

)
= µ

( n∑
k=1

yk

)
.

下面介绍文献 [6] 中定义的自由 Kruglov 算子, 它是基于文献 [24] 中的构造.

定义 2 设 L∞(F∞) = M0 ⋆M1,其中Mi ≃ L∞(F∞), i = 0, 1.设 w ∈ M1 是一个半圆随机变量,

也即随机变量的分布函数支撑在区间 (−2, 2)且有密度 1
2π (4− t2)1/2.选择适当的迹使得 L0(0, 1)保距

嵌入到 Lh
0 (M0). 定义 Kruglov 算子 K : L0(0, 1) → L0(F∞) 是映射 x → wxw (从 L0(F∞) 到 L0(F∞)),

将 L0(F∞) 限制到子代数 L0(0, 1) 上.

下面的定理参见文献 [24, 推论 1.8] 或 [6, 定理 22].

定理 3 如果 xk ∈ L0(0, 1), 1 6 k 6 n 是不交支撑函数序列, 则 Kxk, 1 6 k 6 n 是自由随机变量

序列.

为了描述 Kruglov 算子的技巧性估计, 我们回忆一下扩张算子 σs : L0(0, 1) → L0(0, 1), s ∈ (0, 1)

定义为 (σsx)(t) = x( ts ), 如果 t ∈ (0, s); 否则 (σsx)(t) = 0. 下面的引理是文献 [6, 命题 25].

引理 2 对每个正的 x ∈ L0(0, 1), 我们有

2

5
σ1/20µ(x) 6 µ(Kx) 6 4µ(x).

3 定理 1 的证明

本节主要来证明定理 1. 这里的方法和技巧来源于文献 [6, 13].

引理 3 设 Φ ∈ S 是一个凹函数. 设 (xk)
n
k=1 ⊂ L0(M) 和 (yk)

n
k=1 ⊂ L0(F∞) 是自由随机变量序

列. 如果对某个 m ∈ N 和任意 1 6 k 6 n, 有 xk, yk > 0 和 µ(yk) = σ1/mµ(xk), 则

τΦ

( n∑
k=1

xk

)
6 τΦ

( n∑
k=1

yk

)
. (3.1)

证明 设 L∞(F∞) = ⋆nk=1Mk, 其中Mk ≃ L∞(F∞), 1 6 k 6 n. 对任意的 k, 我们选择两两正交

的投影 pkj ∈ Mk 使得 τ(pkj) = 1/m. 假设 ȳkj ⊂ L0(Mk) 是正的随机变量并满足 supp(ȳkj) 6 pkj 且
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µ(ȳkj) = µ(yk). 由于对任意 1 6 j 6 m, supp(ȳkj) 是两两正交的, 则 µ(
∑m

j=1 ȳkj) = µ(xk). 对每一个

固定的 1 6 j 6 m, 随机变量序列 (ȳkj)k 是自由的; 更进一步, 随机变量序列 (
∑m

j=1 ȳkj)k 也是自由的.

由引理 1,

µ

( n∑
k=1

ȳkj

)
= µ

( n∑
k=1

yk

)
, µ

( n∑
k=1

m∑
j=1

ȳkj

)
= µ

( m∑
j=1

xk

)
, 1 6 j 6 m.

所以,

τΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

∣∣∣∣) = EΦ
(
µ

( m∑
j=1

xk

))
= EΦ

(
µ

( n∑
k=1

m∑
j=1

ȳkj

))

6
m∑
j=1

EΦ
(
µ

( n∑
k=1

ȳkj

))
= mEΦ

(
µ

( n∑
k=1

yk

))

6 mτΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

yk

∣∣∣∣).
引理证毕.

命题 1 设 Φ ∈ S 是一个凹函数. 设 (xk)
n
k=1 ⊂ L0(M) 是自由随机变量使得

∑n
k=1 τ(supp(xk))

6 1, 则

τΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

∣∣∣∣) 6 200(τ ⊗ tr)Φ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

xk ⊗ ek

∣∣∣∣). (3.2)

证明 不失一般性我们假设 xk, 1 6 k 6 n是正的. 设 L∞(F∞) = ⋆nk=1Mk,其中Mk ≃ L∞(F∞),

1 6 k 6 n. 由引理 2, 我们有

σ1/20µ(xk) 6
5

2
µ(Kµ(xk)) 6 10µ(xk), 1 6 k 6 n.

所以, 我们可以选择 yk, Ck ∈ L+
0 (Mk) 使得 yk 6 5

2Ck 且

µ(yk) = σ1/20µ(xk), µ(Ck) = µ(Kµ(xk)), 1 6 k 6 n.

由引理 3 得到

τΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

∣∣∣∣) 6 20τΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

yk

∣∣∣∣) 6 50τΦ

(∣∣∣∣ n∑
k=1

Ck

∣∣∣∣). (3.3)

因为
∑n

k=1 τ(supp(xk)) 6 1, 所以,
⊕n

k=1 µ(xk) ∈ L0(0, 1). 由定理 4、引理 1 和 2, 我们得到

µ

(∑
Ck

)
= µ

(
K

[ n⊕
k=1

µ(xk)

])
6 4µ

( n⊕
k=1

µ(xk)

)
.

所以,

τΦ

( n∑
k=1

xk

)
6 τΦ

(
K

[ n⊕
k=1

µ(xk)

])
6 200τΦ

( n⊕
k=1

µ(xk)

)
.

命题证毕.

定理 4 设 Φ ∈ S 是一个凹函数. 如果 (xk)
n
k=1 ⊂ L0(M) 是正的自由随机变量序列, 那么,

τΦ

( n∑
k

xk

)
6 CΦ(τ ⊗ tr)Φ1

( n∑
k

xk ⊗ ek

)
.
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证明 令 X =
⊕n

k=1 µ(xk), 定义两个随机变量序列

A1k = xke(µ(1.X),∞)(xk), A2k = xk −A1k, 1 6 k 6 n,

则 (A1k) 是自由随机变量序列, 所以, 随机变量序列 (A2k) 也是自由的. 容易验证,

µ(X)χ[0,1] = max

{
µ

( n⊕
k=1

µ(A1k)

)
, µ(1, X)χ[0,1]

}
.

从而,

µ

( n⊕
k=1

µ(A1k)

)
6 µ(X)χ[0,1], µ

( n⊕
k=1

µ(A2k)

)
6 min{µ(X), µ(1, X)}. (3.4)

我们注意到
n∑

k=1

τ(supp(A1k)) 6
n∑

k=1

{µ(xk) > µ(1, X)} = {X > µ(1, X)} 6 1.

由命题 1 得到

τΦ

[ n∑
k

xk

]
6 τΦ

[ n∑
k=1

A1k

]
+ τΦ

[ n∑
k=1

A2k

]
6 τΦ

[ n⊕
k=1

µ(A1k)

]
+ τΦ

[∣∣∣∣ n∑
k=1

A2k

∣∣∣∣].
由文献 [6, 推论 3.3(a)], 我们有

τΦ

[ n∑
k=1

A2k

]
6 τΦ

[∥∥∥∥ n∑
k=1

A2k

∥∥∥∥
∞

]
6 CΦΦ

[∥∥∥∥ n⊕
k=1

µ(A2k)

∥∥∥∥
L1∩L∞

]
. (3.5)

因此,

τΦ

[ n∑
k

xk

]
6 τΦ

[ n∑
k=1

A1k

]
+ τΦ

[ n∑
k=1

A2k

]

6 τΦ

[ n⊕
k=1

µ(A1k)

]
+ τΦ

[∥∥∥∥ n⊕
k=1

µ(A2k)

∥∥∥∥
L1∩L∞

]
6 CΦ(τΦ[µ(X)χ[0,1]] + Φ[∥min{µ(X), µ(1, X)}∥L1∩L∞ ])

6 CΦ(τΦ[µ(X)χ[0,1]] + Φ[∥min{µ(X), µ(1, X)}∥L1 ] + Φ(µ(1, X)))

6 CΦ(EΦ[µ(X)χ[0,1]] + Φ[∥min{µ(X), µ(1, X)}∥L1 ]).

最后一个不等式是因为

Φ(µ(1, X)) = EΦ(µ(1, X)χ[0,1]) 6 EΦ(µ(X)χ[0,1]).

下面只需估计

Φ(∥min{µ(X), µ(1, X)}∥L1).

事实上,

Φ(∥min{µ(X), µ(1, X)}∥L1) 6 Φ

(∫ 1

0

µ(1, X)dt+

∫ ∞

0

µ(X)dt

)

688



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 5 期

6 2Φ(µ(1, X)) + Φ(∥µ(X)χ(1,∞)∥L1)

6 2EΦ(µ(X)χ(0,1)) + Φ(∥µ(X)χ(1,∞)∥L1).

定理证毕.

注 1 在上述定理中, 如果对每个 1 6 k 6 n, xk 是对称分布, 则

τΦ

[∣∣∣∣ n∑
k

xk

∣∣∣∣] 6 CΦ(τ ⊗ tr)Φ2

[∣∣∣∣ n∑
k

xk ⊗ ek

∣∣∣∣].
事实上, 由文献 [6, 推论 3.3(b)], 我们仅仅需要将 (3.5) 换成

τΦ

[∣∣∣∣ n∑
k=1

A2k

∣∣∣∣] 6 τΦ

[∥∥∥∥ n∑
k=1

A2k

∥∥∥∥
∞

]
6 CΦΦ

[∥∥∥∥ n⊕
k=1

µ(A2k)

∥∥∥∥
L2∩L∞

]
.

其他的证明完全类似定理 5 的证明.

4 极大 Φ- 不等式

本节将证明定理 2, 并且借助极大不等式讨论和定理 1 相关的反向不等式. 我们首先回忆非交换

极大函数的定义, 这个定义的超有限情形是由 Pisier [14] 介绍, 定义的一般情形由 Junge [15] 介绍. 利

用非交换极大函数, Junge 和 Xu [25] 证明了非交换的极大遍历定理. 设 1 6 p 6 ∞, 定义 Lp(M, ℓ∞)

是由 Lp(M) 中的序列 x = (xn)n>1, 这些序列满足的条件是, 存在 a, b ∈ L2p(M) 和有界序列 y = (yn)

⊂ L∞(M) 使得

xn = aynb, n > 1.

Lp(M, ℓ∞) 中的 x 范数定义为

∥x∥Lp(M,ℓ∞) = inf
{
∥a∥2p sup

n
∥yn∥∞∥b∥2p

}
,

这里是对 x 的所有可能表达形式取的下确界. 容易看出 (Lp(M, ℓ∞), ∥ · ∥Lp(M,ℓ∞)) 是一个 Banach 空

间. 正的序列 x = (xn) 属于 Lp(M, ℓ∞) 当且仅当存在一个 a ∈ L+
p (M) 使得对所有的 n, xn 6 a. 更

进一步, 在这种情形下,

∥x∥Lp(M,ℓ∞) = inf{∥a∥p : a ∈ L+
p (M) 使得 xn 6 a,∀n > 1}.

Lp(M, ℓ∞)中的 x的范数常记为 ∥ sup+n>1 xn∥p. 请注意 ∥ sup+n>1 xn∥p 仅仅是一个记号,这是因为在非

交换情形下, supn>1 xn 没有任何意义. 我们用这个记号仅仅是为了方便. 容易看到

∥sup+n>1xn∥p = inf

{
1

2
(∥a∥22p + ∥b∥22p) sup

n
∥yn∥∞

}
. (4.1)

受到 (4.1) 的启发, Bekjan 等人 [16] 定义了对 Orlicz 函数的 τΦ[sup+ xn].

定义 3 设 Φ ∈ S 是一个凹函数并且 xn ∈ LΦ(M). 定义

τΦ[sup+n>1xn] := inf

{
1

2
(τΦ(|a|2) + τΦ(|b|2)) sup

n>1
∥yn∥∞

}
, (4.2)
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这里是对 xn = aynb 的所有分解取下确界, 对任意的这个分解中的 a, b ∈ L0(M) 且 (yn) ∈ L∞(M) 并

满足 |a|2, |b|2 ∈ LΦ(M) 和 supn ∥yn∥∞ 6 1.

下面引理类似于文献 [16, 命题 3.1].

引理 4 设 Φ ∈ S 是一个凹函数.

(1) 如果 x = (xn) 是一个正的序列并属于 LΦ(M), 则

τΦ[sup+n>1xn] ≈ inf{τΦ(a) : xn 6 a,∀n > 1, a ∈ L+
Φ(M)};

(2) 对任意两个序 (xn) 和 (yn) 属于 LΦ(M),

τΦ[sup+n>1(xn + yn)] 6 τΦ[sup+n>1xn] + τΦ[sup+n>1yn].

证明 这个引理的证明几乎类似于文献 [16, 命题 3.1] 中的证明, 我们仅仅证明 (1). 首先不需要

用到任何 Φ 的性质, τΦ[sup+n>1xn] 有下面的等价描述:

τΦ[sup+n>1xn] = inf

{
1

2
(τΦ(|a|2) + τΦ(|b|2))

}
, (4.3)

这里是对 xn = aynb 的所有分解取下确界, 其中, a, b ∈ L0(M) 且 (yn) ∈ L∞(M) 并满足 |a|2, |b|2

∈ LΦ(M)和 supn ∥yn∥∞ = 1. 事实上,对任意分解 xn = aynb满足 supn ∥yn∥∞ 6 1,设 λ = supn ∥yn∥∞
并且 ā = λ1/2a, b̄ = λ1/2b 和 ȳn = yn/λ. 那么, xn = āȳnb̄ 并且 supn ∥yn∥∞ = 1, 而且

τΦ(|ā|2) + τΦ(|b̄|2) 6 λ(τΦ(|a|2) + τΦ(|b|2)).

所以, (4.3) 成立. 现在设 xn = aynb, 其中 |a|2, |b|2 ∈ LΦ(M) 和 supn ∥yn∥∞ = 1. 不失一般性, 假设

a, b > 0. 令 c = (a2 + b2)1/2, 那么存在部分等距同构 u, v ∈ M 使得 a = cu, b = vc. 于是, 对所有的 n,

xn = cuynvc 并且 xn 6 c2. 通过 (2.1) 得到

τ [Φ(c2)] = τ [Φ(a2 + b2)] 6 τ [Φ(a2)] + τ [Φ(b2)].

联合 (4.3), 我们证明了

inf{τΦ(a) : xn 6 a,∀n > 1, a ∈ L+
Φ(M)} 6 2τΦ[sup+n>1xn].

上述不等式的反向不等式是一个容易的事实, 这里省略细节.

命题 2 设 Φ ∈ S 是一个凹函数. 设 (xk)
n
k=1 ⊂ LΦ(M) 是自由随机变量序列使得

n∑
k=1

τ(supp(xk)) 6 1,

则

τΦ[sup+16k6nxk] 6 (τ ⊗ tr)Φ

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
. (4.4)

证明 由引理 4 得到

τΦ[sup+16k6nxk] 6 τΦ

( n∑
k=1

xk

)
.
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由命题 1, 我们得到想要的结果.

定理 5 设 (xk)
n
k=1 ⊂ LΦ(M)是正的自由随机变量序列且满足

∑n
k=1 τ(supp(xk)) 6 1.如果 Φ∈S

是一个凹函数, 则

(τ ⊗ tr)Φ

[ n∑
k

xk ⊗ ek

]
6 2CΦτΦ[sup

+
16k6nxk].

证明 对任意的 1 6 k 6 n, 设 xk 6 a ∈ LΦ(M). 选择合适的 0 < p 6 1 和 1 6 q < ∞ 使得
0 < p < pΦ 6 qΦ < pq < ∞. 对任意的 λ > 0, 令

a1 = ae(λ,∞)(a), a2 = a− a1.

由于 Φ(t) = tp 是一个算子单调函数, 对 0 < p 6 1, 那么,

xp
k 6 supp(xk) a

p supp(xk) = supp(xk) a
p
1 supp(xk) + supp(xk) a

p
2 supp(xk).

于是,

(τ ⊗ tr)

(
e(λ,∞)

( n∑
k=1

xk ⊗ en

))
= e(τ ⊗ tr)

(
e(λp,∞)

( n∑
k=1

xp
k ⊗ en

))

6 (τ ⊗ tr)

(
e(λp/2,∞)

( n∑
k=1

supp(xk)a
p
1supp(xk)⊗ en

))

+ (τ ⊗ tr)

(
e(λp/2,∞)

( n∑
k=1

supp(xk)a
p
2supp(xk)⊗ en

))
.

因此,

(τ ⊗ tr)Φ

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
=

∫ ∞

0

(τ ⊗ tr)

(
e(λp,∞)

( n∑
k=1

xp
k ⊗ en

))
dΦ(λ)

6
∫ ∞

0

(τ ⊗ tr)

(
e(λp/2,∞)

( n∑
k=1

supp(xk)a
p
1supp(xk)⊗ en

))
dΦ(λ)

+

∫ ∞

0

(τ ⊗ tr)

(
e(λp/2,∞)

( n∑
k=1

supp(xk)a
p
2supp(xk)⊗ en

))
dΦ(λ)

6 2

(∫ ∞

0

λ−p

∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)a
p
1supp(xk)⊗ en

∥∥∥∥
1

dΦ(λ)

+

∫ ∞

0

λ−pq

∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)a
p
2supp(xk)⊗ en

∥∥∥∥q
q

dΦ(λ)

)
=: 2(A+B).

由假设
∑n

k=1 τ(supp(xk)) 6 1, 我们有 ∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)

∥∥∥∥
∞

6 64.

事实上, 因为 xk, 1 6 k 6 n 是自由的, 那么 xk 的支撑序列 supp(xk), 1 6 k 6 n 是自由的. 从而, 由文

献 [6, 推论 33] 得到∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)

∥∥∥∥
∞

6 64

∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)⊗ ek

∥∥∥∥
L1∩L∞

= 64max

{ n∑
k=1

τ(supp(xk)), 1

}
6 64.
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由 Fubini 定理,

A 6
∫ ∞

0

λ−p

∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)

∥∥∥∥
∞
∥a1∥1dΦ(λ) 6 64

∫ ∞

0

λ−p∥a1∥1dΦ(λ)

6 64

∫ ∞

0

λ−p

∫ ∞

λ

tpdτ(et(a))dΦ(λ) = 64

∫ ∞

0

tp
(∫ t

0

λ−pdΦ(λ)

)
dτ(et(a)).

注意到 τ((supp(xk)a
p
2supp(xk))

q) 6 τ(supp(xk)a
pq
2 supp(xk)). 记 pq = r, 则

B 6
∫ ∞

0

λ−r

∥∥∥∥ n∑
k=1

supp(xk)

∥∥∥∥
∞
∥a2∥rrdΦ(λ) 6 64

∫ ∞

0

λ−r∥a2∥rrdΦ(λ)

=

∫ ∞

0

tr
(∫ ∞

t

λ−rdΦ(λ)

)
dτ(et(a)).

因 Φ 是凹函数, 我们知道 Φ 满足 ∆2- 条件, 这暗示了 supt>0
tΦ′(t)
Φ(t) < ∞, 则

(τ ⊗ tr)Φ

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
6

∫ ∞

0

tp
(∫ t

0

λ−p−1Φ(λ)dλ

)
dτ(et(a))

+

∫ ∞

0

tq
(∫ ∞

t

λ−q−1Φ(λ)dλ

)
dτ(et(a)).

另一方面, 因 0 < p < pΦ 6 qΦ < r < ∞, 则对任意 t > 0, 我们有∫ t

0

λ−pΦ(λ)
dλ

λ
= O(t−pΦ(t)),

∫ ∞

t

λ−rΦ(λ)
dλ

λ
= O(t−rΦ(t)).

所以,

(τ ⊗ tr)Φ

( n∑
k=1

xk ⊗ ek

)
6 CΦ

∫ ∞

0

Φ(t)dτ(et(a)) = CΦτΦ(a).

对 a 取下确界, 定理证毕.

引理 4 和定理 5 给出了下面的推论.

推论 1 设 (xk)
n
k=1 ⊂ LΦ(M) 是正的自由随机变量序列且满足

∑n
k=1 τ(supp(xk)) 6 1. 如果 Φ

是一个凹函数, 则

(τ ⊗ tr)Φ

[ n∑
k

xk ⊗ ek

]
6 CΦτΦ

[ n∑
k=1

xk

]
.

注 2 事实上, 上面的推论 1 是定理 1 在条件
∑n

k=1 τ(supp(xk)) 6 1 下的反向不等式.

下面的两个定理给出了定理 2 的证明.

定理 6 设 Φ ∈ S 是一个凹函数. 设 (xk)
n
k=1 ⊂ L0(M) 是正的自由随机变量序列, 则

τΦ[sup+16k6nxk] 6 2(τ ⊗ tr)Φ∞

[ n∑
k

xk ⊗ ek

]
.

证明 设 X =
⊕n

k=1 µ(xk), 并定义两个随机变量序列

A1k = xke(µ(1.X),∞)(xk), A2k = xk −A1k, 1 6 k 6 n,
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则 (A1k) 是自由随机变量序列, 并且随机变量序列 (A2k) 也是自由的. 不失一般性, 我们可以假定 (事

实上, 在定理 4 的证明中我们也完全可以这样假设)

µ

( n⊕
k=1

µ(A1k)

)
= µ(X)χ[0,1], µ

( n⊕
k=1

µ(A2k)

)
= µ(X)χ[1,∞). (4.5)

由引理 4、命题 1 和 (4.5), 得到

τΦ[sup+16k6nxk] 6 τΦ[sup+16k6nA1k] + τΦ[sup+16k6nA2k]

6 τΦ

[ n∑
k=1

A1k ⊗ ek

]
+ τΦ

[
sup
k

∥A2k∥∞ · I
]

6 EΦ[µ(X)χ(0,1)] + Φ
[
sup
k

∥A2k∥∞
]

6 EΦ[µ(X)χ(0,1)] + Φ[µ(1, X)]

6 2EΦ[µ(X)χ(0,1)].

定理证毕.

定理 7 设 (M, τ) 是非交换概率空间. 若 (xk)
n
k=1 ⊂ L0(M) 是正的随机变量序列, 则

(τ ⊗ tr)Φ∞

[ n∑
k

xk ⊗ ek

]
6 4τΦ[sup+16k6nxk].

证明 设 X =
⊕n

k=1 µ(xk).定义 A1k = xke(µ(1.X),∞)(xk), 1 6 k 6 n,则随机变量序列 A1k, 1 6 k

6 n 是自由的. 不失一般性, 我们有

µ(X)χ[0,1] = µ

( n⊕
k=1

µ(A1k)

)
.

由定理 5 得到

(τ ⊗ tr)Φ∞

[ n∑
k

xk ⊗ ek

]
= EΦ(µ(X)χ[0,1]) + Φ(∥µ(X)χ[1,∞]∥∞)

6 2EΦ(µ(X)χ(0,1)) = 2EΦ
(
µ

( n⊕
k=1

µ(A1k)

))
6 4τΦ[sup+16k6nA1k] 6 4τΦ[sup+16k6nxk].

定理证毕.
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Concave Φ-moment inequalities on sums of free random variables
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Abstract Let (M, τ) be a noncommutative probability space and (xk)
n
k=1 ∈ L0(M) be free random variables.

Let Φ be an increasing and concave function on [0,∞) with Φ(0) = 0. This paper characterize the quantity

τΦ(
∑n

k=1 xk) in term of the sum of disjoint copies of the given positive sequence.
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