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结合梯度投影稀疏重构和复数小波的图像重构
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摘 要：压缩感知主要包括随机投影和重构两部分。针对迭代收缩算法收敛速度较慢，普通二维小波变换缺少方

向性表示的缺点，利用置乱离散余弦变换（PDCT）实现随机投影，重构时采用梯度投影算法，在简化计算的基础上，通

过迭代的方式完善图像在双树复数小波域的变换系数，最后经反变换后得到重构图像。在同一重构算法下，比较了

利用双树复数小波变换和双正交小波变换的重构结果，结果表明前者重构后的图像在细节和平滑度上优于后者，在

峰值信噪比（PSNR）上平均高出约 1. 5 dB；同一稀疏域中，梯度投影算法的收敛速度优于迭代收缩算法；相同稀疏域

和重构算法下，PDCT与结构随机矩阵相比在PSNR上略高。
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Image reconstruction based on gradient projection for

sparse representation and complex wavelet
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Abstract: Compressed sensing mainly contains random projection and reconstruction. Because of lower convergence
speed of iterative shrinkage algorithm and the lacking of direction of traditional 2-dimensional wavelet transform，random
projection was implemented by using Permute Discrete Cosine Transform（PDCT），and the gradient projection was used for
reconstruction. Based on the simplification of computation complexity，the transformation coefficients in the dual-tree
complex wavelet domain were improved by iteration. Finally，the reconstructed image was obtained by the inverse transform.
In the experiments，the reconstruction results of DT CWT（Dual-Tree Complex Wavelet Transform） and bi-orthogonal
wavelet were compared with the same reconstruction algorithm，and the former is better than the latter in image detail and
smoothness with higher Peak Signal-to-Noise Ratio（PSNR）of 1. 5 dB. In the same sparse domain，gradient projection
converges faster than iterative shrinkage algorithm. And in the same sparse domain and random projection，PDCT has a
slightly higher PSNR than the structural random matrix.

Key words: compressed sensing; image reconstruction; random projection; sparse representation; dual-tree complex
wavelet; Permute Discrete Cosine Transform (PDCT); gradient projection

0 引言

近些年被人们广泛关注的图像压缩感知是由 David L.
Donoho在稀疏表示和优化理论的基础上提出的一种成像理

论［1］，其本质就是在对信号进行随机投影得到维数远小于原

始信号的观测值后，利用信号在某一变换域的稀疏性，通过求

解一系列的线性或者非线性的解码模型，得到原始信号的逼

近。这种成像方法在数据采集端实现了采样与压缩的同步进

行，因而极大地缓解了采集端的压力。这样就可以利用少量

的传感器或传感器阵列采集信息，通过复杂的重构算法重建

高分辨率图像，已应用在诸多方面［2-5］，图像重构是典型应用

之一。

基于压缩感知的图像重构有多种算法［6-7］，这些算法主要

是利用信号在某一表示域的稀疏性，通过解决不同形式的优

化问题来得到信号的最优逼近，文献［8-9］对压缩感知中涉及

的相关内容进行了综述。

信号在某一变换域的稀疏度是指变换系数中非零元素的

个数，这可以用系数的 l0范数表示。一般来说由于自然信号

的稀疏性或是可压缩性，使得信号在某一变换域存在稀疏解

或近似的稀疏解，因而压缩感知重构的目的就可以看成是寻

找信号的最小稀疏解的过程，即：最小化系数的 l0范数的过

程。但是这是一个NP-hard问题，不易求解，因而可以将 l0范
数转化为其他函数的最小化问题。文献［10］中将 l0范数转化
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为 l1范数最小化后，利用基追踪进一步将其转化为线性规划

问题进行求解；也可以根据文献［11］提出的迭代收缩算法，利

用前一估计值和变化域的阈值处理得到迭代更新值，进而逼

近最优解；匹配追踪［12］是一种常用的贪婪算法，主要就是在每

一步迭代中寻找投影字典中最匹配的原子，从而缩小剩余量，

这种算法的计算量过大，对于图像压缩感知不是很好；文献

［13］中利用图像的全变差（梯度稀疏性，变换系数的稀疏性可

以看成是梯度的一种跳变）结合凸集投影和小波阈值处理完

成了图像的压缩感知重构。在以上介绍的这些方法中，均需

要对投影矩阵 A进行准确处理，而文献［14］针对稀疏重构提

出的梯度投影（Gradient Projection for Sparse Reconstruction，
GPSR）算法则不需要对投影矩阵 A进行准确的处理，只需要

计算A与AT的内积，简化了算法。

压缩感知中变换域的选择目前常用的是正交小波，但正

交小波存在一些不可避免的缺点：振荡、平移变性、方向选择

性差。Kingsbury［15］提出的双树复数小波变换（Dual-Tree
Complex Wavelet Transform，DT CWT）克服了这些缺点，具有

平移不变性和良好的方向选择性。为了提高压缩感知重构算

法的有效性，本文在利用置乱离散余弦变换（Permute Discrete
Cosine Transform，PDCT）得到观测值后，利用图像在双树复数

小波域的稀疏性，结合GPSR算法完成了图像压缩感知重构，

并通过实验验证了该算法的有效性。

1 压缩感知

原始信号 s ∈ Rn，随机投影过程表示为 y = Φs，Φ ∈ Rm × n

定义为随机投影矩阵，y ∈ Rm（n ≫ m）。压缩感知重构的目的

是利用信号在某一变换域（用Ψ表示）的稀疏性，从远少于 n

的m个观测值中恢复原始信号。对于这一问题需要保证Φ满

足Candes等提出的限制等容性，并且Φ与Ψ不相关［16］。

对于一维信号，随机矩阵Φ通常情况下选择高斯随机

阵［17］，但是对于二维图像，这种随机矩阵是不可取的，本文选

择 PDCT（将图像进行一维置乱，再转为二维图像进行离散余

弦变换），从得到的变换系数中选择一定数量的数值作为观

测值 y。

压缩感知的重构主要就是利用图像变换系数的稀疏性来

进行的，需要找到最稀疏的变换系数。矩阵的稀疏性可以用

其 l0表示，但是对 l0问题的求解并不易得到，因而可以将其转

为 l1问题：

min α 0 → min α 1 （1）
s. t. y = Φs
其中，α是图像的变换系数，用α = Ψs表示。对于式（1）所述

优化问题，通常情况下考虑：

α̂ = arg min
α

1
2  y - Φs 2

2 + τ α 1 （2）
其中参数 τ为非负值，用于平衡式（2）中的前后两部分的比

重。由于α = Ψs，将 s = Ψ Tα代入式（2），得到：

α̂ = arg min
α

1
2  y - ΦΨ Tα

2
2 + τ α 1 （3）

设A = ΦΨ T，x = α，则式（3）变为：

x̂ = arg min
x

1
2  y - Ax 2

2 + τ x 1 （4）

2 针对稀疏表示的梯度追踪算法

GPSR算法［15］首先将式（4）代表的问题转化为边界约束二

次问题：

min
u，v

1
2  y - A (u - v ) 2

2 + τ1Tnu + τ1Tn v （5）
s. t. u ≥ 0，v ≥ 0
其中u、v分别表示 x的正负两部分，即：

x = u - v；u ≥ 0，v ≥ 0 （6）
则 ui，j = ( xi，j ) + = max (0，xi，j )，vi，j = (-xi，j ) + = max (0，- xi，j )，i，
j = 1，2，…，n。 由 此 得 到  x 1 = 1Tnu + 1Tn v，其 中 1n =
[1，1，…，1 ]T。

将式（5）进一步整理写成标准的边界约束二次问题形式：

min
z

cT z + 12 zTBz = F ( z ) （7）
s. t. z ≥ 0
其中：z = ( )uv ，b = ATy，c = τ12n + ( )-b

b
，B = ( )ATA -ATA

-ATA ATA
。

对于给定的向量 z = [ uT，vT ]T，存在：

Bz = B ( )uv = éëêê
ù

û
úú

ATA (u - v )
-ATA (u - v ) （8）

由式（7）可得函数F ( z )的梯度：

∇F ( z ) = c + Bz （9）
式（9）又可以表示为 ∇F ( z ) = (∇u，∇v )T，根据式（5）可以

得到：

ì
í
î

∇u = -AT (y - Ax ) + τ
∇v = AT (y - Ax ) + τ （10）

梯度投影算法的主要步骤：

w( )k = (z( )k - α( )k ∇F (z( )k )) + （11）
z( )k + 1 = z( )k + λ( )k (w( )k - z( )k ) （12）
进一步推导，将其转化为以u、v作变量的形式：

w(k ) = é
ë
ê

ù
û
ú

w(k )u
w(k )v

=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

( )u(k ) - α(k )∇u(k ) +
( )v(k ) - α(k )∇v(k ) +

=

é

ë
êê

ù

û
úú

max (0，u(k ) - α(k )∇u(k ) )
max (0，v(k ) - α(k )∇v(k ) ) （13）

z(k + 1 ) = é
ë
ê

ù
û
ú

u(k + 1 )
v(k + 1 )

= é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

u(k ) + λ(k ) ( )w(k )u - u(k )
v(k ) + λ(k ) ( )w(k )v - v(k ) （14）

GPSR-Basic算法对应的是λ( )k = 1，此时式（12）变为：

z( )k + 1 = z( )k + λ( )k (w( )k - z( )k ) = w( )k （15）
在GPSR-Basic，标量参数α(k )的初始值［8］设为：

α0 = ( )g( )k T
g( )k

( )g( )k T
Bg( )k

（16）

其中向量g(k )具体表示为：
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g(k )i = ìí
î

(∇F ( z( )k ) ) i， z( )k
i > 0或(∇F ( z( )k ) ) i < 0

0， 其他
（17）

GPSR-Basic的具体步骤为：

1）初始化：设 x(0 )初始值为 0，根据式（6）得到 u(0 )与 v(0 )，
并且由式（5）计算目标函数 f (0 )。

2）根据式（10）计算得到 ∇u(k )与 ∇v(k )，进而得到 ∇x(k ) =
∇u(k ) - ∇v(k )。

3）确定标量参数 α0：设 g(k ) = é
ë
êê

ù

û
úú

g (k )u
g (k )v

，根据式（16）进一步

推导得出：α0 = g (k )u ，g (k )u + g (k )v ，g (k )v
A (g (k )u - g (k )v )，A (g (k )u - g (k )v ) ，其中 g ( )k

u 与 g ( )k
v

可根据式（17）得到。

4）α(k ) = α0。
5）根 据 式（13）、（14）得 到 u(k + 1 ) 与 v(k + 1 )，从 而 得 到

x(k + 1 ) = u(k + 1 ) - v(k + 1 )，计算 f (x(k + 1 ))。
6）判断下式是否成立：

f (x(k + 1 )) ≤ f (x(k ) ) + μ (∇uTw（k）u + ∇vTw（k）v )
如果成立，进入下一步；否则 α(k ) = βα(k )，返回步骤 5），

β ∈ (0，1 )。
7）判断是否停止迭代：根据目标函数的变化情况进行判

断，即： || f (x(k + 1 )) - f (x(k ) ) f (x(k ) ) < δ是否成立，成立终止迭

代，否则返回步骤2）继续进行。

GPSR-Basic与文献［14］中考虑Barzilai-Borwein梯度策略

的算法GPSR-BB的不同之处在于标量参数 α(k )与 λk的设定，

后者的参数设定如下：

λk = mid{0，( δ( )k )T∇F ( z(k ) )
( δ( )k )TB δ( )k

，1} （18）

α( )k + 1 = mid{αmin，  δ(k )
2
2

( )δ( )k T
B δ( )k

，αmax} （19）

其中：δ( )k = ( z(k ) - α(k )∇F ( z(k ) ) ) + - z(k ) = w(k ) - z(k )。
3 图像重构的实现

本文压缩传感系统是利用图像在双树复数小波变换域的

稀疏性，并结合GPSR算法实现图像重构。

DT CWT是利用四个普通的离散正交小波实现的，其变

换系数包括四个支路，分别对应实部和虚部两部分，每一部分

又分为上下两个支路。DT CWT克服了正交小波的缺点，具

有近似的平移不变性和良好的方向选择性。如图 1（a）所示，

DT CWT具有 6个方向（°±15°，± 45°，± 75°），而普通的正交小

波只具有 3个方向（0°，45°，90°），如图 1（b）所示。由图 1可以

看出，和普通正交小波相比，DT CWT不具有振荡特性。

在基于压缩感知的图像重构系统中，首先利用 PDCT得
到观测值 y，然后利用GPSR算法得到式（4）中的最优解 α̂。对

于图像 x，根据图像大小N进行一维置乱后，再将其还原为 2D
图像，进行离散余弦变换（Discrete Cosine Transform，DCT），再

从此系数中选择M个元素作为观测值 y，此时 y = Φs（Φ代表

PDCT）。在实验中设定必要的参数：A = ΦΨ，AT = Ψ TΦT，其
中：Ψ表示DT CWT，ΦT表示 IPDCT，Ψ T表示DT CWT的反变

换；根据GPSR算法设定式（5）中的参数 τ，以及迭代终止值 δ；

按照GPSR算法的具体步骤完成变换系数的重构，得到 α̂；最

后利用逆变换得到重构图像 x̂ = Ψ Tα̂。

4 实验比较与分析

本文利用三幅大小为 512 × 512的灰度图像完成相关实

验，如图2所示。

首先比较不同小波基下，采用GPSR-Basic和GPSR-BB两

种重构算法的差异。在实现过程中，τ=2. 0，迭代终止条件为

δ=10-3，小波基包括 DT CWT和 JPEG2000中使用的小波基

CDF 9/7（双正交小波）。表 1给出了 3幅图像在不同采样率

（M/N）下，利用不同小波基得到的峰值信噪比（Peak Signal-to-
Noise Ratio，PSNR）。

图1 2D DT CWT和2D DWT的方向小波及振幅变化

Fig. 1 Directional wavelet and amplitude variation of
2D DT CWT and 2D DWT

图2 实验灰度图像原图

Fig. 2 Original grayscale images used in experiments

表1 不同采样率下利用GPSR-Basic和GPSR-BB在DT CWT和CDF 9/7小波基下重构图像的PSNR对比 单位：dB
Tab. 1 PSNR comparison of images reconstructed by GPSR-Basic and GPSR-BB based on

DT CWT and CDF 9/7 with different sampling ratios unit：dB

M/N

0. 1
0. 2
0. 3
0. 4
0. 5

Lena（512×512）
9/7+Basic
24. 11
28. 06
30. 82
33. 00
35. 20

9/7+BB
23. 96
27. 81
30. 76
33. 04
35. 11

CWT+
Basic
26. 02
29. 78
32. 45
34. 26
36. 01

CWT+BB
25. 79
29. 57
32. 35
34. 33
35. 87

Barbara（512×512）
9/7+Basic
20. 34
22. 64
25. 09
26. 85
29. 59

9/7+BB
19. 66
22. 42
24. 65
26. 80
29. 46

CWT+
Basic
21. 60
24. 17
27. 08
29. 55
32. 34

CWT+BB
21. 49
24. 18
26. 93
29. 58
32. 17

Boat（512×512）
9/7+Basic
21. 60
25. 72
27. 84
30. 41
32. 62

9/7+BB
21. 28
24. 83
27. 87
30. 15
32. 71

CWT+
Basic
23. 83
26. 84
29. 39
31. 78
33. 94

CWT+BB
23. 26
26. 68
29. 44
31. 74
33. 90
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由表 1可以看出，对于给定的采样率（0. 1~0. 5），利用

GPSR-Basic算法实现重构的图像的 PSNR值在多数情况下大

于GPSR-BB实现的图像的PSNR值，但是差值小于 1 dB，从视

觉上不能直观分辨。在同一种重构算法下，采用DT CWT小
波基得到的重构结果均优于 CDF。从 PSNR上来看，Lena和
Boat图像差值在 1. 5 dB左右，Barbara图像的差值是 2 dB左

右。图 3是Lena图像在采样率M/N＝0. 2时，在不同小波基表

示下，利用GPSR-Basic重构的结果及其局部放大图像，并将

其与原始图像进行了比较。重构后的图像与原始图像相比，

PSNR在数值上相差 1. 72 dB，图 3中有肉眼可见的改善，由局

部细节可以看出利用DT CWT小波基重构的图像比较清晰，

噪点明显减少。从表 1中的PSNR数值来看，Lena和Boat图像

差值在 1. 5 dB左右，Barbara图像的差值是 2 dB左右。由图 2
的原始图中可以看出，Barbara图像中含有较多的纹理区域，

对小波的方向性要求较高，最终的实验结果也表明DT CWT
小波基在方向选择性和细节上优于CDF 9/7小波基。

本文在选择DT CWT小波基的基础上，将GSPR算法与迭

代阈值收缩（Iteration Shrinkage Threshold，IST）方法进行了比

较，图 4是对 Lena图像利用三种方法实现重构时目标函数随

时间的变化情况。随机投影部分选择的是PDCT，目标函数中

的参数 τ = 2.0，迭代终止条件为 δ = 10-3，采样率为 0. 2。从

运行时间和收敛情况上看，初始阶段 IST的下降速度比GPSR-

Basic略快，但是后续收敛变慢，达到终止的用时最久；GPSR-

BB的收敛速度最快，达到终止条件用时最少。

利 用 结 构 随 机 矩 阵（Structurally Random Matrices，
SRM）［18］对信号 x的处理过程可定义为 y＝D ⋅ F ⋅ P（x），其中：

P表示对原始信号进行随机投影，可以随机置乱信号次序或

者将信号符号随机置乱；F表示正交变换矩阵，可选择快速傅

里叶变换、离散余弦变换或沃尔什哈达玛变换，为了与前文的

PDCT相比较，本文选择的是DCT；D表示根据采样率随机抽

取数据，最终得到观测值 y。

表 2给出了 SRM和 PDCT两种不同观测矩阵，在 CDF9/7

和DT CWT两种小波基下，利用GPSR-BB对 Lena图像重构结

果的 PSNR。由表 2可以看出，在 CDF 9/7和DT CWT小波基

下，利用 PDCT的结果均优于 SRM；同一种随机观测矩阵下，

DT CWT的结果优于CDF 9/7。

5 结语

本文利用图像在DT CWT小波域的稀疏性，通过GPSR算

法实现了图像重构。实验在同一重构方法前提下比较了不同

的稀疏表示域的 PSNR值，结果表明 2D DT CWT相比双正交

小波（CDF 9/7）在重构细节上具有一定的优势，特别是在纹理

较多的图像上优势明显；PDCT的随机投影方式较 SRM也有

提升；并且GPSR的两种重构算法与 IST相比在收敛速度上提

升明显。虽然DT CWT在重构结果上有明显的提升，但由于

其方向小波数量较多，重构的速度较之 CDF 9/7有所降低。

对图像的稀疏表示仍在进一步研究中，可以考虑将其应用到

模式表示的其他领域。
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