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摘要 本文利用组合的方法,详细地计算了一类量子 Koszul代数 Λq (q ∈ k\{0})的各阶 Hochschild上

同调空间的维数, 清晰地刻划了代数 Λq 的 Hochschild上同调的 cup积,确定了代数 Λq 的 Hochschild

上同调环 HH∗(Λq) 模去幂零元生成的理想 N 的结构, 证明了当 q 为单位根时, HH∗(Λq)/N 作为代数
不是有限生成的,从而为 Snashall-Solberg猜想 (即 HH∗(Λ)/N 作为代数是有限生成的)提供了更多反

例.
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1 引言

令 k 是一个域, Λ是一个有限维含幺结合 k-代数. 记 Λe = Λ⊗kΛ
op,代数 Λ的第 n阶 Hochschild

上同调群定义为

HHn(Λ) := HHn(Λ,Λ) = ExtnΛe(Λ,Λ).

它在有限维代数的表示理论中起着十分重要的作用,例如, Hochschild上同调群与代数的单连通性、可

分性及形变理论有重要联系 [1−3]. Hochschild 上同调 HH∗(Λ) =
⊕∞

n=0 HHn(Λ) 在 cup 积 (或 Yoneda

积) [4]

⊔ : HHn(Λ)×HHm(Λ) → HHn+m(Λ)

下成为分次交换代数, 即对任意的齐次元 η ∈ HHm(Λ), θ ∈ HHn(Λ), η ⊔ θ = (−1)mnθ ⊔ η. 因而当

chark ̸= 2 时, HH∗(Λ) 中的奇数次齐次元的平方 (关于 cup 积) 必然为零. 若令 N 表示 HH∗(Λ) 中由

齐次幂零元生成的 HH∗(Λ) 的理想, 则当 chark ̸= 2 时, 对任意 i > 0, HH2i+1(Λ) ⊆ N ; 故 HH∗(Λ)/N
总是交换 k- 代数. 注意到 HH∗(Λ) 的分次交换性蕴含着 N 包含在 HH∗(Λ) 的任一极大理想中, 所以

它们有相同的极大谱, 即 MaxSpecHH∗(Λ) = MaxSpecHH∗(Λ)/N . 基于此, Snashall 和 Solberg 在文

献 [5] 中对有限维 k- 代数上的有限生成模 M 引入了支撑簇 (support variety)

VHH∗(Λ)(M) = {m ∈ MaxSpecHH∗(Λ)/N | AnnHH∗(Λ)Ext
∗
Λ(M,M) ⊆ m′},
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其中 m′ 是 m 在 HH∗(Λ) 中的原象, 并猜想对任意的有限维 k- 代数 Λ, HH∗(Λ)/N 作为代数总是有
限生成的 (而 HH∗(Λ)/N 的有限性条件在支撑簇理论的研究中扮演者着重要的角色). 此猜想被证明

对很多代数类都是成立的, 例如, 整体维数有限的有限维代数 [1], 代数闭域上的有限表示型的有限维

自入射代数 [6], 有限维零关系代数 [7, 8] 等等. 然而, Xu 在文献 [9] 中构造了一个七维的 Koszul 代数

Λ−1 = kQ/I−1, 其中 Q 与 I−1 分别为

p����
�����

R

-
ca

b
, I−1 = ⟨a2, b2, ab− ba, ac⟩,

并计算了在 chark = 2 情形下的 HH∗(Λ−1)/N , 得到 HH∗(Λ−1)/N 作为代数不是有限生成的, 从而

给出了此猜想的一个反例. 近一步地, Snashall 在文献 [10] 中详细地研究了此代数在任意特征基域上

的 Hochschild 上同调环, 通过计算代数 Λ−1 的 Koszul 对偶 E(Λ−1) 的分次中心 Zgr(E(Λ−1)), 利用

环同态 Λ−1/r ⊗Λ−1 − : HH∗(Λ−1) → E(Λ−1) 所诱导的同构 HH∗(Λ−1)/N ∼= Zgr(E(Λ−1))/Ngr, 证明

了 HH∗(Λ−1)/N 作为代数不是有限生成的, 其中 Ngr 为 Zgr(E(Λ−1)) 的齐次幂零元生成的理想, r 为

代数 Λ−1 的 Jacobson 根. 然而, 对此代数的 Hochschild 上同调环的结构却仍知之甚少. 而且, 尽管

Snashall-Solberg 猜想存在反例, 但探究 Snashall-Solberg 猜想成立的充要条件对支撑簇理论的研究仍

是十分重要的.

本文主要研究上述代数的量子化代数 Λq = kQ/Iq 的 Hochschild 上同调环, 其中箭图 Q 如上,

Iq = ⟨a2, b2, ab+ qba, ac⟩, q ∈ k \ {0}. 代数 Λq 可看作二元量子外代数 Γq = k⟨a, b⟩/⟨a2, b2, ab+ qba⟩ 的
单点余扩张,而 Γq 是一类性质较为 “病态”的代数,为很多猜想提供了反例 [11−13],如 Happel猜想 (即

对代数闭域上的有限维代数 Λ, 整体维数 gl.dimΛ < ∞ 当且仅当 Hochschild 上同调维数 hch.dimΛ =

inf{n ∈ N | dimHHi(Λ) = 0, i > n} < ∞) [1] 对代数 Γq (q 非零且非单位根时) 不成立, 但是 Γq 却不能

为上述 Snashall-Solberg猜想提供反例. 有趣的是, 本文通过探讨 Λq 的 Hochschild上同调发现, Λq 作

为 Γq 的单点余扩张, 对 Happel 猜想是成立的, 却为 Snashall-Solberg 猜想提供了反例.

Hochschild 上同调的 cup 积最初是利用代数 Λ 的标准 bar 分解定义的, Siegel 和 Witherspoon 在

文献 [14] 中证明了 cup 积也可以利用代数的任意投射双模分解来定义. 利用这种方法, 许多类代数

的 Hochschild 上同调的 cup 积都得到了清晰的描述, 例如, 根方零代数 [15], 外代数 [16], 截面箭图代

数 [17], Fibonacci代数 [18],以及 Koszul与 d-Koszul代数 [19−21] 等等. 本文将利用代数 Λq 的极小投射

双模分解来清晰地描述它的 Hochschild 上同调的 cup 积, 具体结构如下: 在第 2 节中, 我们构造了代

数 Λq = kQ/Iq 的极小投射双模分解, 用组合的方法清晰地计算了代数 Λq 的各阶 Hochschild 上同调

空间的维数; 在第 3 节, 我们首先用平行路的语言, 证明了代数 Λq 的 Hochschild 上同调 HH∗(Λq) 的

cup积本质上是平行路的毗连. 其次, 利用 cup积确定了 HH∗(Λq)/N 的结构, 直接地证明了当 q 为单

位根时 HH∗(Λq)/N 作为代数不是有限生成的, 从而为 Snashall-Solberg 猜想提供了更多反例. 值得注

意的是, 我们的计算不仅刻划了代数 Λq 的 Hochschild 上同调环 HH∗(Λq) 以及 HH∗(Λq)/N 的乘法结
构, 也揭示了当 q 为单位根时 HH∗(Λq)/N 作为代数不是有限生成的根本原因在于平行路 (gn0 , e1) 不

是 n 阶上循环 (n-cocycle), 详见注 3.7.

2 代数 Λq 的 Hochschild 上同调群

本节的主要目的是研究 Koszul 代数 Λq = kQ/Iq 的 Hochschild 上同调群. 首先, 我们基于 Green
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等人在文献 [22]中对 Koszul代数的极小投射双模分解的细致分析,构造了代数 Λq = kQ/Iq 的极小投

射双模分解 (P, d). 其次, 我们利用组合的方法, 计算了代数 Λq 的各阶 Hochschild 上同调空间的维数.

令 e1 < e2 < a < b < c, 则长度 - 左字典序给出了集合 B = {e1, e2, a, b, c, ba, bc} 的一个允许
(admissible) 序, 且集合 R = {a2, b2, ab + qba, ac} 构成了理想 Iq = ⟨a2, b2, ab + qba, ac⟩ 的一个非交换
的二次约化Gröbner基 [23], 所以代数 Λq 是一个 Koszul 代数 [24], 也参见文献 [10].

我们不难将 Snashall在文献 [10] 中构造的 Λ−1 的极小投射双模分解推广到代数 Λq 上. 令

g0 = {g00 = e1, g
0
1 = e2},

g1 = {g10 = a, g11 = b, g12 = c},

g2 = {g20 = a2, g21 = ab+ qba, g22 = b2, g23 = ac}.

当 n > 3 时,

gnr = agn−1
r + qn−rbgn−1

r−1 , r = 0, 1, . . . , n− 1,

gnn = bgn−1
n−1 , gnn+1 = agn−1

n = an−1c,
(2.1)

其中 gn−1 = 0. 不难验证, 对任意的 n > 1,

gnr = gn−1
r−1 b+ qrgn−1

r a, r = 0, 1, . . . , n− 1, gnn = gn−1
n−1b, gnn+1 = gn−1

0 c. (2.2)

记 ⊗ := ⊗E ,其中 E = Λq/r, r为 Λq 的 Jacobson根.令 Pn = Λq⊗kgn⊗Λq, n > 0, g̃nr = 1⊗gnr ⊗1.

定义 dn : Pn → Pn−1, d1(c) = −ẽ1c+ cẽ2; 当 n > 2 时,

dn(g̃
n
r ) = ag̃n−1

r + qn−rbg̃n−1
r−1 + (−1)ng̃n−1

r−1 b+ (−1)nqr g̃n−1
r a, r = 0, 1, . . . , n− 1,

dn(g̃
n
n) = bg̃n−1

n−1 + (−1)ng̃n−1
n−1b,

dn(g̃
n
n+1) = (−1)ng̃n−1

0 c+ ag̃n−1
n .

定理 2.1 复形 (P, d)

· · · −→ Pm+1
dm+1−→ Pm

dm−→ · · · d3−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→ 0

是代数 Λq 的极小投射双模分解.

证明 设 X = k{a, b, c}. 由于代数 Λq 是 Koszul 代数, 由文献 [25], 只需证明集合 gn 是 k- 向量

空间 Kn :=
∩

s+t=n−2 X
sRXt 的一组 k- 基. 其中 R = k{a2, b2, ab+ qba, ac}, n > 2.

我们首先归纳地证明 gn ⊆ Kn. 当 n = 2 时显然成立. 假设对 n − 1 成立, 我们证明 n 的

情形. 由归纳假设及公式 (2.1)、(2.2) 知, gni ∈ XKn−1 ∩ Kn−1X, 从而 gn ⊆ Xn−2R ∩ RXn−2, 故

gn ⊆ Xn−2R ∩RXn−2 ∩XKn−1 ∩Kn−1X = Kn.

其次, 由于集合 gn 的元素是齐次多项式且 gni (0 6 i 6 n + 1) 中 b, c 个数互不相同, 故集合 gn

是 k- 线性无关的, 而且, Λq 的 Koszul 对偶 E(Λq) 同构于它的二次对偶 Λ!
q = kQop/I⊥, 其中 I⊥ =

⟨aobo−q−1boao, boco⟩. 因此 Λq 的极小投射双模分解的 Betti数为 {bn = n+2}n>0,故 dimkKn = n+2,

所以集合 gn 是 k- 向量空间 Kn 的一组 k- 基.

微分 d∗ 由文献 [22, 25] 得到. 故复形 (P, d) 是代数 Λq 的极小投射双模分解.
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下面我们计算这类 Koszul 代数的各阶 Hochschild 上同调空间的维数. 我们需要介绍一些记号.

称 α ∈ kQ 是一致元, 若存在 u, v ∈ Q0, 使得 α = uαv, 并称 u, v 为 α 的起点与终点. 称 α, β ∈ kQ 平

行,如果它们有相同的起点与终点,记为 α//β. 如果 X 和 Y 都是由 kQ中的一致元素组成的集合,则

定义 X//Y := {(p, q) ∈ X × Y | p//q}, 并且 k(X//Y ) 表示以集合 X//Y 为基的 k- 向量空间. 参见文

献 [26].

对 Λq 的极小投射双模分解 P 作用函子 HomΛe
q
(−,Λq), 我们可以得到上链复形 C∗(P):

0 → HomΛe
q
(P0,Λq)

d1

−→ · · · dn

−→ HomΛe
q
(Pn,Λq)

dn+1

−→ HomΛe
q
(Pn+1,Λq)

dn+2

−→ · · · ,

其中 di := HomΛe
q
(di,Λq), i = 1, 2, . . .

引理 2.2 [26] 设 B = {e1, e2, a, b, c, ba, bc}, 则

(1) B 为代数 Λq 作为 k- 向量空间的一组 k- 基.

(2) 作为 k- 向量空间, k(gn//B) ∼= HomΛe
q
(Pn,Λq), 且对应的同构映射为 ϕ : (gni , x) 7→ ζ(gn

i ,x), 其

中 x ∈ B, ζ(gn
i ,x)(1⊗ gnj ⊗ 1) = δijx, 这里 δij 为Kronecker符号.

(3) 上链复形 (C∗(P), d∗) 同构于复形 (M•, δ•), 其中 Mn = k(gn//B),

δ1(e1, x) = (a, ax) + (b, bx)− (a, xa)− (b, xb)− (c, xc), δ1(e2, x) = (c, cx).

当 n > 2 时,

δn(gn−1
r , x) =



(gn0 , ax) + qn−1(gn1 , bx) + (−1)n(gn0 , xa)

+(−1)n(gn1 , xb) + (−1)n(gnn+1, xc), 若 r = 0,

(gnr , ax) + qn−r−1(gnr+1, bx) + (−1)nqr(gnr , xa) + (−1)n(gnr+1, xb), 若 1 6 r 6 n− 1,

(gnn+1, ax), 若 r = n.

由上述引理, 我们可以将复形 C∗(P) 转化为如下的复形 (M•, δ•):

0 → k(g0//B) δ1−→ · · · δn−→ k(gn//B) δn+1

−→ k(gn+1//B) δn+2

−→ · · · ,

由定义, HHn(Λq) = Kerδn+1/Imδn, 所以

dimkHHn(Λq) = dimkKerδn+1 − dimkImδn = dimkM
n − dimkImδn+1 − dimkImδn.

由于集合 B = {e1, e2, a, b, c, ba, bc}构成 Λq 的一组 k-基,因此当 n = 0时,集合 {(g00 , e1), (g00 , a), (g00 , b),
(g00 , ba), (g

0
1 , e2)} 构成 M0 的一组 k- 基; 当 n > 1 时, 集合 {(gni , e1), (gni , a), (gni , b), (gni , ba), (gnn+1, c),

(gnn+1, bc) | 0 6 i 6 n} 构成向量空间 Mn 的一组 k- 基, 则 dimkM
0 = 5, dimkM

n = dimkk(g
n//B) =

4n+ 6, n > 1. 因此为了计算代数 Λq 的各阶 Hochschild 上同调群的维数, 只需确定 dimkImδn.

我们对集合 gn//B 定义一个序: (gni , x) < (gnj , y) 当且仅当 x < y, 或者 x = y 但 i < j, 其中 B 中
的序为本节第二段中定义的长度 - 字典序. 则上述基构成线性空间 Mn 的一组定序基.
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首先, 我们由引理 2.2(3) 确定 δn : Mn−1 → Mn 在上述定序基下对应的矩阵 An 如下:

A1 =



0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 0 0 −1− q 0

0 0 1 + q 0 0

0 0 0 −1 0


10×5

, An =



0 0 0 0

C1 0 0 0

C2 0 0 0

C3 0 0 0

0 D1 D2 0

0 0 D3 0


(4n+6)×(4n+2)

,

其中 C1, C2, D1, D2 都是 (n+ 1)× n 阶矩阵, C3, D3 都是 1× n 阶矩阵, 且

C =


C1

C2

C3

 =



diag(v0, . . . , vr, . . . , vn−1)

0

0

diag(u0, . . . , ur, . . . , un−1)

(−1)n 0 0 · · · 0


,

其中, vr = 1 + (−1)nqr, ur = qn−r−1 + (−1)n, r = 0, 1, . . . , n− 1.

而矩阵

D =

 D1 D2

0 D3

 =



0 w0

z1 w1

. . .
. . .

zr wr

. . .
. . .

zn−1 wn−1

zn 0

0 (−1)n 0 · · · 0 · · · 0



,

其中

zr = qn−r + (−1)n+1q, r = 1, 2, . . . , n, wr = −q + (−1)nqr, r = 0, 1, . . . , n− 1.

显然, dimkImδn = rank(An) = rank(C) + rank(D), 而且

dimkImδ1 = rank(A1) =

 2, 如果 q = −1且 chark ̸= 2, 或者 q = 1且 chark = 2,

3, 其他.
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当 n = 2 时, 矩阵

C =



1 + 1 0

0 1 + q

0 0

0 0

1 + q 0

0 1 + 1

1 0


7×2

, D =


0 0 −q + 1 0

q − q 0 0 −q + q

0 1− q 0 0

0 0 1 0


4×4

.

因此

rank(A2) = rank(C) + rank(D) =


3, 如果 q = 1且 chark ̸= 2,

2, 如果 q = 1且 chark = 2,

4, 其他.

引理 2.3 如果 q 是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark ̸= 2, 当 n > 2 时,

rank(An) =


2n− t+ 1, 如果 n 为奇数,且 n = tm+ 1,

2n− t, 如果 n 为偶数,且 n = tm+ 2,

2n+ 1, 其他.

证明 首先考虑矩阵 C. 由于第一列恒不为零, 只需考虑 C 中的后面 n − 1 列. 第 r + 1 列

(1 6 r 6 n− 1) 为零当且仅当  vr = 1 + (−1)nqr = 0,

ur = qn−r−1 + (−1)n = 0.

1 + (−1)nqr = 0 当且仅当下列条件 (1) 或 (2) 之一成立, 其中

(1) n 为奇数且 qr = (−1)n+1 = 1, 即 n 为奇数且 r = t1m, t1 > 0;

(2) n 为偶数且 qr = (−1)n+1 = −1, 即 n,m 为偶数且 r = m(2s1 + 1)/2, s1 > 0.

同样地, qn−r−1 + (−1)n = 0 当且仅当下列条件 (3) 或 (4) 之一成立, 其中

(3) n 为奇数且 qn−r−1 = (−1)n+1 = 1, 即 n 为奇数且 n− r − 1 = t2m, t2 > 0;

(4) n 为偶数且 qn−r−1 = (−1)n+1 = −1, 即 n,m 为偶数且 n− r − 1 = m(2s2 + 1)/2, s2 > 0.

由于第 r + 1 列 (1 6 r 6 n − 1) 为零当且仅当 vr = 1 + (−1)nqr =0 与 ur = qn−r−1 + (−1)n=0

同时成立, 则条件 (1) 与 (3) 同时成立, 或者条件 (2) 与 (4) 成立. 若条件 (1) 与 (3) 同时成立, 当且仅

当 n 为奇数, r = t1m 且 n− r − 1 = t2m, 其中 t1 > 0, t2 > 0, 即 n− 1 = (t1 + t2)m = tm. 故当 n 为

奇数, 且 n = tm+ 1 时, r = t1m 中的 t1 可以取值 1, 2, . . . , t 且 t2 = t− t1, 使得条件 (1) 与 (3) 同时

成立. 因此当 n 为奇数, 且 n = tm+ 1 时, 矩阵 C 中有 t 列为零, rank(C) = n− t. 另一方面, 若条件

(2) 与 (4) 同时成立, 当且仅当 n,m 为偶数, r = m(2s1 + 1)/2 与 n− r − 1 = m(2s2 + 1)/2 同时成立,

则 n− 1 = (2s1 + 2s2 + 2)m/2 = (s1 + s2 + 1)m, 这与 n,m 同时为偶数矛盾, 故 n 为偶数时矩阵 C 中

所有列不为零, rank(C) = n.

284



中国科学 : 数学 第 42 卷 第 4 期

下面考虑矩阵 D, 由于 D 中第 n+ 1, n+ 2 行恒不为零, 所以只需考虑中间 n− 1 行. 第 r + 1 行

(1 6 r 6 n− 1) 为零当且仅当  zr = qn−r + (−1)n+1q = 0,

wr = −q + (−1)nqr = 0.

zr = qn−r + (−1)n+1q = 0 当且仅当 qn−r−1 + (−1)n+1 = 0, 当且仅当条件 (1′) 或 (2′) 成立, 其中

(1′) n为奇数且 qn−r−1 = (−1)n = −1,即 n为奇数, m为偶数且 n− r− 1 = (2s1+1)m/2, s1 > 0;

(2′) n 为偶数且 qn−r−1 = (−1)n = 1, 即 n 为偶数且 n− r − 1 = t1m, t1 > 0.

同样地, wr = −q + (−1)nqr = 0 当且仅当 −1 + (−1)nqr−1 = 0, 当且仅当条件 (3′) 或 (4′) 成立,

其中

(3′) n 为奇数且 qr−1 = (−1)n = −1, 即 n 为奇数, m 为偶数且 r − 1 = (2s2 + 1)m/2, s2 > 0;

(4′) n 为偶数且 qr−1 = (−1)n = 1, 即 n 为偶数且 r − 1 = t2m, t2 > 0.

由于矩阵 D 中第 r + 1 行为零当且仅当 zr 与 wr 同时为零, 即条件 (1′) 与 (3′) 同时成立, 或者

条件 (2′) 及 (4′) 同时成立. 若条件 (1′) 与 (3′) 同时成立, 当且仅当 n 为奇数, m 为偶数, n− r − 1 =

(2s1 + 1)m/2 且 r − 1 = (2s2 + 1)m/2, 则 n− 2 = (2s1 + 1)m/2 + (2s2 + 1)m/2 = (s1 + s2 + 1)m, 与 n

为奇数、m 为偶数矛盾, 即 rank(D) = n+ 1. 另一方面, 若条件 (2′) 及 (4′) 同时成立, 当且仅当 n 为

偶数, n− r − 1 = t1m 且 r − 1 = t2m, 其中 t1 > 0, t2 > 0, 则 n− 2 = (t1 + t2)m, 故如果 n 为偶数, 且

n = tm+ 2, 则等式 n− r − 1 = t1m 中的 t1 可取值 0, 1, . . . , t 且 t2 = t− t1, 使得 zr 与 wr 同时为零,

即第 r + 1 行为零. 因此当 n 为偶数, 且 n = tm+ 2 时, rank(D) = n− t.

综合考虑矩阵 An 的秩,当 n为奇数,且 n = tm+1时, rank(An) = rank(C)+rank(D) = (n− t)+

(n+1) = 2n−t+1;当 n为偶数,且 n = tm+2时, rank(An) = rank(C)+rank(D) = n+(n−t) = 2n−t;

当上述情况都不满足时, rank(An) = rank(C) + rank(D) = n+ (n+ 1) = 2n+ 1. 引理得证. �
引理 2.4 若 q 不是 m (m > 2) 次单位根, 且 chark ̸= 2, 则当 n > 2 时,

rank(An) =



n+ 1, 如果 q = 1, n 为偶数,

n+ 2, 如果 q = 1, n 为奇数,

3n/2 + 1, 如果 q = −1, n 为偶数,

(3n+ 1)/2, 如果 q = −1, n 为奇数,

2n+ 1, 如果 q 非单位根.

证明 当 q = 1时,若 n为偶数,矩阵 C 中 vr = 1+ (−1)nqr = 2且 ur = qn−r−1 +(−1)n = 2,故

rank(C) = n; 但矩阵 D 中 zr = qn−r + (−1)n+1q = 0 且 wr = −q+ (−1)nqr = 0, 因此 rank(D) = 1, 所

以 rank(An) = rank(C) + rank(D) = n+ 1. 同理, 若 n 为奇数, 由于矩阵 C 中的元素 vr = ur = 0, 则

rank(C) = 1, 而且矩阵 D 中 zr = qn−r + (−1)n+1q = 2, wr = −q+ (−1)nqr = −2, 则 rank(D) = n+ 1.

因此 rank(An) = rank(C) + rank(D) = n+ 2.

下面考虑 q = −1 的情形. 对于矩阵 C, 第 r + 1 列 (1 6 r 6 n− 1) 为零当且仅当 vr = 1 + (−1)n+r = 0,

ur = (−1)n−r−1 + (−1)n = 0.
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如果两个条件同时满足, 则 n+ r 为奇数, 且 (n− r − 1) + n 为奇数, 即 n 为奇数, 且 r 为偶数. 因此

当 n 为奇数时, rank(C) = n− (n− 1)/2 = (n+ 1)/2; 当 n 为偶数时, rank(C) = n.

对于矩阵 D, 第 r + 1 行 (1 6 r 6 n− 1) 为零当且仅当 zr = (−1)n−r + (−1)n+2 = 0,

wr = 1 + (−1)n+r = 0.

如果两个条件同时满足, 则 (n − r) + (n + 2) 为奇数, 且 n + r 为奇数, 即 n 为偶数, r 为奇数. zn =

1 + (−1)(n+2) = 0 当且仅当 n 为奇数. 故当 n 为奇数时, rank(D) = n; 当 n 为偶数时, rank(D) =

n+ 1− n/2 = n/2 + 1.

因此, 当 q = −1 时, 若 n 为奇数, rank(An) = rank(C) + rank(D) = (n+1)/2+ n = (3n+1)/2; 若

n 为偶数, rank(An) = rank(C) + rank(D) = n+ (n/2 + 1) = 3n/2 + 1.

当 q 非单位根时, 矩阵 C 中的元素 ur, vr (1 6 r 6 n − 1) 均不为零, 同样地, 矩阵 D 中的元素

zr, wr 也都不为零, 故 rank(An) = rank(C) + rank(D) = n+ (n+ 1) = 2n+ 1. 引理得证.

类似地, 我们可以讨论在 chark = 2 时矩阵 An 的秩.

引理 2.5 如果 q 是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark = 2, 则当 n > 2 时,

rank(An) =


2n− t, 如果 n = tm+ 2,

2n− t+ 1, 如果 n = tm+ 1,

2n+ 1, 其他.

引理 2.6 如果 q 不是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark = 2, 则当 n > 2 时,

rank(An) =

 2, 如果 q = 1,

2n+ 1, 其他.

特别地, 由上述分析容易计算 dimkHH
n(Λq) (n = 0, 1, 2):

dimkHH0(Λq) = dimkM
0 − rank(A1)

=

 3, 如果 q = −1且 chark ̸= 2,或者 q = 1且 chark = 2,

2, 其他.

dimkHH1(Λq) = dimkM
1 − rank(A2)− rank(A1) = 10− rank(A2)− rank(A1)

=


6, 如果 q = 1 且 chark = 2,

4, 如果 q = ±1 且 chark ̸= 2,

3, 其他.

dimkHH
2(Λq) = dimkM

2 − rank(A3)− rank(A2) = 14− rank(A3)− rank(A2)

=



10, 如果 q = 1 且 chark = 2,

6, 如果 q = 1 且 chark ̸= 2,

5, 如果 q = −1 且 chark ̸= 2,

3, 其他.
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利用上述引理及公式

dimkHHn(Λq) = dimkM
n − rank(An+1)− rank(An) = 4n+ 6− rank(An+1)− rank(An),

我们立即可得当 n > 2 时 n 阶 Hochschild 上同调空间的维数.

定理 2.7 如果 q 是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark ̸= 2, 则当 n > 2 时,

dimkHHn(Λq) =



2t+ 3, 如果 n 为奇数,且 n = tm+ 1,

t+ 3, 如果 n 为偶数,且 n = tm+ 2,

t+ 2, 如果 n 为偶数,且 n = tm,

2, 其他.

定理 2.8 若 q 不是 m (m > 2) 次单位根, 且 chark ̸= 2, 则当 n > 2 时,

dimkHH
n(Λq) =


2n+ 2, 如果 q = 1,

n+ 3, 如果 q = −1,

2, 其他.

定理 2.9 如果 q 是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark = 2, 则当 n > 2 时,

dimkHH
n(Λq) =



t+ 3, 如果 n = tm+ 2,

2t+ 3, 如果 n = tm+ 1,

t+ 2, 如果 n = tm,

2, 其他.

定理 2.10 如果 q 不是 m (m > 2) 次本原单位根, 且 chark = 2, 则当 n > 2 时,

dimkHH
n(Λq) =

 4n+ 2, 如果 q = ±1,

2, 其他.

Happel 在 1989 年曾猜想对代数闭域上的有限维代数 Λ, 整体维数 gl.dimΛ < ∞ 当且仅当

Hochschild 上同调维数 hch.dimΛ < ∞ [1]. 由文献 [11] 可知, 对于二元量子外代数 Γq = k⟨a, b⟩/⟨a2, b2,
ab + qba⟩, 若 q 非单位根, Γq 的 Hochschild 上同调维数 hch.dimkΓq = 2, 而整体维数 gl.dimkΓq = ∞,

从而给出了 Happel 猜想的一个反例. 但下面的推论表明 Λq 作为 Γq 的单点余扩张, Happel 猜想却是

成立的.

推论 2.11 对任意的 q ∈ k \ {0}, gl.dimkΛq = hch.dimΛq = ∞.

然而, 代数 Γq 与 Λq 对韩阳的猜想 (即 Happel 猜想的 Hochschild 同调版本) [27] 都是成立的.

在 Buchweitz 等人利用二元量子外代数给出 Happel 的猜想的第一个反例之后, 韩阳猜想对代数闭

域上的有限维代数 Λ, 整体维数 gl.dimΛ < ∞ 当且仅当 Hochschild 同调维数 hh.dimΛ = inf{n ∈
N | dimHHi(Λ) = 0, i > n} < ∞, 并证明了对二元量子外代数 Γq 是成立的, 此猜想对零关系代

数 [27]、交换代数 [28] 等许多代数类都是成立的, 详见文献 [29]. 作为 Γq 的单点余扩张, 由 HHi(Λq) =

HHi(Γq)⊕HHi(k) (i > 0) 知 hh.dimΛq = ∞ [30,31], 故对韩阳的猜想也是成立的.

287



章超等: 一类量子 Koszul 代数的 Hochschild 上同调

3 代数 Λq 的 Hochschild 上同调环

本节主要利用平行路的语言, 组合地刻划了代数 Λq 的 Hochschild 上同调 HH∗(Λq) 的 cup 积, 进

而确定了 Λq 的 HH∗(Λq)/N 的结构, 证明了当 q 为单位根时, HH∗(Λq)/N 作为代数不是有限生成的,

从而为 Snashall-Solberg 猜想提供了更多反例.

在文献 [14] 中, Siegel和Witherspoon证明了代数 Λq 的 cup 积可以利用代数的任意投射双模分

解来定义. 设 X 为 Λq 的投射双模分解, 则存在一个链映射 ∆: X → X⊗Λq X, 而且 ∆ 在同伦的意义下

是唯一的. Siegel和Witherspoon利用下面映射的合成定义了任意两个上循环 ξ, η ∈ HomΛe
q
(X,Λq) 的

cup 积:

X ∆−→ X⊗Λq X
ξ⊗η−→ Λq ⊗Λq Λq

ν−→ Λq,

其中映射 ν 为乘法映射.

下面我们对 Λq 的定理 2.1中的极小投射双模分解 P构造链映射∆. 回忆一下,双复形 (P⊗ΛqP, D)

仍是代数 Λq 的极小投射双模分解, 定义如下:

(P ⊗Λq P )n =
⨿

i+j=n

Pi ⊗Λq Pj

且微分 Dn : (P ⊗Λq P )n −→ (P ⊗Λq P )n−1,

Dn =

n−1∑
i=0

((−1)i ⊗ dn−i + di+1 ⊗ 1).

定义 3.1 我们定义 Λq- 双模映射 ∆ : P → P⊗Λq P 如下: 当 0 6 t 6 n 时,

∆n(1⊗ gnt ⊗ 1) =
n∑

s=0

min{t,s}∑
i=max{0,t+s−n}

qi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
t−i ⊗ 1),

∆n(1⊗ gnn+1 ⊗ 1) =
n∑

s=0

(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
n−s+1 ⊗ 1).

定理 3.2 映射 ∆ : P → P⊗Λq P 是链映射.

证明 我们只需证明, 当 n > 1 时, 下面的图

Pn
dn−−−−→ Pn−1

∆n

y y∆n−1

(P ⊗Λq P )n
Dn−−−−→ (P ⊗Λq P )n−1

是交换的, 即 ∆n−1dn = Dn∆n 对任意的 n > 1 都成立.

当 n = 1 时, 设 x ∈ {a, b},

D1∆1(1⊗ x⊗ 1) = D1[(1⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ x⊗ 1) + (1⊗ x⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ 1)]

= (1⊗ d1)(1⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ x⊗ 1) + (d1 ⊗ 1)(1⊗ x⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ 1)

= (1⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (x⊗ e1 ⊗ 1)− (1⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ x)

+ (x⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ 1)− (1⊗ e1 ⊗ x)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ 1)

288



中国科学 : 数学 第 42 卷 第 4 期

= (x⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ 1)− (1⊗ e1 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ e1 ⊗ x)

= ∆0d1(1⊗ x⊗ 1).

同样地可以验证, D1∆1(1⊗ c⊗ 1) = ∆0d1(1⊗ c⊗ 1). 因此, 我们有 D1∆1 = ∆0d1.

当 n > 2 时, 由于 ∆ 与微分 d 是线性的, 所以只需证明对任意的 1⊗ gnt ⊗ 1 ∈ Pn,

Dn∆n(1⊗ gnt ⊗ 1) = ∆n−1dn(1⊗ gnt ⊗ 1),

其中 0 6 t 6 n+ 1. 由于

(P ⊗Λq P )n−1 =
n−1⨿
s=0

Ps ⊗Λq Pn−1−s,

我们下面证明 Dn∆n(1⊗ gnt ⊗ 1) 与 ∆n−1dn(1⊗ gnt ⊗ 1) 的第 s 分支相等, 0 6 s 6 n− 1.

下面分三种情形证明.

(1) 当 0 6 t 6 n− 1 时, 由于

∆n(1⊗ gnt ⊗ 1) =

n∑
s=0

min{t,s}∑
i=max{0,t+s−n}

qi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
t−i ⊗ 1),

故 Dn∆n(1⊗ gnt ⊗ 1) 中形如 (1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq - 的和项为

(−1)sqi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (a⊗ gn−s−1
t−i ⊗ 1)

+(−1)sq(i+1)(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (b⊗ gn−s−1
t−i−1 ⊗ 1)

+(−1)nqi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ b)

+(−1)nqi(n+i−t−s)+(t−i)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ a)

+ qi(n+i−t−s−1)(a⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ 1)

+ q(i+1)(n+i−t−s)+(s−i)(b⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i−1 ⊗ 1)

+(−1)s+1q(i+1)(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ b)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i−1 ⊗ 1)

+(−1)s+1qi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ a)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ 1).

注意到上述和式中 (−1)sqi(n+i−t−s)(1⊗gsi ⊗1)⊗Λq (a⊗gn−s−1
t−i ⊗1)+(−1)s+1qi(n+i−t−s)(1⊗gsi ⊗a)⊗Λq

(1⊗gn−s−1
t−i ⊗1) = 0,以及 (−1)sq(i+1)(n+i−t−s)(1⊗gsi ⊗1)⊗Λq (b⊗gn−s−1

t−i−1 ⊗1)+(−1)s+1q(i+1)(n+i−t−s)(1⊗
gsi ⊗ b)⊗Λq (1⊗ gn−s−1

t−i−1 ⊗ 1) = 0.

另一方面, ∆n−1dn(1⊗ gnt ⊗ 1) 中形如 (1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq - 的和项为

qi(n+i−t−s−1)(a⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ 1)

+ qi(n+i−t−s)+(n−t)(b⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i−1 ⊗ 1)

+(−1)nqi(n+i−t−s)(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ b)

+(−1)nqi(n−1+i−t−s)+t(1⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
t−i ⊗ a).

所以, Dn∆n(1 ⊗ gnt ⊗ 1) 和式中与 ∆n−1dn(1 ⊗ gnt ⊗ 1) 中形如 (1 ⊗ gsi ⊗ 1)⊗Λq - 的和项一致. 因此

∆n−1dn(1⊗ gnt ⊗ 1) = Dn∆n(1⊗ gnt ⊗ 1).
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(2) 当 t = n 时, 由 ∆ 的定义可知,

∆n(1⊗ gnn ⊗ 1) =

n∑
s=0

(1⊗ gss ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
n−s ⊗ 1),

因而

Dn∆n(1⊗ gnn ⊗ 1) = Dn

( n∑
s=0

(1⊗ gss ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
n−s ⊗ 1)

)

=

n−1∑
s=0

(−1)s(1⊗ gss ⊗ 1)⊗Λq [b⊗ gn−s−1
n−s−1 ⊗ 1 + (−1)(n−s)(1⊗ gn−s−1

n−s−1 ⊗ b)]

+

n−1∑
s=0

[b⊗ gss ⊗ 1 + (−1)s+11⊗ gss ⊗ b]⊗Λq (1⊗ gn−s−1
n−s−1 ⊗ 1)

=

n−1∑
s=0

[(−1)n(1⊗ gss ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
n−s−1 ⊗ b) + (b⊗ gss ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1

n−s−1 ⊗ 1)]

= ∆n−1dn(1⊗ gnn ⊗ 1).

(3) 当 t = n+ 1 时, 由 ∆ 的定义,

∆n(1⊗ gnn+1 ⊗ 1) =
n∑

s=0

(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq
(1⊗ gn−s

n−s+1 ⊗ 1),

则

Dn∆n(1⊗ gnn+1 ⊗ 1) = Dn

( n∑
s=0

(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s
n−s+1 ⊗ 1)

)

=

n−1∑
s=0

(−1)s(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq [a⊗ gn−s−1
n−s ⊗ 1 + (−1)(n−s)(1⊗ gn−s−1

0 ⊗ c)]

+

n−1∑
s=0

[a⊗ gs0 ⊗ 1 + (−1)s+11⊗ gs0 ⊗ a]⊗Λq (1⊗ gn−s−1
n−s ⊗ 1)

=

n−1∑
s=0

[(−1)n(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1
0 ⊗ c) + (a⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn−s−1

n−s ⊗ 1)]

= ∆n−1dn(1⊗ gnn+1 ⊗ 1).

因此, 我们证明了交换图成立, 即 ∆ 是链映射. 定理得证.

我们利用链映射 ∆ 来描述代数 Λq 的 Hochschild 上同调的 cup 积. 下面的定理表明, Λq 的

Hochschild 上同调的 cup 积本质上是平行路的毗连 (在相差常数因子的意义下).

定理 3.3 设

ξ = (gni , x) ∈ Mn, η = (gmj , y) ∈ Mm

分别是 HHn(Λq) 和 HHm(Λq) 中相应元素 (陪集) 的代表元, 则 ξ 与 η 的 cup 积为

ξ ⊔ η =


qi(m−j)(gn+m

i+j , xy), 如果 i 6 n 且j 6 m,

(gn+m
n+m+1, xy), 如果 i = 0, j = m+ 1,

0, 其他.
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证明 为了叙述的简便, 我们不区分 ξ, η ∈ M• 与 ϕ(ξ), ϕ(η) ∈ C∗((P )), 其中 ϕ 为引理 2.2 中的

同构映射. 注意到 ξ, η 的 cup 积定义为下面映射的合成,

P ∆−→ P⊗Λq P
ξ⊗η−→ Λq ⊗Λq Λq

ν−→ Λq,

则当 i 6 n, j 6 m 时, 一方面,

ξ ⊔ η(1⊗ gm+n
m+n+1 ⊗ 1) = ν(ξ ⊗ η)∆(1⊗ gm+n

m+n+1 ⊗ 1) = 0,

另一方面, 对任意 0 6 l 6 m+ n,

ξ ⊔ η(1⊗ gm+n
l ⊗ 1) = ν(ξ ⊗ η)∆(1⊗ gm+n

l ⊗ 1)

= ν(ξ ⊗ η)

[ n+m∑
s=0

min{l,s}∑
k=max{0,l+s−n−m}

qk(n+m+k−l−s)(1⊗gsk⊗1)⊗Λq (1⊗gn+m−s
l−k ⊗1)

]

= ν

[ n+m∑
s=0

min{l,s}∑
k=max{0,l+s−n−m}

qk(n+m+k−l−s)ξ(1⊗ gsk ⊗ 1)⊗Λq η(1⊗ gn+m−s
l−k ⊗ 1)

]

=

 qi(m−j)xy, 如果 l = i+ j,

0, 其他.

因此, ξ ⊔ η = qi(m−j)(gm+n
i+j , xy).

当 j = m+1时,一方面,对任意 0 6 l 6 m+n, ξ⊔η(1⊗gm+n
l ⊗1) = ν(ξ⊗η)∆(1⊗gm+n

l ⊗1) = 0;

另一方面,

ξ ⊔ η(1⊗ gm+n
m+n+1 ⊗ 1) = ν(ξ ⊗ η)∆(1⊗ gm+n

m+n+1 ⊗ 1)

= ν(ξ ⊗ η)

[ n+m∑
s=0

(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq (1⊗ gn+m−s
n+m−s+1 ⊗ 1)

]

= ν

[ n+m∑
s=0

ξ(1⊗ gs0 ⊗ 1)⊗Λq η(1⊗ gn+m−s
n+m−s+1 ⊗ 1)

]

=

 xy, 如果 i = 0,

0, 其他.

所以, 当 i = 0, j = m+ 1 时, ξ ⊔ η = (gm+n
m+n+1, xy); 当 0 < i 6 n+m+ 1, j = n+m, ξ ⊔ η = 0.

当 i = n+ 1 时, ξ ⊔ η(1⊗ gm+n
l ⊗ 1) = ν(ξ ⊗ η)∆(1⊗ gm+n

l ⊗ 1) = 0, 其中 0 6 l 6 m+ n+ 1.

综合上述三种情形, 定理得证.

作为上述主定理的一个应用,我们将描述HH∗(Λq)/N 的代数结构. 下面的引理构造了HH∗(Λq)/N
作为向量空间的一组 k- 基 (我们用平行路表达了 HH∗(Λq)/N 中对应陪集的代表元).

引理 3.4 (1) 当 chark = 2 时, 设 q 是 m 次本原单位根, 令

Hn =


{(g00 , e1) + (g01 , e2)}, 如果 n = 0,

{(gnim, e1) | i = 1, 2, . . . , t}, 如果 n = tm > 0,

∅, 其他,
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则
∪∞

n=0 Hn 构成 HH∗(Λq)/N 作为向量空间的一组 k- 基.

(2) 当 chark ̸= 2 时, 若 q 是 m 次本原单位根, 令

J n =


{(g00 , e1) + (g01 , e2)}, 如果 n = 0,

{(g2nim, e1) | i = 1, 2, . . . , t}, 如果 2n = tm > 0,

∅, 其他,

则
∪∞

n=0 J n 构成 HH∗(Λq)/N 作为向量空间的一组 k- 基.

(3) 若 q 非单位根, 则 H0 = {(g00 , e1) + (g01 , e2)} 构成 HH∗(Λq)/N 作为向量空间的一组 k- 基.

证明 注意到引理 2.2中的向量空间同构 k(gn//B) ∼= HomΛe
q
(Pn,Λq),其中 B = {e1, e2, a, b, c, ba,

bc},由定理 3.3中对 HH∗(Λq)的 Hochschild上同调的 cup积的描述可知,对于任意的 x ∈ B \{e1, e2},
(gni , x) ⊔ (gni , x) = 0, 即 (gni , x) 为幂零元, 故 HH∗(Λq)/N 作为 k- 向量空间由集合 H = {(gni , e1) | i =
1, 2, . . . , t, (g01 , e2)} 生成, 其中 n > 0.

(1) 首先考虑 chark = 2, q 是 m 次本原单位根的情形. 由 δ∗ 的定义,

δ1(g00 , e1) = (a, g10)− (a, g10) + (b, g11)− (b, g11)− (c, g12) = −(c, g12),

δ1(g01 , e2) = (c, g12),

δn(gn−1
0 , e1) = (1 + (−1)n)(gn0 , a) + (qn−1 + (−1)n)(gn1 , b) + (−1)n(gnn+1, c),

δn(gn−1
r , e1) = (1 + (−1)nqr)(gnr , a) + (qn−r−1 + (−1)n)(gnr+1, b), 1 6 r 6 n− 1,

其中 n > 1, 我们有 δ1((g00 , e1) + (g01 , e2)) = 0, δn(gn−1
0 , e1) ̸= 0, 而且 δn(gn−1

r , e1) = 0 当且仅当

1 + (−1)nqr 与 qn−r−1 + (−1)n 同时为零, 其中 1 6 r 6 n − 1. 因此, 当 chark = 2, q 是 m 次本原单

位根时, 1 + (−1)nqr 与 qn−r−1 + (−1)n 同时为零当且仅当 n − 1 = tm 且 r = im (1 6 i 6 t), 所以

H ∩ Kerδn+1 = Hn, 而且由 δ∗ 的定义可知, H ∩ Imδn = ∅, 故 H ∩ HHn(Λq) = Hn, 因此
∪∞

i=0 Hi 是

HH∗(Λq)/N 作为 k- 向量空间的一组生成元, 又由于
∪∞

i=0 Hi 中的元素 k- 线性无关, 所以
∪∞

n=0 Hn

构成 HH∗(Λq)/N 作为向量空间的一组 k- 基.

(2) 与 (3) 可以类似地证明.

下面的定理清晰地描述了 HH∗(Λq)/N 的代数结构.

定理 3.5 设 Λq = kQ/Iq 是第 1 节引入的量子 Koszul 代数, 则

HH∗(Λq)/N ∼=


k ⊕ k[xm, ym]ym, 如果 chark = 2, q 是 m 次本原单位根,

(k ⊕ k[xm, ym]ym)ev, 如果 chark ̸= 2, q 是 m 次本原单位根,

k, 如果 q 非单位根,

其中 (k ⊕ k[xm, ym]ym)ev 表示 k ⊕ k[xm, ym]ym 作为 N- 分次代数中的所有偶次分支构成的子代数.

证明 首先考虑 chark = 2, q是 m次本原单位根的情形. 由上面的引理可知,集合 {e = (g00 , e1)+

(g01 , e2), Xn
im = (gnim, e1) | i = 1, 2, . . . , t, n = tm > 0}构成 HH∗(Λq)/N 作为向量空间的一组 k-基.而

且, 由定理 3.3 中 HH∗(Λq) 的 cup 积的描述, e ⊔ e = e, e ⊔Xtm
im = Xtm

im , Xsm
im ⊔Xtm

jm = X
(s+t)m
(i+j)m . 建立

对应 φ : 1 7→ e, x 7→ (g10 , e1), y 7→ (g11 , e1), 而且 φ 诱导了从 k ⊕ k[xm, ym]ym 到 HH∗(Λq)/N 的代数同
态 φ̃ : x(t−i)mym 7→ Xtm

im . 由于 Kerφ̃ = 0, 且 φ̃ 为满同态, 因此 φ̃ 为代数同构.

chark ̸= 2 且 q 是 m 次本原单位根的情形和 q 非单位根的情形可类似证明.
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由上述定理立即可得

推论 3.6 若 q 为单位根, 则 HH∗(Λq)/N 作为代数不是有限生成的.

注 3.7 当 q = −1时,上述结果与 Snashall通过计算代数 Λ−1 的 Koszul对偶 E(Λ−1)的分次中

心 Zgr(E(Λ−1)), 利用同构 HH∗(Λ−1)/N ∼= Zgr(E(Λ−1))/Ngr 得到的结果一致 [10], 而且定理 3.3、3.5

及其证明揭示了 HH∗(Λq)/N (q 为单位根) 作为代数不是有限生成的根本原因在于 (gn0 , e1) (n > 0) 不

属于 Kerδn+1, 即平行路 (gn0 , e1) 不是 n 阶上循环, 因而 (gn0 , e1) 不属于 HH∗(Λq)/N . 事实上, 由定

理 3.4 知 (g2tmm , e1) ∈ HH∗(Λq)/N ; 假如 (g2tmm , e1) (t > 1) 能够由 HH∗(Λq)/N 中的两个低次的元素生
成, 则由定理 3.3 中对 HH∗(Λq) 的 cup 积的描述, 必有

(g2tmm , e1) = (g
(2t−i)m
0 , e1) ⊔ (gimm , e1).

但 (g
(2t−i)m
0 , e1) 不属于 HH∗(Λq)/N , 故 (g2tmm , e1) (t > 1) 不能由 HH∗(Λq)/N 两个低次的元素生成,

因此 HH∗(Λq)/N 作为代数不是有限生成的. 然而,对于二元量子外代数 Γq = k⟨a, b⟩/⟨a2, b2, ab+ qba⟩,
由文献 [11] 知

HH∗(Γq)/N ∼=



k[xm, ym], 如果 chark = 2,

或者 chark ̸= 2, q 是 m 次本原单位根且 m 为偶数,

k[x2m, xmym, y2m], 如果 chark ̸= 2, q 是 m 次本原单位根且 m 为奇数,

k, 如果 q 非单位根,

因此 HH∗(Γq)/N 作为代数是有限生成的.
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Hochschild cohomology of a class of quantized Koszul algebras

ZHANG Chao & XU YunGe

Abstract In this paper, we mainly compute the k-dimensions of Hochschild cohomology spaces of a class

of quantized Koszul algebras Λq (q ∈ k \ {0}) with the application of combinatorics, explicitly describe the cup

product of Hochschild cohomology of Λq, and thus determine the structure of the Hochschild cohomology ring

HH∗(Λq) of Λq modulo the ideal N generated by nilpotence. As a consequence, we show that HH∗(Λq)/N is not

finitely generated as an algebra when q is a root of unity, and thus provide more counterexamples for Snashall-

Solberg conjecture (namely, the Hochschild cohomology ring modulo nilpotence of a finite-dimensional k-algebra

is always finitely generated as algebra).
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