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摘要 Fino-Vezzoni 猜想是近年来非 Kähler 几何研究中的热点问题之一. 该猜想的叙述是, 任给紧复

流形, 若其上存在平衡度量又存在多重闭度量, 则必存在 Kähler 度量. 目前针对若干特殊的 Hermite

流形类, 该猜想已经被验证. 本文简要回顾关于该猜想的若干部分性结果, 并对一类特殊的 Lie 复流

形验证该猜想: 若紧复流形的万有覆叠为带左不变复结构的 Lie 群, 其 Lie 代数含有 J- 不变的余维为

2 的 Abel 理想, 则该猜想在其上成立. 这种情形是 “几乎 Abel” 情形的一个自然推广.

关键词 Hermite 流形 Chern 联络 平衡度量 多重闭度量 Lie 复流形 Fino-Vezzoni 猜想

MSC (2020) 主题分类 53C55

1 引言

众所周知, 复几何是一门研究复流形的几何、拓扑与函数论性质的数学分支. 其研究方法从大体

上说可以粗略地分为代数方法与分析方法两大类: 前者属于代数几何的范畴;而后者属于复微分几何,

主要运用微积分与多复变函数论等手段进行研究, 这也是本文讨论的范围.

在任何复流形上总存在 Hermite 度量, 即与近复结构相容的 Riemann 度量. 设 Mn 为复流形, g

为其上的一个 Hermite 度量. 设 ω 为相应的 Kähler 形式—Mn 上的一个处处正定的 (1, 1)- 形式. 若

dω = 0, 则称度量 g 为 Kähler 的. 若一个复流形上存在 Kähler 度量, 则称这个复流形为 Kähler 型的,

否则称为非 Kähler 型的.

自 20 世纪 50 年代以来, Kähler 几何得到了长足的发展, 人们对 Kähler 型的紧复流形有了

较为深入的了解, 许多数学家在此领域作出了贡献, 其中的代表性人物有陈省身、Kodaira (小平邦

彦)、Serre、Atiyah、Hirzebruch、Bott、Calabi和丘成桐等. 两个显然的因素促进了该领域的发展:一是

Kähler 型流形是一个足够大的研究对象类, 它包含了所有的复射影流形 (简称为代数流形), 即复射影
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空间中由一组齐次多项式的公共零点集所形成的紧复子流形, 这是最简单、最自然的构成复流形的方

式;另一个因素是 Kähler几何的研究相对方便,因为 Hermite度量为 Kähler当且仅当度量的 Riemann

联络 (即 Levi-Civita 联络) 与流形的近复结构也相容, 此时 Riemann 几何与复结构完美匹配, 几何学

的结论往往可以直接演绎出流形的复解析性状.

近十余年来, 非 Kähler 几何学的研究得到了蓬勃发展. 这里面的大致原因也有两个: 一方面, 因

为紧 Kähler 流形的拓扑结构必须满足很强的限制性条件, 导致绝大多数的紧复流形都是非 Kähler 型

的 (后面将对这一论断作进一步说明), 因而研究 (非 Kähler 的) 一般 Hermite 度量的微分几何学性质

就有了必要性; 另一方面, 超弦理论中的被称为 Hull-Strominger系统的模型认为构成物质世界的所谓

隐藏空间是一个非常特殊的 3维紧 Hermite流形,即所谓的非 Kähler Calabi-Yau空间,因而几何学服

务于物理学的天然属性也在很大程度上促进了非 Kähler 几何学的发展.

Hermite 几何学研究的一个基本特点是人们通常会考虑一些特殊的 Hermite 流形类. 因为任何复

流形上都有 Hermite度量, 因而通过对一般 Hermite度量的微分几何学研究所得到的复解析结论适用

于所有复流形, 而关于 n (n > 3) 维复流形的分类目前还属于完全超出认知的事. 自 20 世纪 80 年代

以来, 若干特殊的 Hermite 流形类得到了广泛的研究, 其中最具有代表性的是平衡流形和多重闭流形.

若 d(ωn−1) = 0,即 Kähler形式是余闭的,其中 n是流形的复维数,则称 Hermite度量 g为平衡的.

具有平衡度量的复流形被称为平衡型的. 平衡度量的定义是由 Michelsohn [30] 在 1982 年提出的, 作为

对 Kähler条件的一种推广. 当复维数大于等于 3时,平衡度量可以是非 Kähler的. 此后 40年来,平衡

流形被广泛研究并形成了一类重要的支撑性的特殊 Hermite流形类. 例如, Alessandrini和 Bassanelli [1]

于 1995 年证明了平衡性是双亚纯不变的. 特别地, 任何与 Kähler 流形双亚纯等价的流形都是平衡型

的. 又如, 傅吉祥教授与合作者在平衡型流形的性质和构造方面获得了一系列突破性结果, 参见文

献 [19] 及相关文献. 此外, 因为所有的扭子空间 [4] 都具有平衡度量, 因而任何有限表示群都可以是某

个 3 维紧平衡型流形的基本群.

Kähler 流形的另一种推广是多重闭流形. 若 ∂∂ω = 0, 则称 Hermite 度量 g 为多重闭的. 在有

些数学和理论物理文献中, 这种度量也被称为是 SKT (strong Kähler with torsion) 的. 多重闭的概念

最早见于 Bismut [5] 于 1989 年的文章, 他证明了任何 Hermite 流形上唯一存在一个挠率全反对称的

Hermite 联络. 这个联络今天被称为 Bismut 联络 (Hermite 联络的意思是与度量和近复结构都相容

的联络, 它们构成一个无穷维的仿射空间). 1986 年, 物理学家 Strominger [40] 也发现了 Bismut 联络

的具体公式, 并将其运用到了 Hull-Strominger 系统的构造中. 因此在有的文献中, 这个联络也被称为

Strominger 联络. Bismut 联络的挠率 (当写成 (3, 0) 型张量时) 是全反对称的, 因而是一个 3 次微分

形式. 用 Hermite 度量的 Kähler 形式 ω 来表达, Bismut 挠率为 S =
√
−1(∂ω − ∂ω). 因而多重闭条件

等价于 dS = 0, 即 Bismut 挠率 3- 形式为闭的.

显然,平衡和多重闭条件都是 Kähler条件的自然推广,但对非 Kähler紧复流形而言,这两种特殊

的 Hermite 类被猜测是具有互斥性的. 意大利数学家 Fino 和 Vezzoni [16,17] 提出了如下的猜想:

猜想 1.1 若紧复流形 Mn 上存在 Hermite度量 g 和 h,其中 g 为平衡的, h为多重闭的,则 Mn

上必存在 Kähler 度量.

换言之, 该猜想是说任何非 Kähler 型的紧复流形上不可能同时拥有平衡度量和多重闭度量. 这

里复流形的维数至少是 3, 因为在复 2 维时平衡等同于 Kähler. 需要注意的是, 在上述猜想中紧性假

设很关键, 因为在非紧的情形下, 存在非 Kähler 型流形的例子: 流形上同时具有平衡度量和多重闭度

量. 另外, 上述猜想的困难之处主要在于度量 g 与 h 可以是不同的. 根据 Alexandrov 和 Ivanov [2] 的

一个结果可知, 任何既平衡又多重闭的 Hermite 度量必然 Kähler. 为方便读者, 后面也会给出这个定
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理的一个简单证明.

Fino-Vezzoni 猜想自问世以来, 吸引了众多复几何学家的关注, 在对该猜想的研究上也出现了大

量的部分性结果, 使该猜想在许多特殊的 Hermite 流形类中得到了验证, 因此大家也更为相信该猜想

应该成立. Verbitsky [44] 证明了在任何非 Kähler 型的扭子空间上不能有多重闭度量, 因而上述猜想对

所有扭子空间都成立. Chiose [6] 证明了上述猜想对所有 Fujiki C 类 (即与紧 Kähler 流形双亚纯等价)

流形成立. Fu 等 [20] 证明了上述猜想对一类特殊的 3 维非 Kähler Calabi-Yau 空间成立. Fei [11] 证明

了该猜想对广义 Calabi-Gray 流形成立. Otiman [32] 证明了该猜想对所有 Oeljeklaus-Toma 流形成立.

此外, Lie 复流形构成一大类特殊的紧复流形, 它们的万有覆叠为 (G, J), 其中, G 为偶数维的 Lie

群, J 为 G 上一个左不变的复结构. 因此 Lie 复流形可以写成 M = G/Γ, 其中 Γ 为 (G, J) 自同构群

的一个离散子群. 常见的特殊情形是 Γ 为 G 的一个具有光滑紧商的离散子群, 即酉格. 当 G 为幂零

群时, 称 M 为幂零复流形 (简称为幂零流形). 同样地, 当 G 为可解群时, 称 M 为可解复流形 (简称

为可解流形). 任何幂零 Lie 群总含有酉格, 而对给定的可解 Lie 群而言, 是否存在酉格通常是 Lie 群

理论中一个较为困难的问题.另外,给定一个偶数维的 Lie群 G,其上是否存在左不变的复结构也是一

个较为复杂的问题, 取决于 G 的群结构. 显然, G 上的左不变复结构一一对应于其 Lie 代数 g 上的复

结构 (即可积的近复结构): 向量空间 g 上的线性变换 J , 满足 J2 = −I 和可积性条件

[x, y]− [Jx, Jy] + J [Jx, y] + J [x, Jy] = 0, ∀x, y ∈ g.

对某些特殊的 Lie 代数类, 如所有的实 6 维的幂零 Lie 代数和实 6 维的具有平凡典则线丛的可解 Lie

代数, 哪些具有复结构 (以及复结构的分类) 是已知的.

Fino 和 Vezzoni [16] 证明了他们的猜想对所有 (具有复结构的) 实 6 维的具有平凡典则线丛的可

解 Lie 代数成立. 紧接着, 他们又在文献 [17] 中证明了对 (任意维的、具有复结构的) 幂零 Lie 代数,

若其步长为 2,则该猜想也成立. 他们同时也猜测,任何具有多重闭度量的幂零复流形必然步长不超过

2. 这一论断最近被 Arroyo 和 Nicolini [3] 所证明, 因此 Fino-Vezzoni 猜想对所有幂零流形都成立.

在除幂零流形之外的 Lie 复流形中, 文献 [13,34] 证明了当 G 为紧半单 Lie 群时, Fino-Vezzoni 猜

想成立. Giusti和 Podestà [24] 证明了该猜想对非紧实半单 Lie群上所有的正则复结构都成立. 在 Fino

和 Paradiso 的两篇近期文献 [14, 15] 中, 他们分别在 “几乎 Abel” (almost Abelian, 即 g 含有余维为 1

的 Abel 理想) 的情形和 “几乎幂零的可解群” (即可解 g 的 nilradical 具有 1 维的 commutator) 的情

形证明了该猜想.最近, Freibert和 Swann [18] 考虑了步长为 2的可解群,证明了在一类特殊的情形,即

所谓的纯粹型 (pure type) 时, Fino-Vezzoni 猜想成立.

任给 Lie 复流形 M = G/Γ, 其中 G 为 Lie 群, J 为 G 上的左不变复结构. 设 g 是 M 上的多重闭

(或平衡) 度量, 将其提升到 G 上, 通过积分取平均的方法, Fino 和 Grantcharov [12] 及 Ugarte [43] 证明

了 G 上存在左不变的多重闭 (或平衡) 度量. 因此在针对 Lie 复流形来验证 Fino-Vezzoni 猜想时, 不

妨假设其上存在左不变的平衡度量 g 和左不变的多重闭度量 h.

此外, Lie 群 G 具有紧商的一个必要条件是 G (或等价地, g) 为幺模 (unimodular) 的, 即对于任

意 x ∈ g 有 tr(adx) = 0.

本文的主要目的是继续针对一般维数的 Lie 复流形开展关于 Fino-Vezzoni 猜想的研究. 考虑几乎

Abel 情形的一个自然推广: 假设 g 含有余维为 2 的 Abel 理想 a. 设 J 为 g 上的复结构, 此时 a ∩ Ja
的余维只能是 2 或者 4, 前者更为简单, 它当且仅当 Ja = a 时成立. 考虑这种特殊情形, 并称其为 “g

含有余维为 2的 J-不变的 Abel理想”. Guo和 Zheng [25] 研究了这种 Lie代数上若干特殊 Hermite度

量类的刻画. 本文针对这种特殊的 Lie 复流形来验证 Fino-Vezzoni 猜想. 下面是本文的主要结果:
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定理 1.1 设紧复流形 M 的万有覆叠为带左不变复结构的 Lie 群, 其 Lie 代数含有余维为 2

的、J- 不变的 Abel 理想. 则 Fino-Vezzoni 猜想对 M 成立, 即若 M 上既有平衡度量又有多重闭度量,

则其上必有 Kähler 度量.

换言之, 对含有余维为 2 的 J- 不变 Abel 理想的幺模 Lie 代数而言, Fino-Vezzoni 猜想成立. 注

意到, 这种 Lie 代数总是可解的, 且其步长不超过 3, 但一般不是 2, 因此不被 Freibert 和 Swann [18] 的

结果所包括.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节简要回顾关于 Fino-Vezzoni 猜想的部分前述结果. 第 3 节考虑

Lie Hermite 流形, 即带左不变 Hermite 度量的 Lie 复流形, 讨论其基本的微分几何性质, 为后面关于

主要定理的证明作好准备. 第 4 节证明上述定理.

2 Fino-Vezzoni 猜想的部分已知结果

上一节列举了若干关于 Fino-Vezzoni 猜想的部分性结果, 本节针对其中的一些结果作简单说明,

以增加对该猜想及若干特殊 Hermite 流形类的了解. 回顾 Penrose 的扭子空间, 这是一类 3 维紧复流

形, 其基本群可以是任何有限表示群, 因而至少从基本群的角度上看, 紧复流形的拓扑没有任何限制.

这与紧 Kähler 流形的情形形成巨大的反差.

考虑带标准度量与定向的 Euclid 空间 R4. 考虑其上与度量和定向都相容的 (常值) 近复结构

J , 它 (在标准基下) 对应于一个行列式为 1 的反对称的正交阵. 所有这种 J 的集合 J (R4) 光滑同

胚于 S2. 考虑一个紧定向的 4 维 Riemann 流形 (X, g), 对于任意 x ∈ X, 切空间 TxX ∼= R4, 因而

Zx = J (TxX) ∼= S2. 称并集 π : Z =
∪

x∈X Zx → X 为 X 的扭子空间. 显然, Z 是 X 上的一个纤维

为 S2 的光滑纤维丛, 因而 Z 是一个 6 维的紧光滑流形. 底流形 X 上的度量和球面上的标准度量可

以自然地诱导出 Z 上一族共形的 Riemann 度量 ht (t > 0), 使得 π 为 Riemann 浸没. 与此同时, 在 Z

上有与 ht 相容的近复结构 J : 在 (x, v) ∈ Z 点处, J(x,v) = Jv + J0, 其中, J0 是纤维 S2 = CP1 作为

Riemann 面的复结构, 而 Jv 是 TxX 上的那个对应于 v ∈ J (TxX) ∼= S2 的近复结构. (J, ht) 使 Z 成

为一个近 Hermite 流形.

Atiyah 等 [4] 证明了, Z 上的这个近复结构 J 可积 (即为复结构) 当且仅当 Riemann 流形 (X, g)

是对偶的,即其 Riemann曲率算子在 Λ2
− 部分的分量为 0,其中 Λ2

− 为 Hodge星算子在微分 2-形式所

形成的空间中的关于特征值 (−1) 的特征子空间. 由 Taubes 的著名的粘贴定理 (参见文献 [41, 42] 以

及 Donaldson 的推广 [10]) 知, 给定任何紧定向 4 维流形, 将其与足够多个复射影平面作连通和, 则在

新的流形上总是存在对偶 Riemann 度量, 因而其上的扭子空间便是一个复 3 维的紧复流形. 这个复

流形与最初那个实 4 维流形显然具有相同的基本群. 由 Milnor 的著名结果 (如 Schwartz 的讲义 [39])

知任何有限表示群可以作为某 4 维紧流形的基本群, 因而当复维数大于等于 3 时, 紧复流形的基本群

没有任何障碍.

与此相对应的, 若用 Kn 代表所有可作为复 n 维紧 Kähler 流形基本群的 (有限表示) 群的集合,

则因为乘积上复射影直线不改变基本群, 因此有 K2 ⊆ K3 ⊆ K4 ⊆ · · · ⊆ K, 其中 K =
∪

n>2 Kn 被称为

Kähler 群. 紧 Kähler 流形的拓扑具有很强的限制性, 例如, 由 Hodge 分解定理知其第一 Betti 数必须

是偶数,因而 Z不属于 K. 相应地,若用 P 来表示射影群,即所有复射影流形的基本群,则由 Lefschetz

超平面截面定理可知, P 也代表所有复射影曲面的基本群, 因而 P ⊆ K2. 由 Kodaira 的一个著名定理

知,任何紧 Kähler曲面可以形变成 (从而微分同胚于)复射影曲面,因而 P = K2. 在 2019年, Claudon
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等 [7] 令人惊异地证明了 P = K3, 并且还猜测 P = K. 关于 Kähler群和射影群的研究也是近年来复几

何中的一个热点问题.

回到扭子空间的问题, 当底流形为 4 维标准球面 S4 或 (带标准的 Fubini-Study 度量的) 复射影

平面 CP2 时, 相应的扭子空间分别是 CP3 和旗流形 P(TP2), 这两个 3 维复流形都是 Kähler 的. 除此

之外, Hitchin [27] 证明其他所有的扭子空间都是非 Kähler 型的, 即其上不存在任何 Kähler 度量. 在前

面提到的文献 [44] 中, Verbitsky [44] 证明了这些非 Kähler 型的扭子空间上皆不存在多重闭度量, 因而

Fino-Vezzoni 猜想对于任意扭子空间都成立.

给定 Hermite流形 (Mn, g),设 ω为其 Kähler形式. 除平衡度量与多重闭度量之外,还有几种特殊

Hermite度量也被广为研究.例如, Gauduchon度量是指满足条件 ∂∂(ωn−1) = 0的 Hermite度量. 1977

年, Gauduchon [22] 的一个著名结果是,当 Mn 为紧时,任何 Hermite度量都共形于唯一 (常数倍下)一

个 Gauduchon度量. 作为推广, 对于任意整数 1 6 k 6 n− 1, Fu等 [21] 引入了 k-Gauduchon度量的概

念,即满足条件 ∂∂(ωk)∧ωn−k−1 = 0的度量. 显然,当 k = n−1时,这便回到原来的 Gauduchon度量.

Jost和 Yau [28] 在研究调和映射的刚性问题时引入了亚 Kähler度量的定义,即满足条件 ∂∂(ωn−2) = 0

的 Hermite 度量. 另外, 若流形上存在整体 (2, 0)- 形式 α, 使得 d(α + ω + α) = 0, 则称 g 为 Hermite

辛度量. 显然,

Hermite 辛 ⇒ 多重闭 ⇒ 1-Gauduchon.

在研究复结构形变理论时, Popovici [35] 引入了特殊 Gauduchon 度量的概念, 即在流形上存在整体

(n, n− 2)- 形式 Ψ 使得 ∂(ωn−1) = ∂Ψ 成立. 显然, 也有

平衡 ⇒ 特殊 Gauduchon ⇒ Gauduchon.

值得注意的是, Fino-Vezzoni 猜想实际上是非常精细的. 例如, 尽管平衡性与特殊 Gauduchon 相距不

远, Otal 等 [31] 构造了紧 Hermite 流形的例子: 该度量同时是多重闭的和特殊 Gauduchon 的, 但该流

形是非 Kähler 型的. 换言之, 在 Fino-Vezzoni 猜想中, 平衡的条件不能放宽成特殊 Gauduchon 的.

下面简要回顾 Chiose [6] 关于 Fujiki C 类流形的结果:若 Mn 是属于 Fujiki C 类的流形 (即与某紧

Kähler 流形双亚纯等价的流形), 并且 g 是 Mn 上的多重闭度量, 则 Mn 上必存在 Kähler 度量. 若复

流形 Mn 上任何 d- 闭、∂- 正合的 (p, q)- 形式都是 ∂∂- 正合的, 则称复流形 Mn 满足 (关于 (p, q)- 形

式的) ∂∂- 引理. 人们已知 Fujiki C 类流形都满足 ∂∂- 引理, 因而若 g 是多重闭度量, 即其 Kähler 形

式 ω 满足 ∂∂ω = 0, 则由 ∂∂- 引理可得 (1, 0)- 形式 α 满足 ∂ω = ∂∂α, 因而 ψ := ω − ∂α− ∂α 为闭的

(1, 1)- 形式.

利用 ω 的这个表达式, Chiose 非常巧妙地得到了关于 ψk ∧ Ω 的积分公式, 其中 k 是任何介于 1

和 n 之间的整数, 而 Ω 是任何 d- 闭、正定的 (n − k, n − k)- 形式. 这个积分公式使得 ψ 所属的上同

调类满足 Demailly 和 Paun [9] 关于 Kähler 类的刻画. 再利用 Harvey 和 Lawson [26] 的经典的 Kähler

性刻画理论 (用广义微分形式 (currents) 的语言), Chiose [6] 就证明了 ψ 的上同调类中必含有 Kähler

形式,因而任何多重闭的 Fujiki C 类流形都是 Kähler型的,特别地,在 Fujiki C 类流形上 Fino-Vezzoni

猜想成立.

满足 ∂∂-引理的紧复流形被称为 ∂∂-流形. 紧 Kähler流形的一个重要特点是它们都是 ∂∂-流形.

利用这一性质, Deligne 等 [8] 证明了紧 Kähler 流形的有理同伦类完全由其上同调环的结构所决定, 由

此得到比 Hodge 理论更为精细的关于紧 Kähler 流形的拓扑限制.

在一般维数情形, ∂∂- 引理是否具有双亚纯不变性仍然是一个公开问题. 由文献 [8, 33] 的结果可

以得出 ∂∂- 引理在吹塌 (blow-down) 时被保持 (参见文献 [37, 推论 5.6]), 因此问题归结为该引理是否
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能在吹胀 (blow-up) 时被保持. 当维数等于 3 时该不变性已被 Rao 等 [36] 证明. 相关问题的讨论可参

见文献 [29, 48]. 文献 [37, 推论 5.5] 证明了在一般维数、当底流形和其中某子流形都满足 ∂∂- 引理时,

则沿该子流形的吹胀也满足该引理.

最后, 回顾 Alexandrov 和 Ivanov [2] 的一个结果, 即任何同时为平衡和多重闭的 Hermite 度量必

然是 Kähler 的:

定理 2.1 若 Hermite 度量 g 既是平衡的又是多重闭的, 则它必定是 Kähler 的.

这是当人们讨论 Fino-Vezzoni 猜想时会想到的一个非常自然的问题. 为方便读者, 对上述结果,

这里给出一个简要的证明. 设 (Mn, g) 为满足上述定理条件的 Hermite 流形, 则有 d(ωn−1) = 0 和

∂∂ω = 0. 我们希望证明 dω = 0, 其中 ω 是 Hermite 流形的 Kähler 形式.

设 {e1, . . . , en} 为流形上的一个局部酉标架, 其对偶余标架为 {φ1, . . . , φn}. 记 Chern 联络 ∇ 的
挠率和曲率张量为 T 和 R:

T (x, y) = ∇xy −∇yx− [x, y], Rxyz = ∇x∇yz −∇y∇xz −∇[x,y]z,

其中 x、y 和 z 为流形上的任何向量场. 又记 Chern 联络在标架 e 下的联络矩阵、曲率矩阵和挠率列

向量分别为 θ、Θ 和 τ , 则有

τj =
1

2

∑
i,k

T j
ikφi ∧ φk, Θij =

∑
k,ℓ

Rkℓ̄ij̄φk ∧ φℓ,

其中, T j
ik = ⟨T (ei, ek), ej⟩, Rij̄kℓ̄ = ⟨Reiejek, eℓ⟩. 用 φ 代表余标架的列向量. Cartan 的结构方程为

dφ = −tθ ∧ φ+ τ, Θ = dθ − θ ∧ θ.

对第一式取外微分并利用第二式,得到第一 Bianchi恒等式 dτ =tΘ∧φ−tθ∧τ . 比较这个第一 Bianchi

恒等式两端的 (2, 1)- 部分的系数, 则得到

T ℓ
ik,j̄ = Rkj̄iℓ̄ −Rij̄kℓ̄. (2.1)

这里逗号后的指标表示关于 Chern 联络的协变微分. 由 ω =
√
−1

t
φ ∧ φ, 通过微分得到

∂ω =
√
−1

t
τ ∧ φ,

√
−1∂∂ω =t τ ∧ τ +tφ ∧Θ ∧ φ.

这里用到了酉标架的性质 tθ = −θ. 因此当度量为多重闭时, 将第二个等式展开就得到∑
r

T r
ikT

r
jℓ = T j

ik,ℓ̄
− T ℓ

ik,j̄ , ∀ 1 6 i, j, k, ℓ 6 n. (2.2)

特别地, 令 i = j, k = ℓ, 并对 i 和 k 求和, 可知任何多重闭度量都满足∑
r,i,k

|T r
ik|2 =

∑
i,k

(T i
ik,k̄ − T k

ik,̄i) = 2
∑
k

∑
r

T r
rk,k̄ = 2

∑
k

ηk,k̄. (2.3)

这里, ηk =
∑

r T
r
rk, η =

∑
k ηkφk 为流形上的整体 (1, 0)- 形式, 由方程 ∂(ωn−1) = −η ∧ ωn−1 所决定.

η 被称为 Gauduchon挠率 1- 形式 [23]. 根据定义可知, 度量为平衡当且仅当 η = 0. 因此若度量为多重

闭, 则有 (2.3). 而若度量又同时是平衡的, 则有 η = 0. 因而其协变导数也是 0, 从而 T = 0, 这等价于

度量是 Kähler 的. 至此完成了 Alexandrov-Ivanov 定理的证明.
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3 Lie Hermite 流形的性质

本节讨论 Lie Hermite流形的若干基本性质,为后面关于本文主要定理的证明作好基础. 设 (Mn, g)

为 Lie Hermite 流形, 即紧 Hermite 流形, 其万有覆叠空间为 (G, J, g), 其中, G 为 Lie 群, J 为群上的

左不变复结构, g 为一个与 J 相容的左不变度量. 设 G 的 Lie 代数为 g. (J, g) 对应于 g 一个可积的

近复结构和一个与之相容的内积. 为方便计, 仍用相同的字母来表达. 任何 x ∈ g 都对应一个 G 上的

左不变向量场, 仍记为 x. 记 g1,0 = {x−
√
−1Jx | x ∈ g}, 则任何 X ∈ g1,0 对应于 G 上一个左不变的

(1, 0)- 型的复向量场.

设 {e1, . . . , en}为 g1,0 上的一个酉基,它对应于 G上一个左不变的酉标架. 将度量 g 写成 ⟨·, ·⟩并
线性延拓到 C, 则有 ⟨ei, ej⟩ = 0, ⟨ei, ej⟩ = δij . 本文使用文献 [45–47,49] 中的部分记号. 令

Cj
ik = ⟨[ei, ek], ej⟩, Dj

ik = ⟨ei, [ek, ej ]⟩.

C 和 D 作为 Lie 代数结构常数的一种复化表达, 满足如下 Jacobi 恒等式:∑
r

(Cr
ijC

ℓ
rk + Cr

jkC
ℓ
ri + Cr

kiC
ℓ
rj) = 0, (3.1)∑

r

(Cr
ikD

ℓ
jr +Dr

jiD
ℓ
rk −Dr

jkD
ℓ
ri) = 0, (3.2)∑

r

(Cr
ikD

r
jℓ − Cj

rkD
i
rℓ + Cj

riD
k
rℓ −Dℓ

riD
k
jr +Dℓ

rkD
i
jr) = 0, (3.3)

其中 i、j、k 和 ℓ 是任何介于 1 和 n 之间的整数. 注意到, g 的复化 g⊗ C 总是一个复 Lie 代数. g 上

的近复结构 J 为可积的条件等价于 g1,0 是一个复 Lie 代数. 而 D = 0 当且仅当 g 本身也是一个复

Lie 代数, 此时它显然同构于 g1,0. 因此系数 D 代表的是 Lie 代数 g 距离复 Lie 代数的某种差距. 与

此相应地, C = 0 当且仅当

[Jx, Jy] = [x, y], ∀x, y ∈ g.

此时称复结构 J 是 Abel 的. 另外, 条件 C +D = 0 反映的是 g 上的度量在 Ad(G) 作用下不变, 或等

价地, G上的度量 g 是双不变的. 由 Milnor引理可知 Lie群具有双不变度量当且仅当该 Lie群为紧半

单 Lie 群与向量群的直积.

系数 C 和 D 包含了 Lie代数 g及其 Hermite结构 (J, g)的所有信息.在酉标架 e下, G的 Chern

联络 ∇ 具有表达式

∇ei =
∑
j

θij ⊗ ej , θij =
∑
k

(Dj
ikφk −Di

jkφk), (3.4)

其中 φ 为与 e 对偶的余标架, 即满足 φi(ej) = δij 和 φi(ej) = 0 的 (1, 0)- 形式. 另外, Chern 联络的挠

率张量 T (x, y) = ∇xy −∇yx− [x, y], 在酉标架下的分量为

T (ei, ej) = 0, T (ei, ek) =
∑
j

T j
ikej , T j

ik = −Cj
ik −Dj

ik +Dj
ki. (3.5)

由幺模的定义可知,

g 为幺模 ⇔
∑
s

(Cs
si +Ds

si) = 0, ∀ i. (3.6)
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Gauduchon [23] 的挠率 1- 形式 η 为由方程 ∂(ωn−1) = −η ∧ ωn−1 所唯一确定的 (1, 0)- 形式, 它具有

分量

η =
∑
i

ηiφi, ηi =
∑
s

T s
si =

∑
s

Ds
is −

∑
s

(Cs
si +Ds

si). (3.7)

利用余标架, Cartan 的结构方程可写成

dφj = −
∑
k

θkj ∧ φk + τj

= −
∑
k

θkj ∧ φk +
1

2

∑
i,k

T j
ikφi ∧ φk

= −1

2

∑
i,k

Cj
ikφi ∧ φk −

∑
i,k

Di
jkφi ∧ φk. (3.8)

由此及 η 的定义得到 ∂η = −
∑

i,j(ej(ηi) +
∑

r ηrD
i
rj)φi ∧ φj . 当 G 为幺模时, 有 ηr =

∑
sD

s
rs, 因而

∂∂(ωn−1) = (∂η + η ∧ η) ∧ ωn−1 = 0, (3.9)

即 Lie Hermite 流形总是 Gauduchon 的. 这是一个大家所熟知的结论.

考虑 G 为幂零群的情形. 记 g1 = [g, g], gk+1 = [gk, g]. G (或等价地, g) 为幂零的定义是指, 存在

正整数 k 使得 gk = 0. 最小的这种 k 被称为 g 的步长. 因此步长为 1 代表 Lie 代数是 Abel 的, 步长

为 2 代表 Lie 代数本身不是 Abel 的, 但其交换子 [g, g] 是 Abel 的.

定理 3.1 [38] 设 G 为 (实) 维数为 2n 的幂零 Lie 群, J 为 G 上左不变的复结构. 则存在 G 上左

不变的 (1, 0)- 形式 {φ1, . . . , φn} 所构成的余标架使得

dφ1 = 0, dφi ∈ I{φ1, . . . , φi−1}, ∀ 2 6 i 6 n, (3.10)

其中 I 表示在复外代数中所生成的理想.

若 g = ⟨·, ·⟩ 为 G 上与 J 相容的左不变度量, 则在选取满足 (3.10) 的余标架 φ 时, 显然可以要求

它是酉的. 此时,若用系数 C 和 D来表达,则 Salamon定理是说,任给幂零 Lie代数及其上的 Hermite

结构, 一定存在酉标架使得

j 6 i, k ⇒ Cj
ik = 0; i 6 j ⇒ Dj

ik = 0. (3.11)

Fino 和 Vezzoni [17] 针对步长为 2 的幂零流形证明了他们提出的猜想:

定理 3.2 [17] 设 G 为 (实) 维数为 2n 的步长为 2 的幂零 Lie 群, J 为 G 上左不变的复结构. 若

(G, J) 上存在左不变的平衡度量 g 和左不变的多重闭度量 h, 则其上必存在左不变的 Kähler 度量.

换言之, Fino-Vezzoni 猜想对步长为 2 的幂零 Lie 复流形成立. 与此同时, 他们也猜测, 任给幂零

Lie 复流形, 若其上具有多重闭度量, 则其步长必不超过 2. 这个猜测最近被 Arroyo 和 Nicolini [3] 所

证明:

定理 3.3 [3] 设 G 为 (实) 维数为 2n 的幂零 Lie 群, J 为 G 上左不变的复结构. 若 (G, J) 上存

在左不变的多重闭度量 h, 则其步长不超过 2.

将上述两个定理相结合, 可知 Fino-Vezzoni 猜想对所有幂零 Lie 复流形都成立:

推论 3.1 设 M 为幂零型的 Lie复流形, 即紧复流形的万有覆叠为 (G, J): G为幂零 Lie群而 J

为 G 上的左不变复结构. 若 M 上存在平衡度量和多重闭度量, 则其上必有 Kähler 度量.
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除幂零流形之外, 对其他的 Lie 复流形而言, Fino-Vezzoni 猜想仍然在很大程度上是未知的. 在第

一节中提到了一些部分性的结果,主要针对紧和非紧的半单 Lie群、所有实 6维的 Calabi-Yau型的可

解群、几乎 Abel的 Lie群以及所谓的纯粹型的步长为 2的可解 Lie群等,一般的情形离解决目前看起

来仍然遥不可及, 因此本文集中于一种特殊的 Lie 代数: 假设它们具有 J- 不变的余维为 2 的 Abel 理

想. 这种 Lie 代数都是步长不超过 3 的可解 Lie 代数, 它们显然是 “几乎 Abel” 情形的一种自然推广.

4 定理 1.1 的证明

本节证明在引言中叙述的主要结果, 即定理 1.1. 设 g 为幺模 Lie 代数, 实维数为 2n, 具有复结

构 J . 设 a ⊆ g 为余维为 2 的 Abel 理想, 并且 Ja = a. Guo 和 Zheng [25] 讨论了 (g, J) 上的 Hermite

度量的性质, 并给出了关于若干特殊 Hermite 度量类的刻画.

设 g 为 g 上与 J 相容的度量. 则有 g1,0 上的酉标架 e 及其对偶标架 φ 使得 a 由下列向量生成:

a = spanR{ei + ei,
√
−1(ei − ei); 2 6 i 6 n}.

这种标架被称为容许标架. 此时 g 的所有可能非零的结构常数为

Cj
1i = Xij , D1

11 = λ, Dj
i1 = Yij , D1

ij = Zij , D1
i1 = vi, 2 6 i, j 6 n,

其中 λ > 0, v ∈ Cn−1 为列向量, 而 X、Y 和 Z 为 (n − 1) × (n − 1) 复矩阵. 结构常数所需要满足的

Jacobi 恒等式 (3.1)–(3.3) 变成如下形式:λ(X∗+ Y ) + [X∗, Y ]− ZZ = 0,

λZ − (ZtX + Y Z) = 0,
(4.1)

其中 X∗ 为 X 的共轭转置, 而度量 g 的结构方程为dφ1 = −λφ1φ1,

dφ = −φ1φ1v − φt
1Xφ+ φ1Y φ− φ1Zφ.

(4.2)

由挠率公式, 即 (3.5) 的最后一式, 可知 Chern 联络挠率的所有可能非零的分量为

T 1
1i = vi, T 1

ij = Zji − Zij , T j
1i = Yij −Xij , 2 6 i, j 6 n. (4.3)

根据文献 [25] 中的结果, 有如下结论:

g 幺模⇔ λ− tr(X) + tr(Y ) = 0,

g 平衡⇔ v = 0, tr(X) = tr(Y ),

g Kähler ⇔ v = 0, X = Y, tZ = Z,

g 多重闭⇔ λB +B∗B + [X∗, B] +tZZ − ZZ = 0,

(4.4)

其中 B = Y −X. 对上面最后一个等式两端取迹, 得到

度量g为多重闭⇒∥B ∥2 + ∥Z ∥2= tr(ZZ)− λtr(B). (4.5)

为完成定理 1.1 的证明, 需要用到如下引理:
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引理 4.1 设 J 为 Lie代数 g上的复结构, a ⊆ g为余维为 2的 Abel理想,满足 Ja = a. 若 (g, J)

上有 Hermite 度量 g 和 g̃, 则存在 g 的容许标架 e 和 g̃ 的容许标架 ẽ, 使得

ẽ1 = pe1 +
n∑

i=2

aiei, ẽi = piei, 2 6 i 6 n, (4.6)

其中, p, p2, . . . , pn > 0, ai ∈ C 为常数. 在相应的标架下, 度量 g 和 g̃ 的结构常数满足如下换算关系:

λ̃ = pλ, X̃ = pPXP−1, Ỹ = pP−1Y P, Z̃ = pP−1ZP, (4.7)

ṽ = pP−1(pv − λa+ Y a+ Za), (4.8)

其中, P = diag{p2, . . . , pn} > 0, a =t (a2, . . . , an).

证明 设 e 为度量 g 的一个容许标架. 将 {e2, . . . , en} 作适当的酉变换, 则存在正常数 p2, . . . , pn

使得 {p2e2, . . . , pnen} 关于 g̃ 幺正. 将其延拓成 g̃ 的酉标架 ẽ, 设其第一元为 ẽ1 = pe1 +
∑n

i=2 aiei, 则

有 p ̸= 0. 适当旋转 ẽ1 可以使 p > 0, 这就得到了引理中叙述的特殊容许标架对. 设 φ 和 φ̃ 分别为相

应的对偶余标架, 则有

φ̃1 =
1

p
φ1, φ̃i =

1

pi
(φi − aiφ1), 2 6 i 6 n.

运用结构方程 (4.2), 即得到变换公式 (4.7) 和 (4.8).

引理 4.2 设 (g, J) 满足引理 4.1 中的假设条件, 且 g 为幺模. 若 (g, J) 上有 Hermite 度量 g 和

平衡度量 g̃, 则在 g 的任何容许标架 e 下, 总有 λ = 0.

证明 设 e 为 g 的任意一个容许标架. 由引理 4.1 的证明可以看到, 保持 e1 而对 {e2, . . . , en} 作
适当的酉变换, 可以得到前述的容许标架对 e 和 ẽ. 注意到 e 的这个变换并不改变其对偶余标架中的

φ1. 因而由结构方程 (4.2) 中的第一式可知其 λ 值不变.

由于 g̃是平衡度量,因而由 (4.4)中的第二式得到 tr(X̃) = tr(Ỹ ). 又因为 g为幺模,故有 λ̃ = tr(X̃)

− tr(Ỹ ) = 0, 再由引理 4.1 中的变换公式即得到 λ = 0.

接下来证明本文的主要结果, 即定理 1.1.

定理 1.1 的证明 考虑 Lie 复流形 M = G/Γ, 其中, G 为带左不变复结构 J 的 Lie 群, g1 和 h1

分别为紧流形 M 上的多重闭度量和平衡度量. 记 G 的 Lie 代数为 g, 则 g 为带复结构 J 的幺模 Lie

代数. 由 Fino和 Grantcharov [12] 及 Ugarte [43] 的工作可知,可以通过积分取平均的方法得到 (G, J)上

左不变的多重闭度量 g 和左不变的平衡度量 h. 根据定理 1.1 的假设, g 包含余维为 2 的满足 Ja = a

的 Abel 理想 a ⊆ g, 而 g 和 h 为 (g, J) 上的 Hermite 度量, 其中, g 是多重闭的, h 是平衡的.

设 e 为 g 的容许标架. 因为 (g, J) 上有平衡度量, 所以由引理 4.2 可知 λ = 0. 因为 Lie 括号的迹

为 0,所以通过对 (4.1)的第一式取迹,可得到 tr(ZZ) = 0.将上式和已知条件 λ = 0代入多重闭度量 g

所满足的公式 (4.5), 可推导出 Z = 0, B = 0, 或等价地, X = Y . 再由 (4.1) 的第一式得到 [X∗, X] = 0,

即 X 为正规矩阵. 此外, 因为度量 h 是平衡的, 其对应的 ṽ 向量为 0, 故由 (4.8) 得到 pv+ Y a = 0, 其

中 a ∈ Cn−1 是一个列向量. 下面来构造 (g, J) 上一个新的 Hermite 度量 g̃, 它将以 ẽ 为其酉标架, 这

里, ẽ1 = pe1 +
∑n

i=2 aiei, ẽi = ei, 2 6 i 6 n. 由引理 4.1 可知 g̃ 在其容许标架 ẽ 下的结构常数为 (其中

P = I, p = 1)

X̃ = Ỹ = X = Y, Z̃ = Z = 0, λ̃ = 0, ṽ = v + Y a = 0.

因而由 (4.4) 中的第三式可知, g̃ 为 Kähler 度量. 至此完成了定理 1.1 的证明.
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从定理 1.1 的证明中可以看到, 对这种 Lie 复流形而言, 如果其上有平衡度量, 则其他 Hermite 度

量并不都是平衡的,尽管它们都具有一定的特殊性 (λ = 0);另外,当假设有平衡度量时,其上若有多重

闭度量, 则该度量必须非常特殊 (λ = 0, Z = 0, X = Y , 并且 v 含于 Y 的像空间), 但它也不必 Kähler

(因为其 v 可以非零). 尽管如此, 此时通过适当改变 e1 的方向, 总可以构造出 Kähler 度量来. 从这个

例子也可以看出 Fino-Vezzoni 猜想的微妙性和代数复杂性.

致谢 两位审稿人对本文提出了十分详尽的更正和修改意见, 我们对此表示衷心感谢! 我们也希望借此机会向沈一兵

先生表达我们的崇高敬意! 先生不仅著作等身, 而且培养了一大批优秀的几何学家. 祝先生生日快乐, 生命之树常青!
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The Fino-Vezzoni conjecture in Hermitian geometry

Yulu Li & Fangyang Zheng

Abstract The Fino-Vezzoni conjecture is an active research topic in non-Kähler geometry in recent years. It
states that, if a compact complex manifold admits a balanced metric and a pluriclosed metric, then it must admit
a Kähler metric. At present the conjecture is known for a number of special types of Hermitian manifolds. In this
article, we prove the conjecture in the special case when the compact complex manifold has its universal cover
being a Lie group equipped with a left-invariant complex structure, whose Lie algebra contains a J-invariant
Abelian ideal of codimension 2. This is a natural generalization to the “almost Abelian” case.
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