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摘要 本文考虑三维不可压缩黏弹性流体力学模型的 Cauchy 问题. 首先引入适当的变量变换, 对变

换后的方程组,研究其线性化系统的 Green函数. 接着,根据 Green函数逐点估计方法,结合方程组解

的表达式, 分析 Riesz 算子的影响, 得到解关于时空的逐点估计.
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1 引言

本文考虑如下的三维不可压缩黏弹性流体力学模型:

∇ · v = 0,

vt + v · ∇v +∇P = µ∆v +∇ · (FF⊤), x ∈ R3, t > 0,

Ft + v · ∇F = ∇vF,

(v, F ) |t=0 = (v0, F0),

(1.1)

其中 v(t, x) 和 P (t, x) 表示速度场和压强, µ (> 0) 是黏性系数, F (t, x) 是形变张量. 本文采用如下

记号:

(∇u)ij = ∂ju
i, (∇uF )ij = ∂ku

iF kj , (divF )i = ∂kF
ik,
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令 E := F − I, 则可将系统 (1.1) 转换为

∇ · v = 0, (t, x) ∈ R+ × R3,

vit + v · ∇vi +∇iP = µ∆vi + Ejk∇jE
ik +∇jE

ij ,

Et + v · ∇E = ∇vE +∇v,

(v,E)(0, x) = (v0, E0)(x).

(1.2)

进一步假定初值 (v0, E0) 满足如下限制条件:

∇ · v0 = 0, det(I + E0) = 1, ∇ · E⊤
0 = 0, (1.3)

∇mE
kj
0 −∇jE

km
0 = Elj

0 ∇lE
km
0 − Elm

0 ∇lE
kj
0 , (1.4)

其中 (1.4) 可以理解为 Lagrange 坐标与 Euler 坐标之间关于变量变换的一致性条件 (参见文献 [1]).

由文献 [1, 2] 中的结论可知, 在任意的时间 t > 0, 解 v 和 E 满足

∇ · v = 0, det(I + E) = 1, ∇ · E⊤ = 0, (1.5)

∇mE
kj −∇jE

km = Elj∇lE
km − Elm∇lE

kj . (1.6)

近年来, 黏弹性流体力学的数学理论得到很多关注. 由 (1.2) 的线性系统∂tE −∇v = 0,

∂tv −∆v − divE = 0
(1.7)

可知, E 仅具有部分耗散, 即 divE 具有耗散性. 这给整体适定性的研究带来了困难. 为此, 在二维情

形, 利用 divE⊤ = 0, Lin 等 [3] 作如下变换:

E =

−∂2ϕ1 −∂2ϕ2

∂1ϕ
1 ∂1ϕ

2

 , (1.8)

其中 ϕ = (ϕ1, ϕ2), 研究了 (v, ϕ) 系统的整体适定性问题. 对于三维情形, (1.8) 就不适用了, Chen 和

Zhang [2] 及 Lin 和 Zhang [4] 利用如下量:

G := F−1, U := G− I

(参见文献 [5]), 研究了 (v, U) 系统的整体适定性问题, 其中 G 满足

∂iG
kj = ∂jG

ki, i, j, k = 1, 2, 3,

而 F 不满足这个好性质. 之后, Lei 等 [1] 证明了 curlF 实际上是高阶非线性项 (参见 (1.6)), 从而在

Sobolev 空间 Hs 中证明了小初值整体适定性. 之后, Qian [6] 利用变换 dkj = − ∧−1 ∇jv
k 和限制条件

(1.6) 巧妙地将系统 (1.2) 转换, 再结合文献 [7] 中可压的 Navier-Stokes 方程组的研究方法, 证得具有

小初值的系统 (1.2) 在

(Ḃ
N
2 −1
2,1 (RN ) ∩ Ḃ

N
2
2,1(R

N ))× Ḃ
N
2 −1
2,1 (RN )
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空间的整体适定性. Zhang 和 Fang [8] 把这一结果延拓到了 Lp 框架下. 之后, Fang 等 [9] 研究了初值

在更大一类空间

E0,α,p := {(ϕ, φ) ∈ S ′
h × S ′

h : (ϕL, φL) ∈ Ḃ
N
2 −1+α
2,1 (RN ), ϕH ∈ Ḃ

N
p

p,1(R
N ), φ ∈ Ḃ

N
p −1

p,1 (RN )}

中方程具有小初值整体解的存在性和唯一性, 其中 α > 0, 且 p > 2. 此外还有很多研究结果是通过

不同于上述方法的能量方法来研究不可压黏弹性系统, 具体可参见文献 [1, 3–5, 10–13]. Shibata [14] 在

基于文献 [15–17] 的研究基础上得到了线性黏弹性方程的 Cauchy 问题解的衰减率. 本文将研究系统

(1.1) 整体解关于时空的逐点估计.

对于可压 Navier-Stokes方程组解的逐点估计, Hoff和 Zumbrun [16]研究了等熵 Navier-Stokes方程

的 Lp 估计, Hoff和 Zumbrun [17] 研究了 Navier-Stokes方程的 Green函数的衰减估计. Liu和 Zeng [18]

用 Green 函数的方法对一维的广义双曲抛物系统的解的逐点估计进行了研究. Liu 和 Noh [19] 通过对

Navier-Stokes方程的 Green函数分析,结合相应的非线性问题,推导出了这些不同波的非线性估计.这

一系列的研究工作可以应用到其他的流体模型上,其中文献 [20,21]将这一方法应用到了二、三维空间

非等熵的 Navier-Stokes 方程, 文献 [22, 23] 研究了带有阻尼项的单极和双极 Euler 方程, 文献 [24–27]

研究了单极和双极的 Navier-Stokes-Poisson 方程. 本文将该方法应用到不可压缩黏弹性流体系统的研

究. 首先, 需要研究 (1.2) 线性部分的 Green 函数. 但是, 由于该系统对应的 Green 函数不易直接估计,

也就是文献 [15] 中经典的逐点估计方法似乎无法很好地应用, 所以需要对原有的系统进行适当的变

换. 文献 [28] 给了我们很大的启发, 我们利用了该文献中的变量变换转化方程, 这一关键步骤极大地

方便了我们接下去的估计. 转换后的方程对应的 Green 函数与 Navier-Stokes 系统中 Green 函数有部

分是相似的. 因此, 对所得到的 Green 函数, 我们有很好的估计. 然而, 在本文中, 这样的估计是不够

的. 因为结合解的具体表达式, 还会出现有 Riesz 算子作用于 Green 函数的情形. 为此, 我们需要借鉴

文献 [15, 19,29] 中的方法来处理这些情形. 本文的主要定理如下:

定理 1.1 假定初值 v0, F0 − I ∈ H6(R3) 满足条件 (1.3) 和 (1.4), 且存在很小的 ε0 使得

∥v0∥H6(R3) + ∥F0 − I∥H6(R3) 6 ε0,

|Dα
x (v0, F0 − I)| 6 ε0(1 + |x|2)− 5

2 , |α| 6 1, (1.9)

则系统 (1.1) 存在唯一的整体解 (F, v) 满足 (1.5) 和 (1.6), (F − I, v) ∈ L∞([0,∞);H6(R3)) 和 ∇v ∈
L2([0,∞);H6(R3)), 并且解有如下逐点估计:

|(v, F − I)(x, t)| 6 C(1 + t)−2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2
)
. (1.10)

2 Green 函数及 Green 函数的逐点估计

首先需要引入一些变量变换 (参见文献 [28]):

dkj = −Λ−1∇jv
k, vk = Λ−1∇jd

kj , Λsf = F−1(|ξ|sf̂). (2.1)

再结合限制条件 (1.5) 和 (1.6), 系统 (1.2) 可以转换为d
kj
t − µ∆dkj − ΛEkj = F kj

1 ,

Ekj
t + Λdkj = F kj

2 ,
(2.2)
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其中非线性项 F kj
1 和 F kj

2 (k, j = 1, 2, 3) 具体为

F kj
1 = Λ−1∇j∇l(δ

km +∇kΛ
−2∇m)(vlvm − ElqEmq) + Λ−1∇q∇l(E

ljEkq − ElqEkj)

和

F kj
2 = −∇l(v

lEkj) +∇q(v
kEqj).

通过计算, 线性化系统 (2.2) 后的 Green 矩阵的 Fourier 变换 Ĝ 是

Ĝ(ξ, t) =

 λ+eλ+t−λ−eλ−t

λ+−λ−
I3×3 |ξ|( e

λ+t−eλ−t

λ+−λ−
)I3×3

−|ξ|( e
λ+t−eλ−t

λ+−λ−
)I3×3 −λ−eλ+t−λ+eλ−t

λ+−λ−
I3×3

 , (2.3)

其中

λ± =
− µ|ξ|2 ±

√
µ2|ξ|4 − 4|ξ|2

2
. (2.4)

根据齐次化原理, 系统 (2.2) 的解 (d,E)⊤ 可以表示为 d

E

 =

G11I3×3 G12I3×3

G21I3×3 G22I3×3

 ∗x

 d0

E0


+

∫ t

0

G11I3×3 G12I3×3

G21I3×3 G22I3×3

 (·, t− s) ∗x

 F1

F2

 (·, s)ds. (2.5)

结合变换 (2.1), 可以将变量的每个分量 vk 和 Ekj (k, j = 1, 2, 3) 具体表示为

vk =

(
F−1

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
∗x vk0 +

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
∗x Ekj

0

−
∫ t

0

(δmk + Λ−2∇m∇k)

(
F−1

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvm − ElrEmr)(·, s)ds

+

∫ t

0

(
F−1

(
iξj |ξ|−2λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇r∇l(E

ljEkr − ElrEkj)(·, s)ds

+

∫ t

0

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds (2.6)

和

Ekj =

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
∗x vk0 +

(
F−1

(
− λ−e

λ+t − λ+e
λ−t

λ+ − λ−

))
∗x Ekj

0

+

∫ t

0

(δmk + Λ−2∇m∇k)

(
F−1

(
− iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvm − ElrEmr)(·, s)ds

+

∫ t

0

(
F−1

(
− eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇r∇l(E

ljEkr − ElrEkj)(·, s)ds

+

∫ t

0

(
F−1

(
− λ−e

λ+t − λ+e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds. (2.7)
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在估计 (2.3) 中的 Green 函数 Ĝ(ξ, t) 之前, 先引入 3 个光滑截断函数

χ1(ξ) =

1, |ξ| < ε1,

0, |ξ| > 2ε1,
χ3(ξ) =

1, |ξ| > R+ 1,

0, |ξ| < R

和 χ2 = 1− χ1 − χ3, 其中 2ε1 < R. 取

Ĝj(ξ, t) = χj(ξ)Ĝ(ξ, t), j = 1, 2, 3.

由此, 可以把 Ĝ(ξ, t) 分成低频、中频和高频 3 部分:

G(x, t) = F−1(Ĝ1(ξ, t)) + F−1(Ĝ2(ξ, t)) + F−1(Ĝ3(ξ, t)) =: G1(x, t) +G2(x, t) +G3(x, t).

先考虑 Ĝ(ξ, t) 的低频部分 Ĝ1(ξ, t). 由 λ± 的具体表达式 (2.4) 可计算得到, 当 |ξ| 很小时, 有

λ± = −µ
2
|ξ|2 ± i|ξ|(1 + p(|ξ|2)),

其中 p(x) := −µ2

8 x+ o(x). 结合 Euler 公式 eix = cos x+ i sin x, 可得

Ĝ1
11 = χ1

λ+e
λ+t − λ−e

λ−t

λ+ − λ−

= χ1e
Re(λ+)t

Reλ+

Imλ+
sin(Im(λ+)t) + χ1e

Re(λ+)t cos(Im(λ+)t)

= −µ
2
|ξ|2

sin(|ξ|t)
|ξ|

cos(|ξ|p(|ξ|2)t)
1

1 + p(|ξ|2)
e−

µ
2 |ξ|2tχ1

− µ

2
|ξ|2 cos(|ξ|t)

sin(|ξ|p(|ξ|2)t)
|ξ|p(|ξ|2)t

1

1 + p(|ξ|2)
p(|ξ|2)te−

µ
2 |ξ|2tχ1

+ cos(|ξ|t) cos(|ξ|p(|ξ|2)t)e−
µ
2 |ξ|2tχ1

−
sin(|ξ|t)

|ξ|
|ξ|

sin(|ξ|p(|ξ|2)t)
|ξ|p(|ξ|2)t

|ξ|p(|ξ|2)te−
µ
2 |ξ|2tχ1, (2.8)

Ĝ1
12 = χ1|ξ|

(
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

)

= |ξ|
sin(|ξ|t)

|ξ|
cos(|ξ|p(|ξ|2)t)

1

1 + p(|ξ|2)
e−

µ
2 |ξ|2tχ1

+ |ξ| cos(|ξ|t)
sin(|ξ|p(|ξ|2)t)
|ξ|p(|ξ|2)t

1

1 + p(|ξ|2)
p(|ξ|2)te−

µ
2 |ξ|2tχ1

= −Ĝ1
21, (2.9)

Ĝ1
22 = −χ1

λ−e
λ+t − λ+e

λ−t

λ+ − λ−

= −χ1e
Re(λ+)t

Reλ+

Imλ+
sin(Im(λ+)t) + χ1e

Re(λ+)t cos(Im(λ+)t)

=
µ

2
|ξ|2

sin(|ξ|t)
|ξ|

cos(|ξ|p(|ξ|2)t)
1

1 + p(|ξ|2)
e−

µ
2 |ξ|2tχ1

885



白一格等: 三维不可压缩黏弹性流体系统解的逐点估计

+
µ

2
|ξ|2 cos(|ξ|t)

sin(|ξ|p(|ξ|2)t)
|ξ|p(|ξ|2)t

1

1 + p(|ξ|2)
p(|ξ|2)te−

µ
2 |ξ|2tχ1

+ cos(|ξ|t) cos(|ξ|p(|ξ|2)t)e−
µ
2 |ξ|2tχ1

−
sin(|ξ|t)

|ξ|
|ξ|

sin(|ξ|p(|ξ|2)t)
|ξ|p(|ξ|2)t

|ξ|p(|ξ|2)te−
µ
2 |ξ|2tχ1. (2.10)

进一步可以计算 Ĝ1 的主项, 分别记为 ĝ11、̂g12、̂g21 和 ĝ22,

ĝ11 = −|ξ|2
sin(|ξ|t)

|ξ|
e−

µ
2 |ξ|2t

(
µ

2
− µ2

8
|ξ|2t

)
+ cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t, (2.11)

ĝ12 = |ξ|
sin(|ξ|t)

|ξ|
e−

µ
2 |ξ|2t − |ξ| cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t = −ĝ21, (2.12)

ĝ22 = |ξ|2
sin(|ξ|t)

|ξ|
e−

µ
2 |ξ|2t

(
µ

2
+
µ2

8
|ξ|2t

)
+ cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t. (2.13)

利用文献 [15,19,21] 中的证明方法, 可以得到主项的如下估计. 为了便于读者阅读, 我们给出主要的证

明步骤.

引理 2.1 当 |ξ| 很小、N > 3 且 t > 1 时, 有如下估计:

|Dα
xF−1(cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t)| 6 CN t

− 4+|α|
2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, (2.14)∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 4+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, (2.15)∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|2

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2tµ

2

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, (2.16)∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|2

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, (2.17)∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ| cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

. (2.18)

证明 因为

F−1(e−
µ
2 |ξ|2t) =

3∏
j=1

1

2π

∫
R
eix

jξje−
µ
2 (ξj)2tdξj = (2πµt)−

3
2 e−

|x|2
2µt ,

结合引理 A.2 和 A.4, 可得

|Dα
xF−1(cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t)| = Dα

xwt ∗ F−1(e−
µ
2 |ξ|2t)

= O(1)t−
3
2

(
1

4π

∫
|y|=1

Dα
x e

− |x+ty|2
2µt dSy +

t

4π

∫
|y|=1

Dα
x∇e−

|x+ty|2
2µt · ydSy

)
6 Ct−

3
2 (t−

2+|α|
2 e−

(|x|−t)2

K1t + t−
1+|α|

2 e−
(|x|−t)2

K1t )

6 Ct−
4+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

,
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其中 ŵt = cos(|ξ|t) 且 C 和 K1 > µ 是两个常数. 由此得到 (2.14).

因为

|Dβ
ξ (ξ

α|ξ|e−
µ
2 |ξ|2t)| = O(1)

∣∣∣∣ ∑
β1+β2+β3=β

(Dβ1

ξ ξα)(Dβ2 |ξ|)(Dβ3e−
µ
2 |ξ|2t)

∣∣∣∣
= O(1)|ξ||α|+1−|β|(1 + |ξ|2t)1+|β|e−

µ
2 |ξ|2t,

结合引理 A.1, 可得

|Dα
xF−1(|ξ|e−

µ
2 |ξ|2t)| 6 CN t

− 4+|α|
2

(
1 +

|x|2

1 + t

)−2N

.

再利用引理 A.2 和 A.3, 可得∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ = Dα
xw ∗ F−1(|ξ|e−

µ
2 |ξ|2t) 6 Ct−

4+|α|
2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

,

其中 ŵ = sin(|ξ|t)
|ξ| . 由此得到 (2.15). 类似地, 可证明 (2.16) 成立.

因为∣∣∣∣Dβ
ξ

(
ξα|ξ|2e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ = O(1)

∣∣∣∣ ∑
β1+β2+β3=β

(Dβ1

ξ ξα)(Dβ2 |ξ|2|ξ|2t)(Dβ3e−
µ
2 |ξ|2t)

∣∣∣∣
= O(1)|ξ||α|+2−|β|(1 + |ξ|2t)2+|β|e−

µ
2 |ξ|2t,

结合引理 A.1, 有 ∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|2e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

|x|2

1 + t

)−2N

.

再根据引理 A.2 和 A.3, 可得∣∣∣∣Dα
xF−1

(
|ξ|2

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ = Dα
xw ∗ F−1

(
|ξ|2e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)

6 Ct−
5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.

由此得到 (2.17). 类似地, 可证明 (2.18) 成立, 从而完成引理 2.1 的证明.

于是, 由引理 2.1, 可得

|Dα
x gjk(x, t)| 6 CN t

− 4+|α|
2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, j, k = 1, 2.

用引理 2.1中的证明方法可以估计 Ĝ1(ξ, t)的余项,得到余项会有更快的衰减,这样完成了关于 Ĝ1(ξ, t)

的逐点估计,

|Dα
xG

1(x, t)| 6 CN t
− 4+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

, N > 3. (2.19)

对于 G2(x, t), 由文献 [15, 命题 3.3] 可得如下命题, 证明略.
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命题 2.2 对于固定的 ε 和 R, 存在正常数 b 和 CN , 使得

|Dα
xG

2(x, t)| 6 CN t
− 3+|α|

2 e−bt

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N

. (2.20)

接下来还需要研究高频部分 Ĝ3(ξ, t), 其中 R 充分大. 首先 λ± 可以重新写为

λ± = −µ
2
|ξ|2 ± 1

2

√
µ2|ξ|4 − 4|ξ|2 = |ξ|2

(
− µ

2
± 1

2

√
µ2 − 4|ξ|−2

)
.

由于 |ξ| 很大, 故可以把 |ξ|−2 看成一个整体, 利用 Taylor 展开, 可得

λ+ = − 1

µ
+

m∑
j=1

a+j |ξ|
−2j +O(|ξ|−2(m+1)), (2.21)

λ− = −µ|ξ|2 + 1

µ
+

m∑
j=1

a−j |ξ|
−2j +O(|ξ|−2(m+1)), (2.22)

λ+

λ+ − λ−
= −µ

2

1√
µ2 − 4

|ξ|2
+

1

2
=

m∑
j=1

b+j |ξ|
−2j +O(|ξ|−2(m+1)),

λ−

λ+ − λ−
= −µ

2

1√
µ2 − 4

|ξ|2
− 1

2
= −1 +

m∑
j=1

b−j |ξ|
−2j +O(|ξ|−2(m+1)),

1

λ+ − λ−
=

1

|ξ|2
1√

µ2 − 4
|ξ|2

=
m∑
j=1

b0j |ξ|−2j +O(|ξ|−2(m+1)).

然后, 将 Ĝ3 拆分为两部分: Ĝ3 = Ĝ3
+ + Ĝ3

−, 其中

Ĝ3
+(ξ, t) =

 χ3
λ+eλ+t

λ+−λ−
I3×3 χ3|ξ|( eλ+t

λ+−λ−
)I3×3

−χ3|ξ|( eλ+t

λ+−λ−
)I3×3 −χ3

λ−eλ+t

λ+−λ−
I3×3

 ,
Ĝ3

−(ξ, t) =

 −χ3
λ−eλ−t

λ+−λ−
I3×3 −χ3|ξ|( eλ−t

λ+−λ−
)I3×3

χ3|ξ|( eλ−t

λ+−λ−
)I3×3 χ3

λ+eλ−t

λ+−λ−
I3×3

 .
由 (2.22) 知, 存在 θ > 0 使得 eλ−(ξ)t 6 Ce−2θ|ξ|2t. 因此结合文献 [19, 引理 4.1] 可得如下命题, 证明

从略.

命题 2.3 存在正的常数 b 和 C, 使得

|Dα
xG

3
−(x, t)| 6 Ct−

3+|α|
2 e−bt

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N

. (2.23)

当 |ξ| 很大时, 结合 λ+ 的表达式 (2.21) 和指数函数的 Taylor 展开, 可得

eλ+(ξ)t = e−
t
µ

(
1 +

( m∑
j=1

a+j |ξ|
−2j

)
t+ · · ·+ 1

m!

( m∑
j=1

a+j |ξ|
−2j

)m

tm + p1(t)O(|ξ|−2(m+1))

)
,

其中 p1(t) 是一个次数不超过 m+ 1 的 t 的多项式. 因此有

λ+e
λ+t

λ+ − λ−
= e−

t
µ

( m∑
j=1

p+j (t)|ξ|
−2j + p+m+1(t)O(|ξ|−2(m+1))

)
,
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λ−e
λ+t

λ+ − λ−
= e−

t
µ

(
− 1 +

m∑
j=1

p−j (t)|ξ|
−2j + p−m+1(t)O(|ξ|−2(m+1))

)
,

eλ+t

λ+ − λ−
= e−

t
µ

( m∑
j=1

p0j (t)|ξ|−2j + p0m+1(t)O(|ξ|−2(m+1))

)
,

其中 p+j (t)、p
−
j (t) 和 p0j (t) 是次数不超过 j 的 t 的多项式. 结合以上公式, 可将 Ĝ3

+ 进一步整理如下:

Ĝ3
+(ξ, t) = e−

t
µ

 (
∑m

j=1 p
+
j (t)|ξ|−2j)I3×3 (|ξ|

∑m
j=1 p

+
j (t)|ξ|−2j)I3×3

−(|ξ|
∑m

j=1 p
+
j (t)|ξ|−2j)I3×3 −(−1 +

∑m
j=1 p

−
j (t)|ξ|−2j)I3×3


+ e−

t
µ p̃m+1(t)O(|ξ|−2(m+1)).

这个系统的 Ĝ3
+(ξ, t)与可压缩的 Navier-Stokes方程中对应的 Ĝ3

+(ξ, t)很相似. 因此,利用文献 [19,命

题 4.4] 和 [15, 定理 3.1], 可得如下命题, 证明略.

命题 2.4 存在常数 C 和 b > 0 使得

|Dα
x (G

3
+(x, t)− χ3(D)F|α|)| 6 Ce−2bt

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N

,

这里的 χ3(D)F|α| 满足

χ3(D)F|α|(x, t) = e−
t
µ

0 0

0 I3×3

 δ(x) + f(x),

|f(x)| 6 e−btS(x), S(x) ∈ L1, S(x) =

C|x|−2, |x| 6 R+ 1,

CN |x|−N , |x| > R+ 1.

综上所述, 可得如下定理.

定理 2.5 当 t > 0 时, 有

|Dα
x (G(x, t)− χ3(D)F|α|(x, t))| 6 Cαt

− 4+|α|
2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N)
. (2.24)

3 非线性系统的逐点估计

定理 1.1 的证明 首先,由文献 [2,定理 3.1]可得系统 (1.1)的小初值解的整体存在性和唯一性,

具体如下.

定理 3.1 假设 v0 ∈ H6(R3), F0 − I ∈ H6(R3) 满足限制条件 (1.3) 和 (1.4), 且

∥v0∥H6(R3) + ∥F0 − I∥H6(R3) 6 ε0,

则当 ε0 充分小时,系统 (1.1)有唯一的整体经典解 (F, v),满足 (1.5)和 (1.6),且 (F−I, v) ∈ L∞([0,∞);

H6(R3)), ∇v ∈ L2([0,∞);H6(R3)),

∥(F − I, v)∥L∞([0,∞);H6(R3)) + ∥∇v∥L2([0,∞);H6(R3)) 6 Cε0.
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由 Sobolev 嵌入定理, 可得

∥∇α(F − I, v)∥L∞([0,∞);L∞(R3)) 6 Cε0, ∀ |α| 6 4. (3.1)

结合前面对 G(x, t) 的逐点分析, 考虑 (2.6) 和 (2.7) 中分别对应的线性解部分 v̄(x, t) 和 Ē(x, t), 有

v̄k(x, t) =

(
F−1

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
∗x vk0 +

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
∗x Ekj

0 =: R1 +R2 (3.2)

和

Ēkj =

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
∗x vk0 +

(
F−1

(
− λ−e

λ+t − λ+e
λ−t

λ+ − λ−

))
∗x Ekj

0 . (3.3)

由于初值满足 (1.9), 根据引理 A.5, 可以得到∣∣∣∣Dα
x

(
F−1

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

)
− χ3(D)F 11

|α|

)
∗x vk0

∣∣∣∣
6 Cαε0t

− 4+|α|
2

∫
R3

((
1 +

(|x− y| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x− y|2

1 + t

)−N)
(1 + |y|2)− 5

2 dy

6 Cαε0t
− 4+|α|

2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2
)
, |α| 6 1.

此外, 由文献 [15, 命题 4.1] 的类似证明, 可得

|Dα
xχ3(D)F 11

|α| ∗x v
k
0 | 6 Cε0(1 + t)−

4+|α|
2

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2

, |α| 6 1.

因此可得

|R1| 6 Cαε0t
− 4+|α|

2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2
)
, |α| 6 1.

类似地, 对于 R2 和 Dα
x Ē

kj , 可得如下估计:

|Dα
x v̄

k|+ |Dα
x Ē

kj | 6 Cαε0t
− 4+|α|

2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2
)
, |α| 6 1. (3.4)

接下来估计 (2.6) 和 (2.7) 中对应的非线性部分. 令

ψ(x, t) = (1 + t)−2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

+ (1 + t)−2

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2

, (3.5)

M(T ) = sup
06t6T

{ 1∑
|α|=0

∥Dα
x (v,E)(x, t)(1 + t)−

|α|
2 ψ−1∥L∞

}
. (3.6)

利用插值定理、(3.1) 和 (3.6), 可得

∥∇2(v,E)∥L∞
x

6 C(1 + t)−1ε
1
2
0M

1
2 , ∥∇3(v,E)∥L∞

x
6 C(1 + t)−

1
2 ε

3
4
0M

1
4 . (3.7)
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记 (2.6) 和 (2.7) 中对应的非线性部分分别为 Dα
x ṽ(x, t) 和 Dα

x Ẽ(x, t), 即

Dα
x ṽ

k = −
∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvk − ElrEkr)(·, s)ds

+

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
ξmξk

|ξ|2
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvm − ElrEmr)(·, s)ds

−
∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
ξrξj

|ξ|2
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(E

ljEkr − ElrEkj)(·, s)ds

+

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds

=: R4 +R5 +R6 +R7 (3.8)

和

Dα
x Ẽ

kj =

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
− iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvk − ElrEkr)(·, s)ds

+

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
i
ξmξk

|ξ|2
ξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(v

lvm − ElrEmr)(·, s)ds

+

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
− iξr

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x ∇l(E

ljEkr − ElrEkj)(·, s)ds

+

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
− λ−e

λ+t − λ+e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds

=: R8 +R9 +R10 +R11. (3.9)

先考虑

R4 = −
∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
iξl
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (vlvk − ElrEkr)(·, s)ds.

结合 G 的估计过程, 可得∣∣∣∣Dα
x

(
F−1

(
iξl
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

)
− χ3(D)F1

)∣∣∣∣
6 Cαt

− 5+|α|
2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N)
, |α| 6 1, (3.10)

其中

|χ3(D)F1(x, t)| 6 e−btS(x), S(x) ∈ L1, S(x) =

C|x|−2, |x| 6 R+ 1,

CN |x|−N , |x| > R+ 1.

根据 (3.6), 可计算得

|v|2 + |E|2 6 CM2(1 + t)−4

((
1 +

|x|2

1 + t

)−3

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−3)
. (3.11)

利用文献 [15, 命题 4.2] 的类似证明, 可得如下命题, 证明略.
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命题 3.2 如果 t > 1, 且

|Dα
xH(x, t)| 6 C(1 + t)−

5+|α|
2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N)
,

|Dα
xK(x, t)| 6 C(1 + t)−

8+|α|
2

((
1 +

|x|2

1 + t

)−3

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−3)
,

则当 N 充分大时, 有∣∣∣∣Dα
x

(∫ t

0

H(t− s) ∗K(s)ds

)∣∣∣∣ 6 C(1 + t)−
4+|α|

2

((
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2
)
.

因此结合 (3.10) 和 (3.11) 的估计及命题 3.2, 有∣∣∣∣ ∫ t

0

(
F−1

(
ξl
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

)
− χ3(D)F1

)
(·, t− s) ∗x (vlvk − ElrEkr)(·, s)ds

∣∣∣∣ 6 CM2ψ(x, t).

此外, 利用文献 [19, 命题 7.6] 的证明方法, 可得如下命题, 证明略.

命题 3.3 如果 |α| 6 1, 且 v 和 E 满足 (3.6), 则存在常数 C 使得∣∣∣∣ ∫ t

0

(χ3(D)F1)(·, t− s) ∗x (vlvk − ElrEkr)(·, s)ds
∣∣∣∣ 6 CM2ψ(x, t).

所以, 可得 |R4| 的估计

|R4| 6 CM2ψ(x, t), |α| = 0. (3.12)

利用 (3.6), 可得

|∇v||v|+ |∇E||E| 6 CM2(1 + t)−
7
2

((
1 +

|x|2

1 + t

)−3

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−3)
.

类似地,利用文献 [15,命题 4.2] (或文献 [19,引理 7.1和 7.2])的证明方法,类似于 (3.12)的证明,可得

|R4| 6 CM2(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.13)

接下来考虑

R5 =

∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
iξl
ξmξk

|ξ|2
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (vlvm − ElrEmr)(·, s)ds

=:

∫ t

0

Dα
xF−1(R̂1

5)(·, t− s) ∗x (vlvm − ElrEmr)ds.

当 |ξ| 很小时, 可以得出 R̂1
5 对应的主项为

ĝ15 = −iξlξmξk
sin(|ξ|t)

|ξ|
e−

µ
2 |ξ|2t

(
µ

2
− µ2

8
|ξ|2t

)
+ iξl

ξmξk

|ξ|2
cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t.

通过引理 2.1 中的方法, 可直接估计 Dα
xF−1(ĝ15) 中的第一项∣∣∣∣Dα

xF−1

(
− iξlξmξk

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2t

(
µ

2
− µ2

8
|ξ|2t

))∣∣∣∣ 6 CN t
− 6+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

. (3.14)

接下来, 在下面引理中, 估计 Dα
xF−1(ĝ15) 中的第二项.
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引理 3.4 当 |ξ| 很小、N > 3 且 t > 1 时, 有∣∣∣∣Dα
xF−1

(
ξl
ξmξk

|ξ|2
cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.

证明 因为

|Dγ
ξ e

−µ
2 |ξ|2t| = O(1)

∑
γ1+γ2=γ, |γ1|>|γ2|>0

|ξ||γ1|−|γ2|t|γ1|e−
µ
2 |ξ|2t,

所以,

||ξ||γ|Dγ
ξ e

−µ
2 |ξ|2t| = O(1)

∑
|γ1|6|γ|

|ξ|2|γ1|t|γ1|e−
µ
2 |ξ|2t = O(1)(1 + |ξ|2t)1+|γ|e−

µ
2 |ξ|2t.

那么, ∣∣∣∣Dβ
ξ

(
ξα
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ = O(1)

∣∣∣∣ ∑
β1+β2+β3=β

(Dβ1

ξ ξα)

(
Dβ2

ξmξk

|ξ|2

)
(Dβ3e−

µ
2 |ξ|2t)

∣∣∣∣
= O(1)|ξ||α|−|β|(1 + |ξ|2t)1+|β|e−

µ
2 |ξ|2t.

由引理 A.1, 有 ∣∣∣∣Dα
xF−1

(
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 3+|α|

2

(
1 +

|x|2

1 + t

)−2N

.

再结合引理 A.2 和 A.3, 有∣∣∣∣Dα
xwt ∗Dxl

F−1

(
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

,

其中 ŵt = cos(|ξ|t), 于是引理 3.4 得证.

利用 (3.14) 和引理 3.4 可推知,

|Dα
xF−1(ĝ15)| 6 CN t

− 5+|α|
2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.

对于 Dα
xF−1(χ1R̂

1
5) 的余项、D

α
xF−1(χ2R̂

1
5) 和 Dα

xF−1(χ3R̂
1
5), 可以如估计 G 中的对应部分一样进

行估计, 得到 ∣∣∣∣Dα
x

(
F−1

(
ξl
ξmξk

|ξ|2
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t

λ+ − λ−

)
− χ3(D)F2

)∣∣∣∣
6 Cαt

− 5+|α|
2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N)
, |α| 6 1, (3.15)

其中

|χ3(D)F2(x, t)| 6 e−btS(x), S(x) ∈ L1, S(x) =

C|x|−2, |x| 6 R+ 1,

CN |x|−N , |x| > R+ 1.
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结合 (3.11)、(3.15)、命题 3.2 和 3.3, 利用 (3.13) 的类似证明, 可得

|R5| 6 CM2(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.16)

易知, R6 与 R5 的估计相同. 利用 R4 的类似估计方法, 可以得到 R7 的低频和中频部分的估计,∣∣∣∣ ∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
(χ1 + χ2)

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

Dα
x∇r

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
(χ1 + χ2)

))
(·, t− s) ∗x (vkErj)

−Dα
x∇l

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
(χ1 + χ2)

))
(·, t− s) ∗x (vlEkj)(·, s)ds

∣∣∣∣
6 CM2(1 + t)

|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.17)

对于 R7 的高频部分, 由定理 2.5, 可得∣∣∣∣χ3(D)Dα
x

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

)
− F3

)∣∣∣∣ 6 Cαe
−bt

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N

, b > 0, |α| 6 1, (3.18)

其中

|χ3(D)F3(x, t)| 6 e−btS(x), S(x) ∈ L1, S(x) =

C|x|−2, |x| 6 R+ 1,

CN |x|−N , |x| > R+ 1.

由 (3.6), 可计算得

|∇(vE)| 6 CM2(1 + t)−
7
2

((
1 +

|x|2

1 + t

)−3

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−3)
,

|∇2(vE)| 6 C(M2 + ε20)(1 + t)−3

((
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2

+

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2
)
.

结合 (3.18), 利用文献 [19, 引理 7.1、7.2 和命题 7.6] 的证明方法, 可得∣∣∣∣ ∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
iξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
χ3

))
(·, t− s) ∗x (∇r(v

kErj)−∇l(v
lEkj))(·, s)ds

∣∣∣∣
6 C(M2 + ε20)(1 + t)

|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.19)

那么, 再结合 (3.8)、(3.13)、(3.16) 和 (3.17), 可得

|Dα
x ṽ

k| 6 C(M2 + ε20)(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.20)

利用 R7 的类似证明, 可知 (3.9) 中 Dα
x Ẽ

kj 的三项 R8、R10 和 R11 有相同的估计结果,

|R8|+ |R10|+ |R11| 6 C(M2 + ε20)(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.21)

我们把 R9 写为

R9 = −
∫ t

0

Dα
x

(
F−1

(
ξl
ξmξk

|ξ|2
ξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

))
(·, t− s) ∗x (vlvm − ElrEmr)(·, s)ds
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=:

∫ t

0

Dα
xF−1(R̂1

9)(·, t− s) ∗x (vlvm − ElrEmr)ds.

当 |ξ| 很小时, 可得 R̂1
9 对应的主项

ĝ19 = ξl
ξmξk

|ξ|2
ξj

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2t − ξl

ξmξk

|ξ|2
ξj cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t.

首先, 估计主项 ĝ19 中的第一项.

引理 3.5 当 |ξ| 很小、N > 3 且 t > 1 时, 有∣∣∣∣Dα
xF−1

(
ξl
ξmξk

|ξ|2
ξj

sin(|ξ|t)
|ξ|

e−
µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.

证明 因为

|Dγe−
µ
2 |ξ|2t| = O(1)

∑
γ1+γ2=γ, |γ1|>|γ2|

|ξ||γ1|−|γ2|tγ1e−
µ
2 |ξ|2t,

所以,

||ξ||γ|Dγe−
µ
2 |ξ|2t| = O(1)

∑
|γ1|6|γ|

|ξ|2|γ1|t|γ1|e−
µ
2 |ξ|2t = O(1)(1 + |ξ|2t)1+|γ|e−

µ
2 |ξ|2t,

那么, ∣∣∣∣Dβ

(
ξα
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ = O(1)

∣∣∣∣ ∑
β1+β2+β3=β

(Dβ1ξα)

(
Dβ2

ξmξk

|ξ|2

)
(Dβ3e−

µ
2 |ξ|2t)

∣∣∣∣
= O(1)|ξ||α|−|β|(1 + |ξ|2t)1+|β|e−

µ
2 |ξ|2t.

由引理 A.1, 有 ∣∣∣∣DαF−1

(
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 3+|α|

2

(
1 +

|x|2

1 + t

)−2N

.

再结合引理 A.2 和 A.3, 有∣∣∣∣Dαw ∗Dxl
DxjF

−1

(
ξmξk

|ξ|2
e−

µ
2 |ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 5+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

,

其中 ŵ = sin(|ξ|t)
|ξ| , 于是引理 3.5 得证.

利用引理 3.4, 可得 ĝ19 中第二项的如下估计:∣∣∣∣Dα
xF−1

(
− ξl

ξmξk

|ξ|2
ξj cos(|ξ|t)e−

µ
2 |ξ|2tµ

2

8
|ξ|2t

)∣∣∣∣ 6 CN t
− 6+|α|

2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

. (3.22)

由引理 3.5 和 (3.22) 可推知,

|Dα
xF−1(ĝ19)| 6 CN t

− 5+|α|
2

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.
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对于 Dα
xF−1(χ1R̂

1
9) 和 Dα

xF−1(χ2R̂
1
9), 利用 G 中对应部分的类似估计, 可得∣∣∣∣Dα

xF−1

(
ξl
ξmξk

|ξ|2
ξj

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
(χ1 + χ2)

)∣∣∣∣ 6 Cαt
− 5+|α|

2

((
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

+

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N)
.

结合 (3.11) 和命题 3.2, 可以估计 R9 的低频和中频部分, 再利用 (3.19) 的类似讨论, 可以得到 R9 的

高频估计, 从而有

|R9| 6 C(M2 + ε20)(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.23)

那么, 结合 (3.9)、(3.21) 和 (3.23), 可得

|Dα
x Ẽ

kj | 6 C(M2 + ε20)(1 + t)
|α|
2 ψ(x, t), |α| = 0, 1. (3.24)

由 (3.4)、(3.20) 和 (3.24), 可得当 |α| 6 1 时,

|Dα
x (v,E)(x, t)| 6 C(ε0 +M2(t))ψ, (3.25)

M(t) 6 C(ε0 +M2(t)).

取 ε0 足够小, 由 M(T ) 的连续性可推知, M(t) 6 Cε0. 于是, 当 |α| 6 1 时, (1.10) 成立. 由此, 本文的

定理 1.1 得证.

致谢 感谢审稿专家给予的宝贵的修改意见.
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附录 A

文献 [15, 18,19,27,29] 中有如下几个引理, 在本文的证明中起了非常重要的作用.

引理 A.1 (参见文献 [15, 引理 2.2]) 如果 f̂(ξ, t) 有关于变量 ξ 的紧支集, 且存在常数 b > 0, 使

得 f̂(ξ, t) 满足

|Dβ
ξ (ξ

αf̂(ξ, t))| 6 C|ξ||α|+k−|β|(1 + t|ξ|2)me−b|ξ|2t,

其中 k 和 m 是任意给定的整数, α 和 β 是多重指标, 且 |β| 6 2N , 则

|Dα
xf | 6 CN t

− 3+|α|+k
2

(
1 +

|x|2

1 + t

)−N

,

其中 N 是任意给定的整数.

引理 A.2 (参见文献 [29, 引理 4.1]) 设 w(x, t) 在 R3 上的 Fourier 变换为

ŵ =
sin(|ξ|t)

|ξ|
, ŵt = cos(|ξ|t),

则对任意的函数 g(x), 有

w ∗ g(x) = t

4π

∫
|y|=1

g(x+ ty)dSy,
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wt ∗ g(x) =
1

4π

∫
|y|=1

g(x+ ty)dSy +
t

4π

∫
|y|=1

∇g(x+ ty) · ydSy.

引理 A.3 (参见文献 [15, 引理 2.3]) 当 N > 3 和 t > 1 时, 有如下不等式:∣∣∣∣ ∫
|y|=1

(
1 +

|x+ ty|2

1 + t

)−2N

dSy

∣∣∣∣ 6 CN t
−1

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)−N

.

引理 A.4 (参见文献 [19, 引理 2.3]) 当 t > 1 时, 存在常数 C 使得∫
|y|=1

e−
|x+ty|2

µt dSy 6 Ct−1e−
|x−t|2

3µt .

引理 A.5 (参见文献 [18, 引理 4.6] 和 [27, 引理 4.1]) 当 t > 1 时, 存在常数 C 使得

∫
R3

(
1 +

(|x− y| − t)2

1 + t

)− 3
2

(1 + |y|2)− 5
2 dy 6 C

(
1 +

(|x| − t)2

1 + t

)− 3
2

, (A.1)

∫
R3

(
1 +

(|x− y|)2

1 + t

)− 3
2

(1 + |y|2)− 5
2 dy 6 C

(
1 +

|x|2

1 + t

)− 3
2

. (A.2)

The pointwise estimates of solutions for the 3D incompressible
viscoelastic fluids

Yige Bai & Ting Zhang

Abstract In this paper, we consider the Cauchy problem of the incompressible viscoelastic hydrodynamic model
in dimension three. Firstly, we introduce the appropriate variable transformation, and study the Green’s function
of the linearized system for the transformed equations. Then, according to the pointwise estimation method of
Green’s function, combining the expressions of the solutions, we analyze the influence of Riesz operator and obtain
the pointwise time-space estimates of the solutions.

Keywords incompressible viscoelastic fluid system, Green’s function, pointwise estimate
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